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Введение

Решение многих современных прикладных задач приводит к систе-

мам линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с седловой точкой. Ха-

рактерной особенностью таких систем является знаконеопределенность.

В симметричном случае имеются как положительные, так и отрицатель-

ные собственные значения. Подобные системы возникают, например, в

теории динамических систем [37], в теории упругости (см. [22], [28]), в

экономике (см. [16], [32], [42]), в теории оптимального управления (см.

[17], [18]), при моделировании электромагнитных явлений ([21], [54]) и во

многих других областях. Важной областью, требующей решения задач

с седловой точкой, является численное решение линеаризованных урав-

нений Навье–Стокса, описывающих течение несжимаемой вязкой жид-

кости [62], [39], [55], [63], [67]. Уравнения Навье–Стокса являются основ-

ными уравнениями гидродинамики и, соответственно, играют важную

роль в современной науке. Отметим, что в ходе их решения, как прави-

ло, возникает необходимость проводить вычисления на мелких сетках, а

значит решаемые системы имеют большую размерность. Знаконеопреде-

ленность делает процедуру выбора метода решения таких систем нетри-

виальной, так как многие эффективные методы решения СЛАУ, см., на-

пример, [58], пригодны только для систем с положительно определенной

матрицей.

Уравнения Навье–Стокса во многих случаях хорошо описывают по-

ведение жидкостей и газов. Однако, многие вещества в природе описы-

ваются моделями с переменным коэффициентом вязкости, зависящим

от внешних факторов. Примером могут служить биологические жидко-

сти (например, кровь), нефть, зубная паста, кетчуп, крахмал, разведен-
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ный в воде и многие другие вещества. В некоторых случаях, например,

кетчуп, наблюдается уменьшение вязкости при возрастании внутренних

напряжений. В других, таких как крахмал, поведение обратное — при

возрастании напряжений вязкость резко увеличивается. Для моделиро-

вания подобных подобных веществ можно рассматривать модифициро-

ванные уравнения Навье–Стокса, при этом вязкость является не посто-

янным параметром среды, а функцией, зависящей от динамических, ки-

нематических или других характеристик среды в данной точке простран-

ства, например, тензора скоростей деформации, давления, температуры,

и т.д. Возникающие при дискретизации линейные системы характери-

зуются тем, что их число обусловленности зависит от отношения мак-

симальной вязкости к минимальной. Данное обстоятельство предъявля-

ет дополнительное требование к методам решения СЛАУ, а именно —

независимость числа итераций от отношения максимального значения

коэффициента вязкости к минимальному и от градиента коэффициен-

та вязкости как функции пространственной переменной. Эффективное

решение уравнений Навье–Стокса с переменной вязкостью является те-

мой ряда современных исследований. Упомянем некоторые из них. В

статье [70] рассматривается моделирование мантийной конвекции в пла-

нетарном масштабе. Рассматривается влияние разных моделей вязкости,

в том числе — распределенной по слоям, а также вязкости, зависящей от

температуры. В [49] получены оценки сходимости конечноэлементного

решения задачи Стокса с интерфейсом к решению непрерывной зада-

чи. Вязкость при этом кусочно–постоянна и имеет скачок. Работа [56]

посвящена построению эффективных итерационных методов для несжи-

маемой задачи Стокса с переменной вязкостью, в ней рассматриваются

задачи, связанные с моделированием процесса экструзии и с геологией.
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В статье [68] представлено построение равномерно устойчивых по скач-

ку коэффициента вязкости конечноэлементных аппроксимаций уравне-

ний Дарси–Стокса–Бринкмана. В работе [52] получено inf–sup неравен-

ство для задачи Стокса с интерфейсом, которое равномерно по скачку

вязкости между подобластями. В [51] авторами предложен метод ана-

лиза переобуславливателей для дополнения по Шуру для абстрактных

задач с седловой точкой. Применение этого метода к задаче Стокса с

интерфейсом приводит к построению переобуславливателя, являющего-

ся устойчивым по отношению к ряду параметров. Работа [38] посвящена

параллельным методам решения трехмерных уравнений Навье–Стокса.

В численном анализе методов решения задачи Стокса важную роль

играет условие LBB (Ладыженской–Бабушки–Брецци) [23] и его непре-

рывный аналог, неравенство Нечаса [46]. В диссертации неравенство

Нечаса обобщается на случай переменной вязкости и на основе этого

обобщения получены оценки эффективности предлагаемого итерацион-

ного метода. Некоторые другие обобщения неравенства Нечаса получены

в работах [1] и [6].

Одной из задач, где возникают уравнения Навье–Стокса с перемен-

ной вязкостью, является моделирование среды Бингама. Среда Бинга-

ма является вязко–пластичной средой, которая при напряжениях ниже

порогового значения ведет себя как твердое тело, а при превышающих

пороговое значение — как вязкая жидкость. Примерами веществ, описы-

ваемых моделью Бингама являются зубная паста, различные суспензии,

например грязь или незастывший бетон, геоматериалы. Впервые модель

независимо была предложена Шведовым [60] и Бингамом [20] для опи-

сания движения суспензий в условиях чистого сдвига (одномерная мо-

дель). Позднее Генки [2] и Ильюшин [4] предложили пространственное
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обобщение уравнения состояния Шведова–Бингама и решили ряд задач

для случая плоских течений вязко–пластичной среды. Течению среды

Бингама посвящено большое количество литературы, среди отечествен-

ной можно отметить труды П.М. Огибалова и А.Х. Мирзаджанадзе [10],

П.П. Мосолова и В.П. Мясникова [9], а также Д.М. Климова, А.Г. Петро-

ва, Д.В. Георгиевского. [5]. Задача Бингама является более сложной, чем

задача Навье–Стокса. Одним из подходов к ее численному решению яв-

ляется регуляризация — модель, когда среда Бингама рассматривается

как жидкость с переменной вязкостью.

Задача Бингама трудно поддается математическому анализу и ее точ-

ные решения найдены только для узкого круга модельных задач, напри-

мер, для течения среды между двумя параллельными пластинами [5].

По этой причине численные методы, зачастую, являются единственным

способом анализа многих процессов. Численному решению задачи Бин-

гама посвящены, например, следующие публикации: [48], [19], [53], [29],

[30], [33], [44], [65], [57].

Задачи с переменной вязкостью появляются и во многих других науч-

ных областях, например, в геологии. В мантии Земли температура неод-

нородна, а вязкость магмы напрямую зависит от температуры. Числен-

ные методы позволяют проводить моделирование внутреннего строения

Земли и эта тема рассматривается сейчас многими учеными. Например,

в [45], [69] обсуждаются вопросы численного моделирования мантийной

конвекции, в [43] — вопросы численного моделирования миграции маг-

мы.

Цель работы.

Работа преследует следующие цели.

1. Построение эффективного метода решения систем линейных ал-
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гебраических уравнений, возникающих при дискретизации задачи

Стокса с переменной вязкостью. Поскольку в реальных приложени-

ях отношение максимальной вязкости к минимальной может быть

очень большим, к такому методу решения СЛАУ в настоящей ра-

боте предъявляется требование независимости (или слабой зависи-

мости) количества итераций от этого отношения, а также от шага

сетки.

2. Теоретический анализ эффективности предлагаемого метода ре-

шения систем линейных алгебраических уравнений. В частности,

получение оценок скорости сходимости в терминах экстремаль-

ных значений коэффициента вязкости и других параметров систем

уравнений.

3. Проверка эффективности предлагаемого метода на модельных за-

дачах: регуляризованной задаче моделирования течения среды

Бингама в канале и каверне, а также на линейной задаче, возника-

ющей при моделировании всплытия раскаленного пузыря в мантии

Земли.

Используемые обозначения.

• Обычным шрифтом (например, p) обозначаются скалярные функ-

ции, коэффициенты разложения по конечноэлементным базисам и

вектора в матричной записи линейных систем.

• Полужирным шрифтом (например, v) обозначаются векторные и
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тензорные функции и операторы. Используются обозначения

∇u =




∂ux

∂x
∂ux

∂y
∂ux

∂z

∂uy

∂x
∂uy

∂y
∂uy

∂z

∂uz

∂x
∂uz

∂y
∂uz

∂z


 ,

divD =




divD
1

divD
2

divD
3


 ,

где D — тензорная функция, действующая из R3 в R3×3, и D
k =

(Dk1, Dk2, Dk3).

• Индекс h у функции или оператора указывает на дискретную (ко-

нечноразностную или конечноэлементную) аппроксимацию данной

функции или данного оператора.

• Через Lp обозначается пространство Лебега с индексом суммирова-

ния p, через ‖ · ‖Lp — норма в Lp. Запись ‖ · ‖ означает норму в L2.

Скалярное произведение в L2 и евклидово скалярное произведение

обозначаются как (·, ·) и 〈·, ·〉, соответственно.

Используется L2
0(Ω) — пространство всех функций f из L2(Ω) та-

ких, что
∫

Ω fdΩ = 0 и L2
ν(Ω) — пространство функций f из L2(Ω),

для которых выполняется условие
∫

Ω fν−1dΩ = 0 с некоторой

функцией ν > 0 такой, что ν−1 ∈ L∞.

• Символом H
1
0 обозначено пространство интегрируемых век-

тор–функций, градиент которых, понимаемый в обобщенном смыс-

ле, принадлежит L2(Rd×d), d = 2, 3 и имеющих нулевой след на

границе расчетной области.
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Краткое содержание работы.

В первой главе приводится формулировка задачи Стокса с перемен-

ной вязкостью, доказывается обобщение неравенства Нечаса на случай

весовой нормы. Приводится матричная постановка дискретной задачи,

предлагается переобуславливатель для дополнения по Шуру и и при по-

мощи обобщенного неравенства Нечаса получаются оценки его эффек-

тивности.

В первом разделе дается формулировка задачи Стокса с переменной

вязкостью. Основные уравнения, рассматриваемые в первой главе, име-

ют вид

−divν(x)Du + ∇p = f в Ω

−divu = 0 в Ω

u = u0 на ∂Ω.

Через Du обозначен тензор скоростей деформации 1
2(∇u + ∇T

u). Вяз-

кость ν в первой главе считается зависящей только от пространственных

координат x.

Во втором разделе получен основной теоретический результат диссер-

тации — неравенство Нечаса в весовой норме. Оно является обобщением

хорошо известного неравенства Нечаса

0 < c0 ≤ inf
q∈L2

0

sup
v∈H1

0

(q, divv)

‖q‖ ‖∇v‖ ,

которое, в свою очередь, является непрерывным аналогом условия Ла-

дыженской – Бабушки – Брецци (LBB): если константа

c0,h = inf
qh∈Qh

sup
vh∈Vh

(qh, divvh)

‖qh‖ ‖∇vh‖
равномерно по шагу сетки отделена от нуля, то пара конечноэлементных

пространств Vh и Qh (для скорости и давления, соответственно) приво-
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дит к устойчивой дискретной задаче. Под равномерным отделением от

нуля понимается существование такой константы c∗ > 0, что при всех h

выполняется c0,h > c∗. Результат сформулирован в виде Теоремы 1, суть

утверждения которой заключается в выполнении неравенства

c̃ν‖ν− 1
2q‖ ≤ sup

v∈H1
0

(q, divv)

‖ν 1
2Dv‖

. (1)

для функций q ∈ L2(Ω), на которые наложены условия ортогональности

(q, ν−1) = 0 и (q, ν− 1
2 ) = 0. Получены оценки на константу c̃ν.

Приводится важное следствие Теоремы 1 — обобщение на случай,

когда расчетная область Ω представлена в виде объединения конечного

числа подобластей Ωi. В этом случае константа c̃ν для всей области Ω

может быть оценена снизу минимумом из всех констант c̃ν(Ωi), вычис-

ленных на подобластях.

Иногда при помощи удачного разбиения удается добиться того, что

mini c̃ν(Ωi) ≫ c̃ν(Ω). Ценой этого улучшения являются два условия орто-

гональности на каждой подобласти: (q, ν−1)L2(Ωi) = (q, ν− 1
2 )L2(Ωi) = 0.

Разделы 3 и 4 посвящены дискретизации задачи и построению СЛАУ.

Дискретизация проводилась двумя методами, а именно — методом конеч-

ных элементов (isoP2–P1) и методом конечных разностей (MAC–схема).

Дается описание построения дискретной задачи при помощи обоих мето-

дов. Излагается вариационная постановка, дается определение конечно-

элементных пространств для метода конечных элементов, вводятся сетки

и задаются сеточные аналоги для непрерывных операторов при исполь-

зовании метода конечных разностей. Оба метода приводят к решению

системы линейных алгебраических уравнений с седловой точкой с мат-
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рицей вида

A :=



 A BT

B 0



 , (2)

где A = AT > 0.

В пятом разделе описывается метод решения полученной дискретной

задачи. Основная идея заключается в использовании метода на подпро-

странствах Крылова (MINRES или GMRES) со специальным переобу-

славливателем вида

P =



 Â 0

0 Ŝ



 (3)

или

P1 =



 Â 0

B −Ŝ



 . (4)

Здесь Â — переобуславливатель для блока A, Ŝ — переобуславлива-

тель для дополнения по Шуру S = BA−1BT . Для дополнения по Шуру

предлагается применять переобуславливатель

{Mν}i,j := (ν−1ψj, ψi) (5)

при использовании метода конечных элементов (через ψi обозначены ба-

зисные функции для давления) и

Mν = diag {ν−1(xi,j)} (6)

при использовании метода конечных разностей. Переобуславливатель

Mν учитывает структуру функции ν, что важно при большом отноше-

нии максимального значения вязкости к минимальному. Сформулирова-

ны дискретные аналоги Теорем 1 и 2, обозначенные в тексте как Пред-

положение 1 и Теорема 4, соответственно. Предположение 1 сводится к
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предположению справедливости дискретного аналога обобщенного нера-

венства Нечаса для пары конечноэлементных пространств, удовлетворя-

ющих LBB условию устойчивости. Далее доказывается, что

〈Sq, q〉 ≤ d 〈Mνq, q〉

для всех qh ∈ Qh и, если Предположение 1 справедливо, то выполняется

соотношение

c2
ν,h 〈Mνq, q〉 ≤ 〈Sq, q〉

для всех qh ∈ Qh таких, что (qh, ν
−1)L2(Ωi) = (qh, ν

− 1
2 )L2(Ωi) = 0. Здесь

d — размерность пространства, т.е. d = 2 или d = 3, через q обозначен

вектор коэффициентов разложения по базису функции qh ∈ Qh, а c̃ν,h —

константа из Теоремы 4. Таким образом устанавливается связь между

неравенством Нечаса в весовых нормах и эффективностью переобуслав-

ливателя Mν для дополнения по Шуру.

В шестом разделе первой главы дается оценка собственных значений

для переобусловленной матрицы дополнения по Шуру. Она выводится

из представления Куранта–Фишера

λk = max
K∈Vk−1

min
q∈K⊥

〈Sq, q〉
〈Mνq, q〉

,

где символом Vk−1 обозначены все (k − 1)–мерные подпространства Rm.

Для λ(M−1
ν S) в диссертации получены оценки

0 = λ1 < λ2 ≤ λ3 · · · ≤ λm ≤ d и c̃2
ν,h ≤ λ2N+1, (7)

где d — размерность пространства, N — количество подобластей, на ко-

торые разбита область Ω, а c̃ν,h — константа из Теоремы 4.

В этом разделе также приводится оценка скорости сходимости метода

Узавы-сопряженных градиентов [34] для систем линейных алгебраиче-

ских уравнений с матрицей (2) и переобуславливателем для дополнения
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по Шуру Mν и оценка количества дополнительных итераций, вызванных

возможным присутствием 2N − 1 малого собственного значения.

Во второй главе описывается применение теоретических результатов

первой главы к решению двух модельных задач: задачи Бингама о тече-

нии вязкопластичной жидкости в канале и задаче моделирования ман-

тийной конвекции.

В первом разделе даются определяющие соотношения модели Бинга-

ма, вводятся понятия жестких зон и эффективной вязкости в жидких

зонах. Задача Бингама нелинейна, и ее эффективная вязкость зависит

от тензора скоростей деформации, а значит, и от поля скоростей u.

Соотношения, связывающие тензор скоростей деформации Du и де-

виатор тензора напряжений τ , имеют вид

τ ij = 2µDij
u + τs

Dij
u

|Du| , если |Du| > 0;

|τ | ≤ τs, если |Du| = 0,

где τs — предел пластичности, а µ — коэффициент вязкости. В жид-

кой зоне коэффициент пропорциональности между девиатором тензора

напряжений и тензором скоростей деформаций часто называют эффек-

тивной вязкостью. При этом в жестких зонах эффективную вязкость

формально можно считать бесконечной.

В диссертации рассматривается подход к численному решению зада-

чи Бингама, основанный на регуляризации, последующей дискретизации

на каждом шаге нелинейного процесса и применении нового переобуслов-

ленного итерационного метода для решения линейных вспомогательных

задач. Важным свойством предлагаемого в настоящей диссертации мето-

да является отсутствие параметров, требующих тонкой настройки.

Во втором разделе дается описание регуляризованной задачи. Регу-

13



ляризация — подход к решению задачи Бингама, при котором среда рас-

сматривается как жидкая во всей расчетной области, а в жестких зонах

эффективная вязкость считается конечной. Величина вязкости в жест-

ких зонах существенным образом определяется параметром регуляриза-

ции ε. Рассматриваются два варианта регуляризации:

νε(|Du|) = 2µ +
τs√

|Du2 + ε2|
− Берковьера–Энгельмана;

νε(|Du|) = 2µ + τs

1 − exp(− |Du|
ε )

|Du| − Папанастасио.

В третьем разделе определяется итерационный метод, используемый

для решения регуляризованной задачи Бингама. Нелинейные уравнения

решаются методом Пикара:



 u
n

pn



 =



 u
n−1

pn−1



 − F̃ (un−1)−1 ◦



F (un−1) ◦



 u
n−1

pn−1



 −



 f

0







 ,

где через F обозначен оператор, линейный при фиксированной функции

a

F (a) =



 −divν(|Da|)D ∇
−div 0



 ,

а через F̃ (un−1)−1 — приближенное решение линейной задачи с матрицей

A (2), возникающей при дискретизации оператора F .

В четвертом разделе выводится оценка собственных значений матри-

цы M−1
ν S для задачи о течении среды Бингама в канале. Это одна из
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немногих задач, где известно аналитическое решение u = (u, v):

u =






1
8(1 − 2τs)

2, если 1
2 − τs ≤ y ≤ 1

2 + τs,

1
8

[
(1 − 2τs)

2 − (1 − 2τs − 2y)2
]
, если 0 ≤ y < 1

2 − τs,

1
8

[
(1 − 2τs)

2 − (2y − 2τs − 1)2
]
, если 1 ≥ y > 1

2 + τs,

v = 0,

p = −x.

С помощью разбиения области на три подобласти, соответствующие яд-

ру течения в центре и жидким зонам по краям, непосредственно оценена

константа в обобщенном неравенстве Нечаса (1) и, используя соотноше-

ния (7), получена оценка на собственные значения переобусловленного

матрицей Mν дополнения по Шуру: для любого s ∈ (0, 1] существует не

зависящая от ε константа c2, что

c1ε < λ2, c2ε
s ≤ λ7 ≤ · · · ≤ λm ≤ d = 2,

где константа c1 не зависит от ε.

Последний раздел второй главы посвящен применению результатов

первой главы к задаче моделирования мантийной конвекции. Рассмат-

ривается линейная задача, возникающая при моделировании всплытия

раскаленного пузыря в магме. Считается, что вязкость ν в этом слу-

чае зависит только от температуры T , а температура — только от про-

странственных координат. Приводятся алгоритм разбиения области на

подобласти для данной задачи и вычисленные значения констант в обоб-

щенном неравенстве Нечаса (1).

Таким образом, во второй главе описано применение метода, предла-

гаемого в первой главе, к модельным задачам и получены оценки его

эффективности.

15



В третьей главе представлены результаты численного решения трех

модельных задач, включая течение среды Бингама в канале и каверне,

а также задачу моделирования всплытия раскаленного пузыря в магме.

В первых двух разделах представлены и проанализированы результа-

ты решения задач течения среды Бингама в канале и в каверне, соответ-

ственно. Приводятся графики, на которых изображены все собственные

значения переобусловленного дополнения по Шуру с использованием как

матрицы масс M , так и предлагаемого в работе переобуславливателя Mν.

Приводится количество нелинейных и линейных итераций для разных

конфигураций метода решения СЛАУ. Расчеты проводились с обеими ре-

гуляризациями с разными значениями регуляризационного параметра ε.

Дано также сравнение блочно – диагонального (3) и блочно – треугольно-

го (4) переобуславливателей для матрицы A. Вычисления показали, что

для данной модельной задачи численное решение хорошо приближает

аналитическое и выбор регуляризации слабо влияет на эффективность

метода. При этом, использование блочно – треугольного переобуславли-

вателя (4) приводит к заметно более высокой скорости сходимости, чем

использование блочно – диагонального (3).

Для задачи о каверне представлены графики с приближениями жест-

ких зон для различных значений предела пластичности τs и регуляри-

зационного параметра ε. Эти результаты (вид и размеры жестких зон)

хорошо согласуются с результатами расчетов в других работах. В [44],

например, рассматривается регуляризованная задача, а в работах [30]

и [50] — нерегуляризованная. Это свидетельствует о том, что выбран-

ные численные параметры позволяют воспроизводить важные физиче-

ские эффекты.

Из численных экспериментов по решению регуляризованной задачи
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Бингама в канале и в каверне можно сделать следующий вывод: пред-

лагаемый в диссертации итерационный метод решения систем линейных

алгебраических уравнений показывает практически полное отсутствие

зависимости числа итераций как от шага сетки, так и от параметра регу-

ляризации (соответственно, от отношения максимального значения вяз-

кости к минимальному), что хорошо согласуется с теоретическими оцен-

ками (в задаче о течении в канале).

В третьем разделе третьей главы обсуждаются результаты численно-

го решения линейной задачи, возникающей при моделировании всплы-

тия раскаленного пузыря в магме. Сравнивается эффективность пере-

обуславливателей M и Mν. Численные эксперименты показали, что чис-

ло линейных итераций в задаче моделирования мантийной конвекции с

увеличением отношения максимальной вязкости к минимальной растет

незначительно. Хотя теоретические оценки, судя по всему, не являются

оптимальными в этом случае.
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5. XVII Международная конференция студентов, аспирантов и моло-

дых ученых “Ломоносов”. Москва, 2010.

6. Доклад на семинаре Кафедры вычислительной математики, Меха-

нико-математический факультет МГУ под руководством Г.М. Ко-

белькова. Москва, 2010.

7. Доклад на семинаре Кафедры механики композитов под руковод-

ством В.И. Горбачева, Механико–математический факультет МГУ.

Москва, 2010.

8. Доклад на семинаре “Технологии математического моделирования

течений со свободной границей” под руководством Ю.В. Василев-

ского и М.А. Ольшанского, ИВМ РАН. Москва, 2010.

9. Доклад на семинаре Кафедры математического моделирования

МЭИ(ТУ) под руководством А.А. Амосова и Ю.А. Дубинского.

Москва, 2010.

На защиту выносятся следующие основные результаты и

положения:

1. Доказано обобщенное неравенство Нечаса для случая переменной

вязкости. Доказано обобщение неравенства для случая, когда об-

ласть представлена в виде объединения непересекающихся подоб-

ластей.

2. Предложен переобуславливатель для дополнения по Шуру для дис-

кретной задачи Стокса, учитывающий структуру переменной вяз-

кости. Получена оценка на собственные значения переобусловлен-

ного дополнения по Шуру. Получена оценка скорости сходимости

метода Узавы-сопряженных градиентов.
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3. Предлагаемый переобуславливатель применен для численного ре-

шения регуляризованной задачи Бингама и линейной задачи , воз-

никающей при моделировании всплытия раскаленного пузыря в

магме. Для задачи о течении среды Бингама в канале получены

оценки собственных значений переобусловленного дополнения по

Шуру и теоретически доказано, что зависимость от параметра ре-

гуляризации оценок собственных значений более слабая для пред-

лагаемого метода, чем для стандартного переобуславливателя (мат-

рицы масс).

4. Проведены численные эксперименты, хорошо согласующиеся с тео-

ретическими результатами задачи течения среды Бингама в канале

и показавшие практическую независимость числа линейных итера-

ций как от шага сетки, так и от отношения максимального значе-

ния вязкости к минимальному для задачи течения среды Бинга-

ма в каверне и линейной задачи, возникающей при моделировании

всплытия раскаленного пузыря в магме при использовании предла-

гаемого переобуславливателя.
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Глава 1

Задача типа Стокса с переменной вязкостью.

В данной главе предлагается и анализируется итерационный метод

решения задачи Стокса с переменной вязкостью, основной идеей которо-

го является использование переобуславливателя для дополнения по Шу-

ру, учитывающего структуру переменной вязкости. Важным свойством

предлагаемого итерационного метода является практически полное от-

сутствие зависимости числ линейных итераций от отношения максималь-

ного значения вязкости к минимальному. Для получения оценок эффек-

тивности формулируется и доказывается обобщение неравенства Нечаса

для случая переменной вязкости, в предположении справедливости его

дискретного аналога оцениваются собственные значения переобусловлен-

ного дополнения по Шуру.

1.1. Постановка задачи

Сначала приведем постановку задачи, которая решается в первой гла-

ве. Пусть задана связная область Ω с кусочно–гладкой границей, удовле-

творяющей условию Липшица. В этой области требуется решить следу-

ющую систему уравнений:

−divτ + ∇p = f в Ω

−divu = 0 в Ω

u = u0 на ∂Ω,

(1.1)

τ - девиатор тензора напряжений, τ = νDu. Здесь Du = 1
2(∇u + ∇T

u)

- тензор скоростей деформаций, ν — переменная вязкость, которая мо-
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жет зависеть, вообще говоря, от нормы тензора скоростей деформаций

|Du| = (1
2tr([Du]2))

1
2 , давления p, температуры T или других парамет-

ров (например, [27], [61]). Вектор–функция скоростей u и функция давле-

ния p являются неизвестными. Для простоты рассматриваются краевые

условия Дирихле.

Система (1.1) нелинейна, метод ее численного решения, как правило,

включает решение линейной системы на каждой нелинейной итерации.

Решение линейной системы является наиболее трудоемкой операцией,

поэтому выбор эффективного метода решения СЛАУ крайне важен для

эффективного решения всей задачи.

В настоящей главе рассматривается линейная задача, имея в виду,

что коэффициент вязкости известен (например, из предыдущих нелиней-

ных итераций, суть которых будет изложена во второй главе) и зависит

только от пространственных координат:

−divν(x)Du + ∇p = f в Ω

−divu = 0 в Ω

u = u0 на ∂Ω.

(1.2)

Теперь перейдем к обобщению неравенства Нечаса на случай перемен-

ной вязкости, играющего важную роль в анализе итерационных методов

решения системы (1.2). Это неравенство (точнее, его дискретный аналог)

в дальнейшем используется для получения оценки скорости сходимости

итерационных методов.

1.2. Неравенство Нечаса в весовой норме.

Для численного анализа методов решения задачи Стокса важную

роль играет условие LBB (Ладыженской–Бабушки–Брецци), [23]. С его
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помощью можно определить, можно ли использовать конечноэлемент-

ные пространства Vh ∈ H
1
0(Ω) и Qh ∈ L2

0(Ω) для численного решения

задачи Стокса (напомним, что символом L2
0(Ω) обозначено пространство

функций f из L2 таких, что
∫

Ω fdΩ = 0). Рассмотрим

c0,h = inf
qh∈Qh

sup
vh∈Vh

(qh, divvh)

‖qh‖ ‖∇vh‖
. (1.3)

Если константа c0,h равна нулю, или положительна, но не отделена от

нуля равномерно по шагу сетки, то использование пространств Vh ∈
H

1
0(Ω) и Qh ∈ L2

0(Ω) приводит к неустойчивой аппроксимации. Если c0,h

отделена от нуля, то в такой паре пространств разумно искать решение

дискретной задачи, [23]. Напомним, что под равномерным отделением от

нуля понимается существование такой константы c∗ > 0, что при всех h

выполняется c0,h > c∗.

Непрерывным аналогом условия LBB является неравенство Нечаса

[46], формулируемое следующим образом:

0 < c0 ≤ inf
q∈L2

0

sup
v∈H1

0

(q, divv)

‖q‖ ‖∇v‖ . (1.4)

Константа в неравенстве зависит от геометрии области [12], [26]. Это

неравенство играет важную роль для получения априорных оценок для

решения и исследования сходимости итерационных методов решения за-

дачи Стокса.

В настоящей работе получено обобщение неравенства Нечаса на слу-

чай переменной вязкости. Данное обобщение (точнее, его дискретный

аналог) используется в разделе 1.6 для оценки собственных значений

переобусловленного дополнения по Шуру с применением переобуславли-

вателя, учитывающего переменную вязкость. Эти оценки являются, по

сути, обоснованием эффективности предлагаемого в работе итерационно-
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го метода. Теперь приведем формулировку и доказательство неравенства

Нечаса в весовой норме.

Обозначим через L2
ν(Ω) пространство функций f из L2(Ω), для кото-

рых выполняется условие
∫

Ω fν−1dΩ = 0.

Теорема 1 (Неравенство Нечаса в весовой норме) Пусть область

Ω связна и имеет кусочно–гладкую липшицеву границу. Предположим,

что функция ν > 0 достаточно гладкая, чтобы все нормы в (1.6) –

(1.7) имели смысл. Тогда для всякой функции q ∈ L2
ν(Ω), для которой

также выполнено (q, ν− 1
2 ) = 0, будет выполнено неравенство

c̃ν‖ν− 1
2q‖ ≤ sup

v∈H1
0

(q, divv)

‖ν 1
2Dv‖

. (1.5)

Константа c̃ν в двумерном случае задается формулой

c̃ν = c̃0(1 + c(k, r)‖ν 1
2‖Lk‖∇ν− 1

2‖Lr)−1 (1.6)

с произвольными k > 2 и r > 2k
k−2, константой c(k, r), зависящей от

констант неравенств вложения H
1
0(Ω) в Lt(Ω) с t = t(k, r) и констан-

той c̃0, зависящей от константы в неравенстве Нечаса. В трехмерном

случае константа c̃ν определяется по формуле

c̃ν = c̃0(1 + c‖ν 1
2‖Lk‖∇ν− 1

2‖Lr)−1 (1.7)

с произвольными k > 3 и r = 3k
k−3.

Доказательство. Доказательство заключается в явном построении та-

кой функции v по функции q ∈ L2
ν, для которой выполнено (q, ν− 1

2 ) = 0,

чтобы было выполнено неравенство (1.5). Для доказательства теоремы

используется следующая лемма.
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Лемма 1 Неравенство Нечаса (1.4) эквивалентно утверждению, что

для любой функции r ∈ L2
0(Ω) существует w ∈ H

1
0(Ω) такая, что

divw = r и ‖∇w‖ ≤ C‖r‖, (1.8)

где константа C зависит только от геометрии области.

Доказательство Леммы. Очевидно, что из (1.8) следует (1.4). Для

доказательства утверждения в обратную сторону (а для доказательства

теоремы нужно именно оно) рассмотрим вспомогательную задачу Сток-

са:

−∆w + ∇p = 0 в Ω

divw = r в Ω

w = 0 на ∂Ω.

(1.9)

Умножив скалярно первое уравнение (1.9) на w и проинтегрировав по

области, получаем

‖∇w‖2 ≤ ‖p‖ · ‖divw‖ = ‖p‖ · ‖r‖. (1.10)

Теперь то же самое первое уравнение (1.9) умножим скалярно на произ-

вольную функцию v ∈ H
1
0 и снова проинтегрируем по области. Получа-

ем, что

(∇w,∇v) = (p, divv).

Поделив обе части выражения на ‖∇v‖ получим:

‖∇w‖ ≥ (∇w,∇v)

‖∇v‖ =
(p, divv)

‖∇v‖

Так как v выбирается произвольно, то можно применить неравенство

Нечаса:

‖∇w‖ ≥ sup
v∈H1

0

(p, divv)

‖∇v‖ ≥ c−1
0 ‖p‖.
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Подставляя это неравенство в (1.10), получаем результат Леммы. Лемма

доказана.

Теперь для произвольной q ∈ L2
ν(Ω), для которой выполняется

(q, ν− 1
2 ) = 0 возьмем функцию w, удовлетворяющую соотношениям (1.8),

где r = ν− 1
2q ∈ L2

0(Ω). Заметим, что выполняется соотношение

div (ν− 1
2w) = ν− 1

2divw + w · ∇ν− 1
2 . (1.11)

Также отметим выполнение соотношений (ν− 1
2divw, 1) = (ν−1q, 1) = 0 и

(div (ν− 1
2w), 1) = (ν− 1

2w,∇1) = 0. Вместе с (1.11) это дает (w·∇ν− 1
2 , 1) =

0. Следовательно, можно определить функцию u ∈ H
1
0 как решение вспо-

могательной задачи Стокса:

−∆u + ∇ξ = 0 в Ω

divu = w · ∇ν− 1
2 в Ω

u = 0 на ∂Ω.

(1.12)

для решения этой задачи Стокса справедлива априорная оценка [62]

‖∇u‖Ls ≤ C‖w · ∇ν− 1
2‖Ls ∀s > 1. (1.13)

Введем теперь v как v = ν− 1
2w − u. Соотношения (1.8) (напомним, что

r = ν− 1
2q) и (1.11) дают нам

(divv, q) = (div (ν− 1
2w − u), q) = (ν− 1

2divw, q) + (w · ∇ν− 1
2 )−

− (w · ∇ν− 1
2 ) = (divw, ν− 1

2q) = ‖ν− 1
2q‖2 (1.14)

Остается оценить ‖ν 1
2Dv‖. Справедливы оценки

‖ν 1
2Dv‖ ≤ c‖ν 1

2∇v‖ ≤ c(‖ν 1
2∇(ν− 1

2w)‖ + ‖ν 1
2∇u‖). (1.15)

Рассмотрим сначала двумерный случай. Будем использовать неравен-

ство Гельдера и неравенство ‖w‖Lt ≤ c(t)‖∇w‖, справедливое в силу
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вложения H1(Ω) в Lt(Ω) при Ω ∈ R2, для всех t ∈ [1,∞) [13]. Оценим

первое слагаемое в (1.15):

‖ν 1
2∇(ν− 1

2w)‖ ≤ ‖∇w‖+‖ν 1
2w ·∇ν− 1

2‖ ≤ ‖∇w‖+‖ν 1
2∇ν− 1

2‖L2l‖w‖L2p ≤

≤ (1 + c(l)‖ν 1
2∇ν− 1

2‖L2l)‖∇w‖ ∀l > 1, p =
l

l − 1
(1.16)

Для оценки второго слагаемого в (1.15) снова воспользуемся неравен-

ством Гельдера, теоремой вложения, а также априорной оценкой (1.13):

‖ν 1
2∇u‖ ≤ ‖ν 1

2‖L2l‖∇u‖L2p ≤ c‖ν 1
2‖L2l‖w · ∇ν− 1

2‖L2p ≤

≤ c(s)‖ν 1
2‖L2l‖∇ν− 1

2‖L2p+s‖∇w‖ ∀l > 1, s > 0, p =
l

l − 1
. (1.17)

Неравенство Гельдера влечет выполнение соотношения

‖ν 1
2∇ν− 1

2‖L2l ≤ ‖ν 1
2‖Lk‖∇ν− 1

2‖
L

2kl
k−2l

для всех k > 2l. Для произвольного

s можно подобрать такое l, чтобы 2l/(k − 2l) ≤ 2k/(k − 2) + s (это

обеспечит выполнение неравенства ‖∇ν− 1
2‖2k/(k−2)+s ≥ ‖∇ν− 1

2‖2l/(k−2l),

бо́льшую норму выберем для оценки суммы двух слагаемых в неравен-

стве (1.15)). Следовательно, из (1.15) - (1.17) и (1.8) c r = ν− 1
2q получаем

неравенство

‖ν 1
2Dv‖ ≤ c(1 + c(s)‖ν 1

2‖Lk‖∇ν− 1
2‖Lr−s)‖ν− 1

2q‖ (1.18)

с любыми k > 2, s > 0 и r = 2l
l−2 . Это неравенство вместе с (1.14) влечет

утверждение теоремы в двумерном случае.

Теперь перейдем к трехмерному случаю. В этом случае справедливо

вложение H1(Ω) в L6(Ω), имеем ‖w‖L6 ≤ c‖∇w‖. Проводя те же рассуж-

дения, что и в неравенствах (1.16)-(1.17), получим

‖ν 1
2∇(ν− 1

2w)‖ ≤ (1 + c‖ν 1
2∇ν− 1

2‖L3)‖∇w‖

и

‖ν 1
2∇u‖ ≤ c‖ν 1

2‖L2l‖∇ν− 1
2‖L2p‖∇w‖ ∀l ≥ 3

2
, p =

3l

2l − 3
.
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Из неравенства Гельдера следует, что выполнено неравенство

‖ν 1
2∇ν− 1

2‖L3 ≤ ‖ν 1
2‖L3l‖∇ν− 1

2‖L3l/(l−1). Значит, справедливо соотношение

‖ν 1
2Dv‖ ≤ c(1 + c‖ν 1

2‖Lk‖∇ν− 1
2‖Lr)‖ν− 1

2q‖, ∀k > 3, r =
3k

k − 3

которое вместе с (1.14) дает условие теоремы для трехмерного случая.

Тем самым, доказательство Теоремы 1 завершено.

Замечание. Рассмотрим два линейных функционала на L2(Ω):

f1(q) = (q, ν−1) и f2(q) = (q, ν− 1
2 ). Теорема 1 утверждает, что обоб-

щенное неравенство Нечаса (1.5) выполняется на подпространстве

H = ker(f1)∩ker(f2). Если ν 6= const , то dim(H⊥) = 2, dim(H) = ∞. Ес-

ли вязкость постоянна, то оба условия ортогональности совпадают с

условием (q, 1) = 0, которое требуется для классического неравенства

Нечаса (1.4).

Часто имеет смысл (например, если вязкость — не гладкая, а кусочно-

гладкая функция) использовать обобщение Теоремы 1 на случай, когда

область Ω представляется в виде объединения непересекающихся подоб-

ластей Ωi. Удачный выбор разбиения области может обеспечить справед-

ливость соотношения

∑

i

‖ν 1
2‖Lk(Ωi)‖∇ν− 1

2‖Lr(Ωi) ≪ ‖ν 1
2‖Lk(Ω)‖∇ν− 1

2‖Lr(Ω).

Теорема 2 (Обобщение Теоремы 1 на случай нескольких подоб-

ластей) Пусть Ω = ∪N
i=1Ωi, Ωi — связные непересекающиеся подобла-

сти с кусочно–гладкой липшицевой границей; функция ν > 0 — кусочно-

гладкая на всей области Ω (т.е. гладкая на каждой из подобластей Ωi).

Тогда для любой такой q ∈ L2(Ω), для которой выполняются условия

(q, ν−1)L2(Ωi) = (q, ν− 1
2 )L2(Ωi) = 0 будет выполнено неравенство (1.5) с

константой c̃ν = min1≤i≤N c̃ν(Ωi), где c̃ν(Ωi) — константы, определяе-

мые соотношениями (1.6) или (1.7), вычисленные в областях Ωi.
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Доказательство. В каждой подобласти Ωi построим функцию

vi ∈ H
1
0(Ωi), как это сделано при доказательстве Теореме 1. Тогда в

каждой подобласти будут выполнены соотношения

(divvi)L2(Ωi) = ‖ν− 1
2q‖2

L2(Ωi)
, c̃ν(Ωi)

1
2‖ν 1

2Dvi‖L2(Ωi) ≤ ‖ν− 1
2q‖L2(Ωi)

Теперь продолжим vi на Ω так, что vi = 0 везде, кроме Ωi, и определим

v как v =
∑N

i=1 vi. Получим, что

(divv) = ‖ν− 1
2q‖2, min

1≤i≤N
c̃ν(Ωi)

1
2‖ν 1

2Dv‖ ≤ ‖ν− 1
2q‖

Тем самым, Теорема 2 доказана.

Заметим, что Теоремы 1 и 2 не являются априорными оценками. Они

сформулированы на более узких пространствах, чем пространство, кото-

рому может принадлежать давление в задаче (1.1).

Прежде чем перейти к приложению результатов настоящего раздела,

необходимо дать постановку дискретной задачи.

1.3. Дискретизация задачи.

Настоящий раздел посвящен построению дискретного приближения

уравнений 1.1.

Рассматривается два подхода к дискретизации, а именно — метод

конечных элементов и конечных разностей. Для конечноэлементной дис-

кретизации брались элементы isoP2-P1 [41], для конечноразностной —

использовалась схема на разнесенных сетках (MAC–схема) [7]. Кратко

опишем построение дискретных систем.

При использовании конечноэлементной дискретизации использова-

лась северо– западная триангуляция (1.1).
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hx

hy

hy/2

hx/2

Рис. 1.1. Схематическое изображение расчетных сеток для скорости (слева) и дав-

ления (справа) при дискретизации методом конечных элементов.

Давление приближается кусочно–линейной функцией, линейной на

каждом треугольнике триангуляции. Скорость также приближается ку-

сочно – линейной функцией, но на вдвое меньших треугольниках. Обо-

значим конечноэлементные пространства для скорости и давление через

Vh ⊂ H
1
0(Ω) и Qh ⊂ L2

ν(Ω) соответственно. Такая пара конечноэлемент-

ных пространств удовлетворяет условию LBB. В задаче Стокса давление

определяется с точностью до константы. Этому соответствует условие

ортогональности (qh, ν
−1) = 0 для всех qh ∈ Qh в определении конечно-

элементного пространства для давления.

При дискретизации методом конечных разностей в двумерном случае

для приближения неизвестных скорости, давления и компонент тензора

скоростей деформации используются следующие 4 сетки:

Ω1 = {xij = ((i + 1)hx, (j + 0.5)hy) | i = 0, . . . , Nx − 2, j = 0, . . . , Ny − 1},
Ω2 = {xij = ((i + 0.5)hx, (j + 1)hy) | i = 0, . . . , Nx − 1, j = 0, . . . , Ny − 2},
Ω3 = {xij = ((i + 0.5)hx, (j + 0.5)hy) | i = 0, . . . , Nx − 1, j = 0, . . . , Ny − 1},
Ω4 = {xij = (ihx, jhy) | i = 0, . . . , Nx, j = 0, . . . , Ny}.

Схематически сетки изображены на рис. 1.2:

В узлах сеток Ω1 и Ω2 приближаются компоненты скорости, гради-

ента давления и векторной дивергенции девиатора тензора напряжений;
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Рис. 1.2. Схематическое изображение расчетных сеток при дискретизации методом

конечных разностей с использованием схемы на разнесенных сетках.

в узлах сетки Ω3 — давление, диагональные компоненты тензора скоро-

стей деформации и дивергенция скорости. В узлах сетки Ω4 вычисляются

внедиагональные компоненты тензора скоростей деформации. Значения

вязкости вычисляются там же, где компоненты тензора скоростей дефор-

мации, то есть — на сетках Ω3 и Ω4.

При таком определении сеток разностные приближения дифференци-

альных операторов записываются естественным образом:

(divhτ h)i,j =

(
τ 11
i+1,j − τ 11

i,j

hx
+

τ 12
i+1,j+1 − τ 12

i+1,j

hy
,

τ 21
i+1,j+1 − τ 21

i,j+1

hx
+

τ 22
i,j+1 − τ 22

i,j

hy

)
; (1.19)

(D11
h uh)i,j =

ui,j − ui−1,j

hx
, (D22

h )i,j =
vi,j − vi,j−1

hy
; (1.20)

(D12
h uh)i,j = (D21

h uh)i,j =
ui,j+1 − ui,j

hy
+

vi+1,j − vi,j

hx
; (1.21)
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(div huh)i,j =
ui,j − ui−1,j

hx
+

vi,j − vi,j−1

hy
; (1.22)

(∇hph)i,j =

(
pi+1,j − pi,j

hx
,
pi,j+1 − pi,j

hy

)
. (1.23)

Краевые условия Дирихле u = u0 = (u0, v0) на ∂Ω задаются следую-

щим образом. Рассмотрим только левую границу области, то есть соот-

ветствующую условию x = 0 (Рис. 1.2), на остальных все делается по ана-

логии. Узлы сетки Ω1 расположены на границе, соответственно, на них

краевое значение задается явно: u−1, = u0(0, (j+0.5)hy). На сетке Ω2 крае-

вые условия определяются соотношением (v−1,j+v0,j)/2 = v0(0, (j+1)hy).

Такая формулировка дискретных операторов и краевых условий приво-

дит к аппроксимации задачи (1.1) со вторым порядком точности для

скорости и с первым для давления.

Известно [47], что данная разностная схема является устойчивой и

может применяться для практических расчетов течений несжимаемых

жидкостей.

Оба подхода к дискретизации задачи, как метод конечных элементов,

так и метод конечных разностей, приводят к решению системы линейных

алгебраических уравнений с седловой точкой. Матрица имеет блочную

структуру, оба метода дискретизации приводят к матрицам одного ти-

па. Подробно матричная постановка задачи обсуждается в следующем

разделе.

1.4. Матричная постановка дискретной задачи.

Данный раздел посвящен формулировке дискретной задачи в терми-

нах матриц.

Метод конечных элементов для решения (1.2) заключается в нахож-
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дении таких uh ∈ Vh и ph ∈ Qh, что для любых vh ∈ Vh и qh ∈ Qh будет

выполнено соотношение

(νDuh,Dvh) − (ph, divvh) − (qh, divuh) = (fh,vh) + (gh, qh).

Обозначим через {φi}1≤i≤n и {ψj}1≤j≤m базисы в пространствах Vh и

Qh, соответственно. Определим A = {Ai,j} ∈ Rn×n, B = {Bi,j} ∈ Rn×m и

M = {Mi,j} ∈ Rm×m как

Ai,j = (νDφj,Dφi), Bi,j = (−divφj, ψi), Mi,j = (ψi, ψj).

С помощью этих обозначений, дискретизированная система уравне-

ний (1.2) запишется в следующем виде:



 A BT

B 0







 u

p



 =



 f

g



 . (1.24)

Обозначим

A :=



 A BT

B 0



 . (1.25)

Замечание. Если дискретизировать непосредственно систему (1.2),

то g = 0. При анализе методов решения СЛАУ будем, однако, пола-

гать, что g 6= 0, но выполнено условие (g, 1) = 0, необходимое для сов-

местности системы. Такая правая часть возникает в СЛАУ на каж-

дой нелинейной итерации метода Пикара при решении задачи (1.1).

Если проводить дискретизацию (1.2) методом конечных разностей, то

матрица получается схожей по структуре. В качестве блоков A и B бу-

дут выступать матрицы, соответствующие операторам divhνDh и ∇h,

из (1.19)–(1.23). Вместо u и p будут не коэффициенты разложения по

конечноэлементным базисам, а значения скорости и давления на сетках

Ω1, Ω2 и Ω3.
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Подматрица A — симметричная и положительно определенная, одна-

ко матрица A целиком симметрична, но знаконеопределена. Решение си-

стемы (1.2) является наиболее трудоемкой операцией при решении нели-

нейной задачи, поэтому желательно использовать наиболее эффектив-

ный метод. Линейные задачи вида (1.24) принято называть задачами с

седловой точкой [15]. Выбор метода решения таких СЛАУ не является

тривиальным.

1.5. Итерационный метод решения СЛАУ.

Настоящий раздел посвящен построению итерационного метода для

решения дискретной задачи Стокса, основанного на применении пере-

обуславливателя для дополнения по Шуру, учитывающего структуру

переменной вязкости. Обсуждается вопрос эффективности такого пере-

обуславливателя в зависимости от отношения максимального значения

вязкости к минимальному.

Идея решения системы (1.24) заключается в использовании какого-

либо метода на подпространствах Крылова (например, MINRES [36]) со

специальным переобуславливателем. Естественно, что построение пере-

обуславливателя ведется с использованием специальной блочной струк-

туры матрицы A. Так, типичным выбором переобуславливателя являет-

ся [35]

P =



 Â 0

0 Ŝ



 , (1.26)

где Â — переобуславливатель для блока A, а Ŝ — переобуславливатель

для дополнения по Шуру относительно давления S = BA−1BT . Для

вычислений нет необходимости знать явный вид матриц Â−1 и Ŝ−1, до-
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статочно задать процедуру умножения этих матриц на вектора. Так, на-

пример, хорошим переобуславливателем для блока A является прибли-

женное решение линейной системы с матрицей A и заданным вектором в

правой части при помощи фиксированного числа циклов геометрическо-

го многосеточного метода [11]. Выбор переобуславливателя для дополне-

ния по Шуру является менее очевидным. В случае задачи Стокса (случай

ν = const) стандартным переобуславливателем для дополнения по Шу-

ру является матрица масс. Как будет показано дальше, использование

матрицы масс (или ее диагональной части), в случае переменной вяз-

кости дает плохие результаты, число обусловленности Ŝ−1S зависит от

отношения максимальной вязкости к минимальной. В некоторых прило-

жениях отношение максимальной вязкости к минимальной может быть

очень большим. В данной работе предлагается переобуславливатель для

дополнения по Шуру, учитывающий переменную вязкость, и дается оцен-

ка его эффективности.

Отметим также, что можно брать не блочно-диагональный переобу-

славливатель, а блочно-треугольный вида

P1 =



 Â 0

B −Ŝ



 . (1.27)

В этом случае необходимо использовать итерационный метод, допуска-

ющий несимметричный переобуславливатель, например GMRES [59]. В

Главе 3 приводятся результаты вычислений с переобуславливателем вида

(1.27) из которых видно, что его эффективность достаточна высока. Од-

нако, известные результаты о сходимости методов на подпространствах

Крылова для несимметричных матриц недостаточны для доказательства

содержательных оценок сходимости в случае использования переобуслав-

ливателя вида P1 из (1.27).
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Далее приведем оценку эффективности использования матрицы масс

в роли переобуславливателя для дополнения по Шуру, а также постро-

им переобуславливатель, учитывающий переменную вязкость. Скобка-

ми 〈·, ·〉 обозначается евклидово скалярное произведение, запись A ≥ B,

примененная к матрицам, означает, что разность A−B неотрицательно

определена. Символами νmin и νmax будем обозначать минимум и макси-

мум значений вязкости на всей области. Также будем обозначать через

v и q компоненты разложения по конечноэлементным базисам векторов

vh и qh, соответственно.

Отметим также, что, вообще говоря, оператор S имеет ядро, соот-

ветствующее постоянному давлению. Поэтому далее мы будем рассмат-

ривать S как оператор на m − 1–мерном пространстве, которое может

быть описано как множество всех q ∈ Rm, таких, что соответствующая

конечноэлементная функция qh принадлежит пространству Qh.

Когда вязкость постоянна, то хорошие результаты дает применение

матрицы масс M в качестве переобуславливателя для дополнения по

Шуру. Лемма 2 показывает, что этот подход при переменной вязкости

приводит к росту числа обусловленности пропорционально отношению

максимального значения вязкости к минимальному.

Лемма 2 Если выполняется условие LBB, то есть для константы c0,h

из (1.3) выполнено c0,h ≥ c∗ > 0, где c∗ не зависит от h, то справедливы

неравенства

c∗2ν−1
maxM ≤ S ≤ ν−1

minM на пространстве Qh.
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Доказательство. Легко убедиться в справедливости тождеств

〈Sq, q〉 =
〈
A−1BT q, BT q

〉
= ‖A−1BT q‖2

A = sup
v∈Rn

〈
A−1BT q, v

〉2

A

‖v‖2
A

=

= sup
v∈Rn

〈
BT q, v

〉2

〈Av, v〉 = sup
v∈Rn

〈q, Bv〉2
〈Av, v〉 = sup

v∈Rn

(qh, divvh)
2

‖ν 1
2Dvh‖2

〈Mq, q〉 = ‖qh‖2

С помощью соотношений −rot 2 + ∇div = ∆ = 2divD − ∇div и

интегрирования по частям получаем тождества

‖rotv‖2+‖divv‖2 = ‖∇v‖2 = 2‖Dv‖2−‖divv‖2 ∀v ∈ H
1
0(Ω). (1.28)

Действительно, применив операторы к произвольной функции v ∈
H

1
0(Ω), умножив результат на v, проинтегрировав по Ω и применив фор-

мулы интегрирования по частям, получаем (1.28). Следовательно,

‖divv‖2 ≤ ‖Dv‖2 ≤ ‖∇v‖2 ∀v ∈ H
1
0(Ω) (1.29)

Используя (1.29), неравенство Коши и вложение Vh ⊂ H
1
0, получим со-

отношения

‖ν 1
2Dvh‖2 ≤ νmax‖Dvh‖2 ≤ νmax‖∇vh‖2 (1.30)

и

(qh, divvh) ≤ ‖qh‖‖divvh‖ ≤ ‖qh‖‖Dvh‖ ≤ ν
− 1

2

min‖qh‖‖ν
1
2Dvh‖ (1.31)

Из (1.30) и (1.31) немедленно вытекает формулировка теоремы:

c∗2ν−1
max 〈Mq, q〉 ≤ 〈Sq, q〉 ≤ ν−1

min 〈Mq, q〉

Таким образом, Лемма 2 доказана.
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Следствие. Из Леммы 2 вытекает, что

cond (Ŝ−1S) ≤ 1

c∗2

νmax

νmin
, если Ŝ = M.

Замечание. Матрица M−1 может быть, вообще говоря, не разре-

женной, поэтому часто используют M̂ = diag (M) вместо M . Если

триангуляция удовлетворяет условию ограниченности минимального

угла треугольника, то тогда M̂ и M — спектрально эквивалентны с

константами, не зависящими от шага сетки [66]. При больших отно-

шениях νmax

νmin
(а во многих приложениях это отношение как раз боль-

шое) оба переобуславливателя неэффективны.

В данной работе предлагается переобуславливатель для дополнения

по Шуру, учитывающий переменную вязкость и, как показывают теоре-

тические оценки и численные эксперименты, являющийся более эффек-

тивным.

Определение 1 Определим переобуславливатель Mν = {(Mν)i,j} ∈
Rm×m как модифицированную матрицу масс

{Mν}i,j := (ν−1ψj, ψi)

в случае дискретизации методом конечных элементов и

Mν = diag {ν−1(xi,j)},

если дискретизация проводится методом конечных разностей; xi,j —

узлы сетки Ω3.

Обсудим теперь эффективность переобуславливателя Mν. Нас инте-

ресуют константы cν и Cν в соотношении

cνMν ≤ S ≤ CνMν на пространстве Qh. (1.32)
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Из Леммы 2 можно получить оценку на cν, которая сформулирована

в виде следующей леммы.

Лемма 3

cν ≥ c∗2 νmin

νmax
,

c∗ — константа из условия LBB (1.3).

Доказательство. Распишем подробно 〈Mνq, q〉:

〈Mνq, q〉 =
m∑

i=1

qi

m∑

j=1

qj(Mν)i,j =
m∑

i=1

qi

m∑

j=1

qj

∫

Ω

ν−1ψiψjdΩ =

=

∫

Ω

ν−1
m∑

i=1

qiψi

m∑

j=1

qjψjdΩ = ‖ν− 1
2

m∑

i=1

qiψi‖2 = ‖ν− 1
2qh‖2. ≤

≤ max ν−1‖qh‖2 = ν−1
min 〈Mq, q〉 (1.33)

Следовательно,

c∗2 νmin

νmax
〈Mνq, q〉 ≤ 〈Sq, q〉 .

Оценку константы Cν дает Теорема 3.

Теорема 3 Пусть ν ∈ L∞(Ω) и Ω ∈ Rd. Тогда Cν = d.

Доказательство. Напрямую можно проверить, что для любой v ∈
H

1
0(Ω) выполняется ‖ν 1

2divv‖ ≤
√

d‖ν 1
2Dv‖ . Из этого неравенства и

неравенства Коши сразу получаем

sup
vh∈Vh

(qh, divvh)
2

‖ν 1
2Dvh‖2

≤ sup
vh∈Vh

‖ν− 1
2qh‖2‖ν 1

2divvh‖2

‖ν 1
2Dvh‖2

≤ d‖ν− 1
2qh‖2 = d 〈Mνqh, qh〉

Теорема доказана.

В оценка на cν, даваемая Леммой 3, не является оптимальной. За-

метно лучшую оценку можно получить, предположив справедливость
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дискретного аналога Теорем, 1 и 2, сформулированных в виде Предполо-

жения 1 и следствия из него.

Предположение 1 Предположим, что выполнен дискретный аналог

Теоремы 1, а именно справедливо следующее.

Пусть рассматриваемая расчетная область — многоугольник и

{τh} — семейство регулярных (то есть таких, где треугольники мо-

гут либо иметь общее ребро, либо общую вершину, либо не пересекать-

ся вовсе) триангуляций. При этом Ω = ∪K∈τh
K. Пусть также для

каждой триангуляции τh определены пространства Vh и Qh и для па-

ры пространств Vh и Qh выполнено LBB–условие (1.3). Предположим,

что для всех qh ∈ Qh ⊂ L2
ν(Ω), для которых также выполнено условие

ортогональности (qh, ν
− 1

2 ) = 0, справедливо неравенство

c̃ν,h‖ν− 1
2qh‖ ≤ sup

vh∈Vh

(qh, divvh)

‖ν 1
2Dvh‖

(1.34)

с некоторой константой c̃ν,h, которая выражается в двумерном случае

как

c̃ν,h = c̃0,h(1 + c(k, r)‖ν 1
2‖Lk‖∇ν− 1

2‖Lr)−1 (1.35)

с произвольными k > 2 и r > 2k
k−2, константой c(k, r), зависящей от

оптимальных констант неравенств вложения H
1
0(Ω) в Lt(Ω) с t =

t(k, r) и константой c̃0,h, зависящей от константы c∗ в неравенстве

LBB и не зависящей от h. Предположим, что в трехмерном случае

константа c̃ν записывается как

c̃ν,h = c̃0,h(1 + c‖ν 1
2‖Lk‖∇ν− 1

2‖Lr)−1 (1.36)

с произвольными k > 3 и r = 3k
k−3 и константой c̃0,h, зависящей от

константы в неравенстве LBB и не зависящей от h.
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Замечание. Хотя Предположение 1 не является строго доказан-

ным, оно представляется разумным в силу существования аналогии

со случаем постоянной вязкости, где неравенство LBB (1.3) можно

рассматривать как дискретный аналог неравества Нечаса (1.4). Чис-

ленные эксперименты, приведенные в третьей главе, также подтвер-

ждают состоятельность Предположения 1.

Если Предположение 1 справедливо, то можно сформулировать дис-

кретный аналог Теоремы 2 для случая, когда расчетная область пред-

ставлена в виде объединения подобластей.

Теорема 4 (Дискретный аналог Теоремы 2) Пусть расчетная об-

ласть Ω представлена в виде объединения связных подобластей Ωi,

то есть Ω = ∪N
i=1Ωi. Пусть также границы подобластей проходят

только по ребрам треугольников. Тогда неравенство (1.34) будет вы-

полняться для всех функций qh ∈ Qh, для которых справедливы со-

отношения (qh, ν
−1)L2(Ωi) = (qh, ν

− 1
2 )L2(Ωi) = 0, с константой c̃ν,h =

min1≤i≤N c̃ν,h(Ωi), где c̃ν,h(Ωi) — константа, вычисленная на i–й подоб-

ласти.

Доказательство. Доказательство полностью совпадает с доказатель-

ством Теоремы 2.

Если справедливо Предположение 1 и, как следствие, Теорема 4, то

можно сформулировать Теорему 5. Хотя формально она и не дает оценку

константы cν из неравенства (1.32) (это связано с тем, что на функции

qh накладываются дополнительные условия ортогональности), но из нее

в следующем разделе будет получена оценка на собственные значения

переобусловленного дополнения по Шуру. Из-за дополнительных усло-

вий ортогональности на qh эта оценка не обязательно выполняется для
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нескольких наименьших собственных значений, для остальных собствен-

ных значений она оказывается намного лучше, чем следует из Леммы 3.

Теорема 5 Пусть функция qh ∈ Qh ⊂ L2
ν(Ω) удовлетворяет условиям

ортогональности (qh, ν
−1)L2(Ωi) = (qh, ν

− 1
2 )L2(Ωi) = 0 на каждой подобла-

сти. Если справедливо Предположение 1, то выполняется соотноше-

ние c̃2
ν,h 〈Mνq, q〉 ≤ 〈Sq, q〉, где c̃ν,h — константа из Теоремы 4.

Доказательство. Справедливо соотношение

〈Sq, q〉 =
〈
A−1BT q, BT q

〉
= ‖A−1BT q‖2

A = sup
v∈Rn

〈
A−1BT q, v

〉2

A

‖v‖2
A

= sup
v∈Rn

〈
BT q, v

〉

〈Av, v〉 = sup
v∈Rn

〈q, Bv〉
〈Av, v〉 = sup

vh∈Vh

(qh, divvh)
2

‖ν 1
2Dvh‖2

,

а и из (1.33) имеем

〈Mνq, q〉 = ‖ν− 1
2qh‖2.

Отсюда немедленно получаем неравенство

c̃2
ν,h 〈Mνq, q〉 ≤ 〈Sq, q〉 ∀q ∈ Rm : qh ∈ Qh ⊂ L2

ν(Ω);

(qh, ν
−1)L2(Ωi) = (qh, ν

− 1
2 )L2(Ωi) = 0.

Теорема доказана.

Применение Теоремы 5 рассматривается в следующем разделе.

1.6. Оценка собственных значений и сходимость

итерационных методов.

В последнем разделе первой главы получены оценки собственных

значений для переобусловленного дополнения по Шуру (если допустить
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справедливость Предположения 1). Исследуется скорость сходимости ме-

тода Узавы-сопряженных градиентов и влияние малых собственных зна-

чений переобусловленного дополнения по Шуру, не подпадающих под

оценку. Рассмотрим следующую задачу на собственные значения:

Sq = λMνq.

Собственные значения вещественны и для них справедливо представле-

ние Куранта-Фишера [14]:

λk = max
K∈Vk−1

min
q∈K⊥

〈Sq, q〉
〈Mνq, q〉

, (1.37)

где символом Vk−1 обозначены все (k − 1)–мерные подпространства Rm.

Допустим, что Предположение 1 и, следовательно, Теорема 4 верны.

Тогда для всех функций qh ∈ Qh ⊂ L2
ν(Ω) таких, что (qh, ν

−1)L2(Ωi) =

(qh, ν
− 1

2 )L2(Ωi) = 0, выполняется неравенство

c̃2
ν,h‖ν− 1

2qh‖2 ≤ sup
vh∈Vh

(qh, divvh)
2

‖ν 1
2Dvh‖2

. (1.38)

Выбирая в качестве K⊥ в (1.37) (m − 2N) – мерное подпро-

странство векторов коэффициентов конечноэлементных функций дав-

ления qh, удовлетворяющих условиям ортогональности (qh, ν
−1)L2(Ωi) =

(qh, ν
− 1

2 )L2(Ωi) = 0 общим числом 2N , немедленно получаем оценку на

собственные значения M−1
ν S:

0 = λ1 < λ2 ≤ λ3 · · · ≤ λm ≤ d и c̃2
ν,h ≤ λ2N+1. (1.39)

Оценка на второе собственной значение матрицы M−1
ν S следует из

Леммы 3: λ2 ≥ c∗2 νmin

νmax
.

То, что матрица S имеет одно нулевое собственное значение, не де-

лает систему несовместной, т.к. правая часть ортогональна ker(S∗) =
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ker(S) = 1. Символом 1 здесь обозначен вектор единичных коэффици-

ентов. Более того, если начальное приближение {u0, p0} удовлетворяет

условию p0 ⊥ Mν1, то и все дальнейшие приближения давления в про-

цессе итераций метода на подпространствах Крылова также будут при-

надлежать подпространству (Mν1)⊥ [52], нулевое собственное значение

на сходимость не повлияет. Скорость сходимости итерационных методов

на подпространствах Крылова, тем не менее, зависит от распределения

остальных собственных значений матрицы линейной системы.

Рассмотрим метод Узавы – сопряженных градиентов [34]. Предполо-

жим, что мы умеем точно вычислять A−1v для произвольного вектора

v ∈ Rn. Система уравнений для нахождения давления имеет вид:

Sp = BA−1f − g. (1.40)

Метод Узавы-сопряженных градиентов состоит в применении пере-

обусловленного метода сопряженных градиентов для приближенного ре-

шения СЛАУ (1.40). После нахождения давления p, неизвестное поле

скоростей u находится из решения системы Au = f − BTp.

Для ошибки ek = p − pk метода сопряженных градиентов для (1.40)

с переобуславливателем Mν справедлива оценка [14] (здесь и далее пред-

полагаем, что p0 ⊥ Ŝ1):

‖ek‖S ≤ min
Pk∈Pk

{
max

λ∈sp (M̂−1
ν S)/λ1

|Pk(λ)|
}
‖e0‖S,

где ‖a‖S = 〈Sa, a〉
1
2 . Через Pk обозначено множество всех многочленов

степени k, таких, что Pk(0) = 1. Нам надо оценить, какое влияние на

сходимость оказывают 2N − 1 (не считая λ1 = 0) малых собственных

значений. Для этого рассмотрим многочлен

ψ(λ) = (1 − λ−1
2 λ) · · · · · (1 − λ−1

2Nλ)

45



Очевидно, что при k > 2N для всех Q(x) ∈ Pk−2N+1 выполняется нера-

венство

min
Pk∈Pk

{
max

λ∈sp (M−1
ν S)/λ1

|Pk(λ)|
}

≤ max
λ∈sp c(M

−1
ν S)

|ψ(λ)||Q(λ)|, (1.41)

где sp c(M
−1
ν S) — кластеризованный спектр M−1

ν S, т.е. собственные зна-

чения λ2N+1 . . . λm. В качестве Q(x) выберем многочлен Чебышева сте-

пени k − 2N + 1 на отрезке [c̃2
ν,h, d], где c̃ν,h — константа из Теоремы 5.

Тогда в силу (1.39) оценка (1.41) примет вид

min
Pk∈Pk

{
max

λ∈sp (M−1
ν S)/λ1

|Pk(λ)|
}

≤ 2




1 −
√

c̃2
ν,h/d

1 +
√

c̃2
ν,h/d




k−2N+1

max
λ∈sp c(M

−1
ν S)

|ψ(λ)|.

Заметим, что maxλ∈sp c(M
−1
ν S) |ψ(λ)| можно оценить сверху через

(λmλ−1
2 )k−2N+1. Это значит, что выполнены соотношения

‖ek‖S ≤ 2

(
λm

λ2

)2N−1




1 −
√

c̃2
ν,h/d

1 +
√

c̃2
ν,h/d




k−2N+1

‖e0‖S.

Подставив оценки на λ2 и λm из Леммы 3 и Теоремы 3, соответственно,

получаем, что доказана следующая теорема.

Теорема 6 Пусть система с матрицей A решается точно. Тогда по-

грешность на k–й итерации метода Узавы-сопряженных градиентов

решения задачи (1.24) при использовании переобуславливателя Mν мо-

жет быть записана как

‖ek‖S ≤ c

(
d

c∗2

νmax

νmin

)2N−1




1 −
√

c̃2
ν,h/d

1 +
√

c̃2
ν,h/d




k−2N+1

‖e0‖S,

где c∗ — константа из LBB–условия (1.3).
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Теперь можно оценить количество дополнительных итераций, вызван-

ных малыми собственными значениями. Если бы все собственные значе-

ния были кластеризованы, то скорость сходимости метода сопряженных

градиентов была бы

ρ =




1 −
√

c̃2
ν,h/d

1 +
√

c̃2
ν,h/d


 . (1.42)

Разумно считать, что влияние малых собственных значений устранено,

если число итераций r настолько велико, что выполняется соотношение

‖er+k‖S ≤ ρk‖e0‖S. Это равносильно выполнению неравенства

(
d

c∗2

νmax

νmin

)2N−1

ρr−2N+1 < 1.

Выражая из этого неравенства r, получаем, что

r >
log 2

log ρ−1
+ (2N − 1)

(
log( d

c∗2
νmax

νmin
)

log ρ−1
+ 1

)
. (1.43)

Таким образом, если значения N и log( d
c∗2

νmax

νmin
) невелики, то скорость схо-

димости существенным образом определяется границами кластера соб-

ственных значений.

Сделаем замечание о том, на сколько проведенные выше рассужде-

ния остаются в силе, если вместо метода Узавы-сопряженных градиен-

тов применяются блочные переобуславливатели P и P1, определенные в

разделе 1.5. Блочные переобуславливатели являются более практичным

выбором, так как допускают замену точного решения системы с мат-

рицей A на каждой итерации на применение подходящего переобуслав-

ливателя Â−1. Для получения оценок сходимости в этом случае важен

ответ на вопрос о наследовании спектром матрицы PA или P1A свойств

кластеризации собственных значений матрицы M−1
ν S (при условии спек-

тральной эквивалентности Â и A). К сожалению, на сегодняшний момент
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полный ответ можно дать только в случае блочно-диагонального пере-

обуславливателя P и при условии Â = A. Действительно, в этом случае

собственными числами переобусловленной матрицы P−1A являются 0, 1

и 1
2(1 ±

√
1 + 4λ2

i ), см. [36]. Теперь наличие 2N малых собственных зна-

чений λ влечет существование 2N отрицательных и малых по модулю

собственных значений матрицы P−1A. Остальные n + m− 2N собствен-

ных значений P−1A остаются кластеризованными на положительной и

отрицательных полуосях. Следовательно, аналогичные выводы можно

сделать о сходимости метода MINRES для решения системы с матрицей

P−1A. В случае отказа от условия Â = A вопрос о сохранении струк-

туры спектра переобусловленной матрицы остается, насколько известно

диссертанту, на сегодняшний день открытым. Хорошо известно [35], что

блочно-треугольный переобуславливатель P1 сохранит структуру спек-

тра, в том смысле, что собственные значения переобусловленной мат-

рицы будут состоять из собственных значений матриц Â−1A и M−1
ν S.

Однако применить оценку сходимости для метода GMRES на основе име-

ющейся информации о спектре мы не можем, так как точно не известно,

является ли матрица P−1
1 A диагонализируемой.

Основные результаты первой главы можно сформулировать следую-

щим образом:

1. Сформулировано и доказано обобщение неравенства Нечаса на слу-

чай переменной вязкости. Обобщение сформулировано также в слу-

чае, когда область представлена в виде объединения непересекаю-

щихся подобластей. Этот случай важен, поскольку, при удачном

выборе разбиения области, константа в обобщенном неравенстве

Нечаса может быть значительно улучшена ценой нескольких до-

полнительных условий ортогональности.
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2. Предложен переобуславливатель для дополнения по Шуру, учиты-

вающий структуру переменной вязкости. Когда вязкость постоян-

на, то предлагаемый переобуславливатель Mν совпадает с масшта-

бированной матрицей масс, которая является хорошим выбором.

Если вязкость переменна, то предлагаемый переобуславливатель

оказывается намного более эффективным и приводит к скорости

сходимости, практически не зависящей от отношения максималь-

ного значения вязкости к минимальному.

3. Из обобщенного неравенства Нечаса и соотношений Куранта – Фи-

шера в непрерывном случае получена оценка на собственные зна-

чения переобусловленного дополнения по Шуру. Под эту оценку

попадают собственные значения, начиная с 2N + 1–го, где N —

число подобластей, на которые разбита расчетная область. Несмот-

ря на то, что оценки получены в непрерывном случае, из числен-

ных экспериментов следует, что дискретный аналог, скорее всего,

состоятелен. Также в работе получена оценка числа дополнитель-

ных итераций метода Узавы-сопряженных градиентов, вызванных

не более чем 2N малыми собственными значениями.

Приложение теоретических результатов к конкретным модельным

задачам рассматривается в следующей главе.
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Глава 2

Задача Бингама и задача мантийной

конвекции.

В этой главе рассматривается приложение результатов первой главы

к двум задачам механики сплошной среды — задаче Бингама и задаче

моделирования конвекции в мантии. Для задачи Бингама дается описа-

ние регуляризовации и нелинейных итераций, а также приводится оцен-

ка эффективности предложенного в первой главе итерационного метода.

В задаче мантийной конвекции исследуется эффективность решения ли-

неаризованной задачи с использованием переобуславливателя Mν для

дополнения по Шуру.

2.1. Постановка задачи Бингама.

Среда Бингама [20], [4] является классической моделью вязкопластич-

ной среды. Качественное поведение среды вкратце можно описать сле-

дующим образом: при отсутствии механических напряжений или при

не превышающих некоторого предельного значения напряжениях среда

ведет себя как твердое тело. Такие области называются жесткими зона-

ми. При превышении напряжением порогового значения среда проявляет

свойства жидкости, такие области называются жидкими зонами. Соот-

ветственно, в области Ω могут присутствовать оба типа поведения среды

одновременно.
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Уравнения движения имеют вид

−divτ + ∇p = f в Ω

−divu = 0 в Ω

u = u0 на ∂Ω,

(2.1)

зависимость тензора скоростей деформации Du и девиатора тензора на-

пряжений τ задается соотношениями

τ ij = 2µDij
u + τs

Dij
u

|Du| , если |Du| > 0,

|τ | ≤ τs, если |Du| = 0,

(2.2)

где τs — предел пластичности. При этом в жестких зонах эффективную

вязкость можно формально считать бесконечной.

Заметим, что уравнения (2.2) обратимы (см., например, [5]) если мо-

дуль девиатора тензора напряжений в некоторой точке пространства пре-

вышает пороговое значение τs. В этом случае |Du| > 0 и среда ведет себя

как жидкость, иначе |Du| = 0 и эта точка находится в так называемой

жесткой зоне. Особенность модели заключается в том, что она не да-

ет никакой информации о напряжениях в жесткой зоне, известно лишь

только то, что там |τ | не превышает предел пластичности. Уравнения

(2.1) выполняются только в жидкой зоне. Основная трудность числен-

ного решения задачи Бингама заключается в том, что граница жестких

зон заранее не известна и, соответственно, нахождение границы раздела

между жесткими и жидкими зонами является частью задачи.

Можно ввести понятие эффективная вязкость, которая в жидкой

зоне будет записываться как

ν = 2µ +
τs

|Du| ,
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в жесткой зоне эффективную вязкость формально можно считать беско-

нечной.

Формулировка (2.1)–(2.2) является механической формулировкой за-

дачи Бингама. Математически строго задача может быть поставлена при

помощи вариационных неравенств. Для нулевых краевых условий Дирих-

ле такая постановка приведена в [3] и заключается в следующем: сначала

определим функционал

j(v) =
√

2

∫

Ω

|Dv|dx

и билинейную форму

a(v,w) = 2

∫

Ω

Dij
vDij

wdx.

Решение вариационной задачи состоит в нахождении такой функции

u ∈ H
1
0, удовлетворяющей условию divu = 0, для которой выполняется

соотношение

a(u,v − u) +
τs√
2
j(v) − τs√

2
j(u) ≥

∫

Ω

f(v − u)dx (2.3)

при любых v ∈ H
1
0 таких, что divv = 0. Задача о свободной границе

автоматически включена в вариационную постановку.

В настоящей работе рассматривается решение задачи Бингама при

помощи регуляризации, подробно описанной в следующем разделе.

2.2. Регуляризованная задача Бингама

На практике есть несколько подходов к численному решению задачи

Бингама. В данной работе применяется регуляризация — подход, заклю-

чающийся в следующем: вводится малый параметр ε и на всей области
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Ω среда рассматривается как жидкая, при этом в жестких зонах эффек-

тивная вязкость νε вместо бесконечной считается большой, но конечной.

При этом νε → ν почти всюду при ε → 0. Таким образом, чем меньше

параметр ε, тем больше максимальное значение вязкости. Границы жест-

ких зон при этом подходе определяются после решения системы (2.1),

например, из анализа величины второго инварианта тензоры скоростей

деформации |Du|.
Такой подход имеет ряд недостатков, среди которых надо отметить

отсутствие результатов о сходимости границ жестких зон, плохую обу-

словленность СЛАУ при малых ε и необходимость определения границ

жестких зон. Тем не менее, данный подход получил весьма широкое рас-

пространение (см., например, [25], [31], [64]) , в частности, благодаря про-

стоте реализации в рамках уже существующих программных пакетов.

Имеется несколько вариантов введения регуляризованной эффектив-

ной вязкости. В данной работе рассматриваются регуляризации Берко-

вьера–Энгельмана [19] и Папанастасио [53].

νε(|Du|) = 2µ +
τs√

|Du2 + ε2|
− Берковьер–Энгельман;

νε(|Du|) = 2µ + τs

1 − exp(− |Du|
ε )

|Du| − Папанастасио.

Известна оценка погрешности регуляризованного решения [39] для регу-

ляризации Берковьера–Энгельмана :

‖∇(u − uε)‖ ≤ c
√

ε, (2.4)

где u — поле скоростей, полученное в результате решения вариационно-

го неравенства (2.3), uε — скорость, полученная в результате решения

регуляризованной задачи. Отметим, что неизвестно, является ли оценка

53



(2.4) оптимальной по ε.

Способы решения полученной регуляризованной задачи обсуждаются

в следующем разделе.

2.3. Нелинейный итерационный метод для задачи

Бингама.

В случае, когда вязкость зависит от скорости или давления, система

уравнений (2.1) нелинейна. Ее можно записать в более абстрактном виде

F (u, p) ◦



 u

p



 =



 f

0



 ,

где символом F (u, p) обозначен блочный оператор

F (a, ξ) =



 −divν(|Da|, ξ)D ∇
−div 0



 .

При фиксированных a и ξ оператор F (a, ξ) линеен. Так же, как и в

первой главе, рассматриваем краевые условия Дирихле

u = ub на ∂Ω.

Нелинейную задачу будем решать методом Пикара:


 u
n

pn



 =



 u
n−1

pn−1



 − F̃ (un−1, pn−1)−1◦

◦



F (un−1, pn−1) ◦



 u
n−1

pn−1



 −



 f

0







 (2.5)

где F̃ (un−1, pn−1)−1 - приближенное решение линейной задачи

F (un−1, pn−1) ◦



 v

q



 =



 resn−1
u

resn−1
p



 с условием v = 0 на ∂Ω,
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символами resn−1
u

и resn−1
p обозначены невязки скоростей и давления на

предыдущей итерации метода Пикара (2.5).

Замечание 1. Привлекательной альтернативой методу Пикара

служит метод Ньютона. В этом случае (рассматриваем регуляриза-

цию Берковьера–Энгельмана и считаем, что вязкость не зависит от

давления) вместо оператора F (a, ξ) на каждой нелинейной итерации

приближенно обращается оператор

F ′(a) =




−div

(
2µ + τs√

ε2+|Da|2

[
1 − DaDa:

ε2+|Da|2
])

D ∇

−div 0


 , (2.6)

здесь через A : B для квадратных матриц A и B обозначена их сверт-

ка, tr(AB). Метод Ньютона имеет квадратичную сходимость, однако

его использование связано с некоторыми трудностями. Во-первых, об-

ласть сходимости метода уменьшается при ε → 0. Действительно,

норма матрицы вторых производных растет как O(ε−1) [29], накла-

дывая теоретическое ограничение на выбор начального приближения

из O(ε)-окрестности неизвестного решения. Одна из возможностей

использования метода Ньютона в данной ситуации – это найти до-

статочно хорошее начальное приближение, например, тем же самым

методом Пикара [40]. Во-вторых, обусловленность блока (1, 1) в опера-

торе F ′ (2.6) оказывается существенно хуже, чем в методе Пикара,

что также затрудняет решение линейной системы.

Замечание 2. Существуют и другие подходы к решению регуляри-

зованной задачи Бингама. Например, в [8] рассматривается решение

задачи Бингама при помощи трехпараметрического итерационного ме-

тода. Подбор оптимального набора параметров является отдельной

нетривиальной задачей. Важным свойством предлагаемого в настоя-
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щей диссертации метода является отсутствие параметров, требую-

щих тонкой настройки.

В нелинейных итерациях наиболее трудоемкой частью является ре-

шение линейной задачи. Эффективность метода решения СЛАУ, предла-

гаемого в первой главе, обсуждается далее.

2.4. Применение оценок на собственные значения к

задаче течения среды Бингама в канале.

Течение в канале является хорошей модельной задачей для исследова-

ния методов решения задачи Бингама, так как известно [5] аналитическое

решение (здесь и далее полагаем µ = 1):

u =






1
8(1 − 2τs)

2, если 1
2 − τs ≤ y ≤ 1

2 + τs,

1
8

[
(1 − 2τs)

2 − (1 − 2τs − 2y)2
]
, если 0 ≤ y < 1

2 − τs,

1
8

[
(1 − 2τs)

2 − (2y − 2τs − 1)2
]
, если 1 ≥ y > 1

2 + τs,

v = w = 0,

p = −x.

(2.7)

Область 1
2 − τs ≤ y ≤ 1

2 + τs занимает жесткая зона, среда движется с

постоянной скоростью. Очевидно, что если τs ≥ 0.5, то вся область ста-

новится жесткой зоной и течение, таким образом, запирается. На Рис.

2.1 изображено значение компонент скорости u в зависимости от коор-

динаты y при постоянном x = 1
2 , полученных в результате численных

экспериментов при различных значениях параметра регуляризации ε, в

сравнении с аналитическим решением. Профиль скорости, задаваемый
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Рис. 2.1. Приближение профиля скорости регуляризованной моделью Берко-

вьера–Энгельмана при разных значениях параметра регуляризации ε.

аналитическим решением (2.7), изображен сплошной линией. Значение

предела пластичности τs бралось равным 0.2.

Зная аналитическое решение, можно явно найти тензор скоростей

деформации и, как следствие, точно вычислить регуляризованную вяз-

кость на всей области. Если известна функция вязкости, то несложно

оценить эффективность переобуславливателя для дополнения по Шуру,

предлагаемого в первой главе.

К данной модельной задаче можно применить Теорему 4 и оценить,

таким образом, эффективность предлагаемого в первой главе итерацион-

ного метода. Разбиение Ω на подобласти проведем естественным образом:

обозначим жесткую зону 1
2 − τs ≤ y < 1

2 + τs через Ω1, а зоны текучести
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0 ≤ y < 1
2 − τs и 1

2 + τs ≤ y ≤ 1 через Ω2 и Ω3, соответственно. Требуется

получить оценку снизу на c̃ν,h = mini=1...3 c̃ν,h(Ωi). В двумерном случае

c̃ν,h(Ωi) вычисляются по формуле (1.35):

c̃ν,h(Ωi) = c̃0,h(1 + c(k, r)‖ν
1
2
ε ‖Lk(Ωi)‖∇ν

− 1
2

ε ‖Lr(Ωi))
−1

с произвольными k > 2 и r > 2k
k−2 . Рассмотрим сначала регуляризацию

Берковьера–Энгельмана. Напомним, что в этом случае регуляризован-

ная эффективная вязкость имеет вид

νε = 2µ +
τs√

|Du|2 + ε2
.

В жесткой зоне Ω1 вязкость постоянная, значит ∇ν
− 1

2
ε = 0. Соответ-

ственно, константа c̃ν,h(Ω1) может быть оценена как O(1). В подобла-

стях Ω2 и Ω3 требуется получить оценку сверху на нормы ‖∇ν
− 1

2
ε ‖∞ и

‖ν
1
2
ε ‖Lk(Ω2). В подобласти Ω2 тензор скоростей деформации зависит толь-

ко от пространственной переменной y и

|Du| =

√
2

2
(1 − 2τs − 2y).

Норму ‖∇ν
− 1

2
ε ‖∞ нетрудно оценить как O(1). Для оценки ‖ν

1
2
ε ‖Lk(Ω2) вве-

дем функцию ν̂ε, которая является мажорантой для эффективной вязко-

сти νε:

νε ≤ ν̂ε = 2µ + τs






√
2

1−2τs−2y , если y ≤ 0.5 − τs −
√

2
2 ε

ε−1, если y ≥ 0.5 − τs −
√

2
2 ε.

(2.8)

Непосредственно вычислив ‖ν̂
1
2
ε ‖Lk можно оценить ‖ν

1
2
ε ‖Lk сверху как

O(ε
2−k
2k ) для любого k > 2. В подобласти Ω3 все вычисляется аналогично

подобласти Ω2 в силу симметрии. Обозначим величину k−2
2k через s. Тогда

из оценок на нормы ‖∇ν− 1
2‖∞ и ‖ν 1

2‖Lk(Ω2) получим, что c̃2
ν,h(Ω2) ≥ cεs
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для любого s ∈ (0, 1], а значит и c̃2
ν,h ≥ cεs, где константа s может зави-

сеть от ε. Если справедлива Теорема 4, то по формуле (1.39) получаем

оценку на собственные значения матрицы M−1
ν S: для любого s ∈ (0, 1]

существует такая положительная константа c2, не зависящая от ε, что

c1ε < λ2, c2ε
s ≤ λ7 ≤ · · · ≤ λm ≤ d = 2. (2.9)

Оценка c1ε < λ2 вытекает из Леммы 3 и того факта, что для задачи о

течении среды Бингама в канале справедливо соотношение νmin

νmax
= O(ε).

Отметим также, что эти рассуждения остаются в силе, если берется

регуляризация Папанастасио. Функция ν̂ε (2.8) остается мажорантой для

регуляризованной вязкости и в этом случае. Значит, оценка (2.9) остается

в силе.

Используя формулу (2.9), можно получить оценку для скорости схо-

димости метода Узавы-сопряженных градиентов [34]. Этот результат

сформулирован в виде Теоремы 7.

Теорема 7 Асимптотическая скорость сходимости метода Узавы-

сопряженных градиентов может быть оценена величиной

ρ =
1 −

√
c2εs/d

1 +
√

c2εs/d
∀s ∈ (0, 1],

где константа c2 не зависит от ε. Для ошибки метода справедлива

оценка

‖pk − p‖S ≤ 2

(
d

c1
ε−1

)2N−1

ρk‖p0 − p‖S,

константы c1 и c2 — те же самые, что в цепочке неравенств (2.9)

Доказательство. Утверждение теоремы сразу вытекает из формул

(1.42), (1.43) и (2.9).
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Замечание. Из формулы (1.43) следует, что число дополнитель-

ных итераций, вызванных малыми собственными значениями, будет

не более

r =
log 2

log(ρ−1)
+ 6

(
log( d

c1
ε−1)

log(ρ−1)
+ 1

)
, d = 2.

Таким образом, в данном разделе получена оценка эффективности

метода решения СЛАУ, предложенного в первой главе. Оценка получена

для задачи течения в канале, так как в этом случае известно аналити-

ческое решение. В следующем разделе рассматривается эффективность

метода в задаче мантийной конвекции.

2.5. Применение оценок на собственные значения к

задаче мантийной конвекции.

В данном разделе описано применение результатов Главы 1 к зада-

че конвекции в земной мантии. Рассматриваются уравнения вида (2.1),

однако теперь вязкость не зависит от тензора скоростей деформаций, а

зависит от температуры среды. В качестве модельной мы рассматриваем

задачу о всплытии раскаленного пузыря в мантии Земли. Данная задача

предложена в [24] для тестирования численных методов решения задачи

Стокса с переменной вязкостью. Данный пример характеризуется следу-

ющей зависимостью вязкости от температуры и набором параметров:

ν = e−αT , T (x, y) = e−β((x−0,5)2+(y−0,2)2), (2.10)

где через T (x, y) обозначено поле температур на области Ω = [0, 1]×[0, 1],

а α и β — параметры среды. В настоящей диссертации рассматриваются

только линеаризованные уравнения из [24]. Далее, в численных экспе-
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риментах α и β выбирались такими же, как в [24]. Считая, что распре-

деление температуры задано (на самом деле, оно находится из системы

нелинейных уравнений, однако в настоящей работе этот вопрос оставим

за скобками), рассматриваемая задача линейна. На Рис. 2.2 и 2.3 изоб-

ражены температура и вязкость в единичном квадрате при α = 7.5 и

β = 200, вычисленные из соотношений 2.10.

1

0.8
y 0.6

0.4

0.2

0
00

0.2

0.2

0.4

0.4

T

x 0.6

0.6

0.8

0.8

1

1

Рис. 2.2. Распределение температуры в задаче моделирования конвекции магмы

при α = 7.5 и β = 200.

К данной задаче можно применить дискретный аналог Теоремы 2 и

получить оценку эффективности переобуславливателя Mν в случае вяз-

кости, задаваемой соотношениями (2.10).

Оценки норм удобно проводить в полярной системе координат с цен-

тром (x = 0, 5; y = 0, 2), тогда температура и вязкость будут зависеть

только от расстояния до центра. Область Ω расширим до области Ω′ —

окружности с центром (x = 0, 5; y = 0, 2), полностью охватывающей об-

ласть Ω. Поскольку на Ω нас интересуют оценки норм сверху, а нормы
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Рис. 2.3. Коэффициент вязкости в задаче моделирования конвекции магмы при

α = 7.5 и β = 200.

на Ω′ не меньше, то такое расширение вполне допустимо.

Представим Ω′ в виде объединения непересекающихся подобластей Ω′
1

и Ω′
2, определим Ω′

1 как круг радиуса r с центром (x = 0, 5; y = 0, 2), а Ω′
2

— как кольцо, дополняющее Ω′
1 до Ω′. На каждой из двух подобластей

можно вычислить c̃ν,h(Ωi), полагая константы в формуле (1.35) равными

1. Радиус r круга Ω′
1 заранее неизвестен и подбирается для каждой пары

α и β экспериментально из условия c̃ν,h(Ω1) = c̃ν,h(Ω2). Очевидно, что

такое условие выбора r обеспечивает наилучшую оценку c̃ν,h на всей об-

ласти Ω′. Такой подход позволяет оценить влияние параметров α и β, а

значит и отношения максимального значения вязкости к минимальному,

на эффективность переобуславливателя для дополнения по Шуру Mν.

В Таб. 2.1 приводятся вычисленные значения минимальной вязкости

(максимальная в силу (2.10) не больше 1), c̃ν,h, и оптимальный радиус

Ω′
1 для различных значений параметров α и β. Сравнение Таб. 2.1 с
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Рис. 2.4. Разбиение на подобласти при вычислении c̃ν,h.

численными экспериментами в Главе 3 показывает, что на практике пе-

реобуславливатель Mν дает лучшие результаты, чем гарантируют вычис-

ленные значения c̃ν,h. Данное наблюдение дает основание предположить,

что оценка константы c̃ν,h из Теоремы 4 не является оптимальной. Тем

не менее, теоретическая оценка дает улучшение на несколько порядков.

α β νmin c̃2

ν,h r

0 0 1 1 0

3 200 4.98e-2 9.89e-2 0.105

7,2 20 5.53e-4 9.77e-3 0.255

7,2 200 5.53e-4 4.68e-3 0.09

7,2 2000 5.53e-4 2.18e-3 0.032

12 200 6.14e-6 3.06e-4 0.082

15 200 3.06e-7 5.06e-5 0.079

Таблица 2.1. Минимальное значение вязкости, оценка c̃2

ν и радиус круга Ω′

1
при

разных значениях параметров α и β.

Результаты второй главы можно вкратце сформулировать следую-

щим образом:

1. Дана постановка задачи Бингама и приведен метод ее решения,
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использующий регуляризацию.

2. Для задачи течения среды Бингама в канале получена оценка соб-

ственных значений переобусловленного матрицей Mν дополнения

по Шуру S и оценка скорости сходимости метода Узавы-сопряжен-

ных градиентов. Данные оценки обладают заметно более слабой

зависимостью от параметра регуляризации ε по сравнению с ис-

пользованием стандартного переобуславливателя M .

3. Для линейной задачи мантийной конвекции исследована эффектив-

ность переобуславливателя Mν для дополнения по Шуру S. Хотя

оценки, полученные для данной задачи, судя по всему, не являются

оптимальными, они, тем не менее, свидетельствуют в пользу замет-

но большей эффективности переобуславливателя Mν в сравнении

с M .
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Глава 3

Численные эксперименты.

В данной главе приводятся результаты численных экспериментов на

примере ряда модельных задач. Численные эксперименты проводились

при помощи программ, написанных на языке Си на персональных ЭВМ.

Программа для решения задачи методом конечных разностей написана

с использованием свободной библиотеки решения разреженных систем

PETSc; код для конечноэлементных вычислений написан М.А. Ольшан-

ским.

Целью численных экспериментов является:

• изучение эффективности линейных итераций в зависимости от па-

раметра регуляризации ε, предела пластичности τs и шага регуля-

ризации h

• проверка и сравнение эффективности линейных итераций в зави-

симости от выбора регуляризации, переобуславливателя для допол-

нения по Шуру S и переобуславливателя для матрицы A

• получение численных оценок на собственные значения линеаризо-

ванных задач и, как следствие, численная верификация теоретиче-

ских оценок на собственные значения (1.39).

Достоверность численных экспериментов подтверждается как сходимо-

стью численных решений к известному аналитическому решению, так и

сравнением с известными результатами.

Рассматриваются следующие модельные задачи: течение среды Бин-

гама в канале, течение среды Бингама в каверне и всплытие раскаленно-
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го пузыря в мантии Земли.

3.1. Течение среды Бингама в канале.

В первом разделе приведены результаты расчетов для течения в сре-

ды Бингама в канале. На границах втекания и вытекания и на стенках

канала задавались краевые условия Дирихле, соответствующие аналити-

ческому решению (2.7). Вычисления велись от начального приближения,

полученного в результате решения задачи Стокса с теми же краевыми

условиями и с вязкостью, равной 1.

Для начала рассмотрим результаты численного решения задачи на

собственные значения переобусловленного дополнения по Шуру. В Таб.

3.1 указаны собственные значения переобусловленного дополнения по

Шуру при использовании переобуславливателей M и Mν. Расчеты ме-

тодом конечных разностей велись на сетке с шагом h = 1/32, расчеты

методом конечных элементов — на сетке с шагом h = 1/16. Значение

предела пластичности бралось равным 0.3. Использовалась регуляриза-

ция Берковьера – Энгельмана, значения ε брались от 10−1 до 10−5. На

Рис. 3.1 и Рис. 3.2 изображены все собственные значения матриц M−1S

и M−1
ν S, вычисленные при h = 1/32, τs = 0.3 и с параметрами регуляри-

зации ε = 10−3 и ε = 10−5, соответственно.
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ε λ2(M
−1S) λmax(M

−1S) λ2(M
−1
ν S) λ3(M

−1
ν S) λmax(M

−1
ν S)

MAC

0.1 3.258e-1 0.284 3.428e-1 3.465e-1 1.042

0.01 7.982e-2 0.265 1.129e-1 1.129e-1 1.460

1e–3 8.705e-3 0.264 2.969e-2 3.457e-2 1.873

1e–4 8.783e-4 0.264 3.240e-3 2.526e-2 1.983

1e–5 8.791e-5 0.264 3.271e-4 2.427e-2 1.998

isoP2-P1

0.1 3.027e-2 0.233 1.116e-1 1.160e-1 1.010

0.01 1.385e-2 0.189 1.101e-1 1.109e-1 1.362

1e–3 1.470e-3 0.185 6.164e-2 6.208e-2 1.707

1e–4 1.480e-4 0.185 7.543e-3 4.456e-2 1.687

1e–5 1.481e-5 0.184 7.725e-4 4.260e-2 1.494

Таблица 3.1. Течение в канале: собственные значения матриц M−1S и M−1

ν S : h = 1

32

при использовании МКР, h = 1

16
при использовании МКЭ; τs = 0.3.
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Рис. 3.1. Течение в канале: все собственные значения переобусловленного дополне-

ния по Шуру при ε = 10−3, h = 1

32
и τs = 0.3.
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Рис. 3.2. Течение в канале: все собственные значения переобусловленного дополне-

ния по Шуру при ε = 10−5, h = 1

32
и τs = 0.3.
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Хотя минимальные ненулевые собственные значения в обоих случаях

имеют величину порядка O(ε), но собственные значения матрицы M−1
ν S,

начиная с 3-го, имеют порядок O(1). В то же время λk(M
−1S) = O(ε)

для достаточно большого k. Эти результаты оказываются несколько луч-

ше, чем предсказывает теоретическая оценка (1.39): она гарантирует, что

только собственные значения, начиная с седьмого, ограничены снизу ве-

личиной c(s)εs для всех s > 0. Заметим, что вычислить собственные

значения переобусловленного дополнения по Шуру с шагом сетки мель-

че, чем h = 1/32 трудно, так как для явного вычисления дополнения по

Шуру требуется точно обращать матрицу A. Однако проведенные чис-

ленные эксперименты дают основание полагать, что зависимость λ3 от

шага сетки h практически отсутствует.

Вообще говоря, матрица масс (и, соответственно, матрица Mν) не диа-

гональна. Это означает, что обратная матрица может не быть разрежен-

ной, что делает ее применение как переобуславливатель проблематич-

ным. На практике, если расчетная сетка изотропна, то можно использо-

вать диагональное приближение M̂ν матрицы Mν. В Таб. 3.2 приведены

минимальные и максимальные собственные значения матрицы M̂−1
ν Mν,

вычисленной при шаге сетки h = 1/16 и различных значениях параметра

регуляризации ε. Из таблицы видно, что отношение λmax к λmin невелико

и практически не зависит от параметра регуляризации ε. Это означает,

что в практических расчетах методом конечных элементов имеет смысл

использовать в качестве переобуславливателя диагональное приближе-

ние M̂ν матрицы Mν. При других шагах сетки константы спектральной

эквивалентности оставались практически такими же.

Как уже упоминалось во второй главе, в задаче течения среды Бин-

гама в канале известно аналитическое решение (2.7). Значит, можно про-
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ε 0.1 0.01 1e–3 1e–4 1e–5

λ1(M̂
−1
ν Mν) 0.500 0.499 0.498 0.498 0.497

λmax(M̂
−1
ν Mν) 2.000 2.002 2.004 2.004 2.005

Таблица 3.2. Течение в канале: минимальное и максимальное собственные значения

матрицы M̂−1

ν Mν при использовании МКЭ с шагом сетки h = 1

16
и значением предела

пластичности τs = 0.3.

вести анализ сходимости численного решения к аналитическому. Ниже

приведены результаты, полученные при помощи метода конечных раз-

ностей на сетке с шагом h = 1/32. Линейная система, соответствующая

блоку A матрицы A, переобуславливалась при помощи полной факто-

ризации. Использование полной факторизации гарантирует отсутствие

влияния на число линейных итераций в зависимости от шага сетки h

и параметра регуляризации ε. Однако, арифметическая сложность при

использовании полной факторизации растет настолько, что проводить

расчеты на сетках с h < 1/32 становится затруднительно. Линейная си-

стема с матрицей A решалась при помощи метода MINRES, критерий

остановки — уменьшение невязки в 105 раз. Нелинейные итерации Пи-

кара останавливались при достижении нормой невязки значения 10−4.

Опыт показал, что усиление критерия остановки нелинейных итераций

практически не оказывает влияния на точность приближенного решения.

Ошибки скорости и давления считались по формулам

erru =
‖u − uh‖

‖u‖ , errp =
‖p − ph‖l2(Ωf )

‖1‖ , (3.1)

где Ωf — зона текучести. Нормы считались естественным образом: ‖u‖ =

‖u‖l2 =
√∑

Ω1
u2

i,j +
∑

Ω2
v2

i,j, ‖p‖ = ‖p‖l2 =
√∑

Ω3
p2

i,j. Результаты рас-
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четов с пределом текучести τs = 0.3 приведены в Таб. 3.3 (под числом

линейных итераций понимается усредненное число за одну нелинейную).

Использовалась регуляризация Берковьера–Энгельмана.

ε

0.1 0.01 1e–3 1e–4 1e–5

erru 1.38e-1 3.77e-2 5.73e-3 1.53e-3 1.34e-3

errp 3.79e-1 1.33e-1 4.48e-2 2.30e-2 2.03e-2

Итер. Пикара 10 24 51 61 81

Лин. итер. Ŝ = M 13.8 27.0 56.7 92.3 147

Лин. итер. Ŝ = Mν 13.7 19.8 25.8 26.5 25.9

Таблица 3.3. Течение в канале: погрешность решения и количество итераций при

τs = 0.3, h = 1

32
; критерий остановки линейного метода — падение невязки в 105 раз.

Хорошо заметна разница в эффективности переобуславливателей M

и Mν: в случае матрицы масс наблюдается сильный рост среднего числа

линейных итераций при уменьшении регуляризационного параметра ε,

в то время как при использовании Mν рост незначителен. Это хорошо

соответствует оценкам на собственные значения и оценкам сходимости

из раздела 1.6.

В Таб. 3.4—3.7 приводятся результаты расчетов, где блок A переобу-

славливался при помощи одного V-цикла геометрического многосеточно-

го метода. Делалось по 4 сглаживающие итерации с помощью неполного

разложения Холеского, на грубой сетке система решалась точно. В каче-

стве метода решения полной системы (1.25) с матрицей A выбран метод

GMRES, т.к. он позволяет применить блочно-треугольный переобуслав-

ливатель типа P1 (использовался переобуславливатель PT
1 , примененный

справа) (1.27) и, соответственно, дает возможность провести сравнение
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переобуславливателя P1 с блочно–диагональным переобуславливателем

P (1.26). Критерием остановки служило уменьшение нормы невязки в

102 раз. Замена полной факторизации на многосеточный метод при пе-

реобуславливании блока A приводит к незначительному росту числа ли-

нейных итераций в зависимости от параметра регуляризации ε. Зависи-

мость числа линейных итераций от шага сетки практически отсутствует,

что хорошо согласуется с теорией многосеточных методов. Основным

достоинством многосеточного метода по сравнению с полной фактори-

зацией является малая вычислительная сложность, что позволяет вести

расчеты на гораздо более мелких сетках.

τs h ε = 10−1 ε = 10−2 ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−5

0.1 1
32 6(10.3) 14(14.1) 41(16.4) 94(22.0) 127(26.4)

1
64 6(10.3) 14(14.4) 43(17.6) 104(21.7) 164(36.3)

1
128 6(11.0) 15(14.4) 54(21.5) 152(21.9) 216(31.3)

0.3 1
32 8(11.3) 24(24.1) 70(25.1) 74(29.7) 103(75.0)

1
64 8(12.3) 24(24.4) 87(29.4) 231(29.8) 459(41.3)

1
128 9(12.6) 26(20.0) 98(25.8) 237(29.8) 425(36.9)

Таблица 3.4. Течение в канале: число нелинейных итераций (среднее число линей-

ных итераций). Блочно–диагональный переобуславливатель, регуляризация Берко-

вьера–Энгельмана.
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τs h ε = 10−1 ε = 10−2 ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−5

0.1 1
32 5(9.8) 12(13.7) 34(16.3) 95(22.2) 125(26.4)

1
64 6(10.3) 12(14.0) 42(18.1) 110(21.2) 166(33.5)

1
128 6(10.7) 13(14.2) 54(20.7) 165(22.0) 226(28.5)

0.3 1
32 7(10.7) 21(25.9) 79(23.8) 58(29.4) 88(65.2)

1
64 7(11.9) 23(34.7) 106(29.2) 179(28.9) 366(41.1)

1
128 8(12.0) 25(16.7) 121(35.1) 257(29.3) 337(45.7)

Таблица 3.5. Течение в канале: число нелинейных итераций (среднее число линей-

ных итераций). Блочно–диагональный переобуславливатель, регуляризация Папана-

стасио.

τs h ε = 10−1 ε = 10−2 ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−5

0.1 1
32 6(2.2) 15(1.3) 42(1.2) 94(2.0) 127(2.0)

1
64 9(1.7)) 16(1.2) 43(1.0) 105(1.5) 169(2.0)

1
128 10(1.5) 16(1.2) 55(1.0) 153(1.1) 221(2.6)

0.3 1
32 11(1.4) 26(1.3) 62(1.3) 77(1.3) 104(1.2)

1
64 14(1.3) 26(1.2) 83(1.1) 232(1.9) 460(1.8)

1
128 14(1.3) 27(1.3) 98(1.1) 233(1.1) 427(1.2)

Таблица 3.6. Течение в канале: число нелинейных итераций (среднее число ли-

нейных итераций). Блочно–треугольный переобуславливатель, регуляризация Бер-

ковьера–Энгельмана.
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τs h ε = 10−1 ε = 10−2 ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−5

0.1 1
32 6(2.2) 14(1.3) 35(1.1) 95(2.0) 126(2.0)

1
64 9(1.7) 14(1.3) 43(1.0) 110(1.7) 172(2.0)

1
128 10(1.5) 15(1.3) 56(1.0) 165(1.1) 231(2.4)

0.3 1
32 11(1.7) 25(1.2) 69(1.2) 63(1.4) 88(1.3)

1
64 11(1.5) 24(1.3) 103(1.1) 180(1.4) 367(1.5)

1
128 12(1.3) 26(1.3) 120(1.1) 245(1.1) 339(1.2)

Таблица 3.7. Течение в канале: число нелинейных итераций (среднее число линей-

ных итераций). Блочно–треугольный переобуславливатель, регуляризация Папана-

стасио.
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3.2. Течение среды Бингама в каверне.

Другим важным тестовым примером является задача о течении в

каверне. Расчетная область представляет собой единичный квадрат, на

верхней грани задается течение с единичной скоростью вдоль грани, на

остальных гранях скорость нулевая, см Рис. 3.3.

Рис. 3.3. Каверна: краевые условия и схематическое изображение жестких зон.

В качестве иллюстрации поведения коэффициента эффективной вяз-

кости ν на Рис. 3.4 изображено распределение вязкости в задаче о тече-

нии среды Бингама в каверне для τs = 5 и ε = 10−5, полученное в ре-

зультате численного решения задачи. Хорошо заметно, что есть области

с вязкостью порядка O(1) — это жидкие зоны, и области, где эффектив-

ная вязкость принимает большие значения. Более того, рассматриваемая

задача характеризуется большими значениями градиента эффективной

вязкости в жестких зонах.

Так же, как и в задаче течения среды Бингама в канале, приведем

сначала собственные значения переобусловленного дополнения по Шуру
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Рис. 3.4. Каверна: распределение вязкости при τ = 5, ε = 10−5.

на последней нелинейной итерации методом Пикара с использованием

M и Mν. Из Таб. 3.8 и 3.9 видно, что при использовании переобуслав-

ливателя Mν уже второе (т.е. первое ненулевое) собственное значение

практически не зависит от параметра регуляризации ε, в то время, как

при использовании матрицы масс λ2 = O(ε). Это наблюдение подтвер-

ждается графиками 3.5 и 3.6, на которых изображены все собственные

значения матриц M−1S и M−1
ν S для ε = 10−3 и 10−4 и τs = 2 и 5.
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τs = 2

ε 0.1 0.01 1e–3 1e–4

h = 1
16

λ2(M
−1S) 5.45e-3 5.96e-4 6.02e-5 6.03e-6

λmax(M
−1S) 0.377 0.376 0.376 0.376

λ2(M
−1
ν S) 1.13e-1 1.12e-1 1.12e-1 1.12e-1

λmax(M
−1
ν S) 1.435 1.678 1.626 1.358

h = 1
28

λ2(M
−1S) 5.44e-3 5.93e-4 5.98e-5 5.99e-6

λmax(M
−1S) 0.409 0.408 0.408 0.408

λ2(M
−1
ν S) 1.16e-1 1.15e-1 1.15e-1 1.15e-1

λmax(M
−1
ν S) 1.487 1.799 1.814 1.690

Таблица 3.8. Каверна: собственные значения матриц M−1S и M−1

ν S на последней

нелинейной итерации; МКЭ с шагом сетки h = 1

16
и h = 1

28
, τs = 2. Регуляризация

Берковьера–Энгельмана.
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τs = 5

ε 0.1 0.01 1e–3 1e–4

h = 1
16

λ2(M
−1S) 2.30e-3 2.39e-4 2.34e-5 2.40e-6

λmax(M
−1S) 0.307 0.306 0.306 0.306

λ2(M
−1
ν S) 1.02e-1 9.83e-2 9.30e-2 9.14e-2

λmax(M
−1
ν S) 1.566 1.790 1.749 1.688

h = 1
28

λ2(M
−1S) 2.30e-3 2.38e-4 2.39e-5 2.39e-6

λmax(M
−1S) 0.351 0.350 0.350 0.350

λ2(M
−1
ν S) 1.09e-1 1.06e-1 1.02e-1 1.00e-1

λmax(M
−1
ν S) 1.622 1.860 1.893 1.882

Таблица 3.9. Каверна: собственные значения матриц M−1S и M−1

ν S на последней

нелинейной итерации; МКЭ с шагом сетки h = 1

16
и h = 1

28
, τs = 5. Регуляризация

Берковьера–Энгельмана.
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Рис. 3.5. Каверна: все ненулевые собственные значения переобусловленного допол-

нения по Шуру на последней нелинейной итерации при τ = 2, ε = 10−3 (сверху)

ε = 10−4 (снизу); МКЭ с шагом сетки h = 1

16
.
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Рис. 3.6. Каверна: все ненулевые собственные значения переобусловленного допол-

нения по Шуру на последней нелинейной итерации при τ = 5, ε = 10−3 (сверху)

ε = 10−4 (снизу); МКЭ с шагом сетки h = 1

16
.
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Важной частью решения регуляризованной задачи Бингама является

определение границ жестких зон. Одним из возможных способов явля-

ется выделение областей, где |Du| не превышает некоторого значения.

Далее приводятся графики, на которых для вычисленных дискретных

решений изображены линии уровня |Du| (10−1, 10−2, 10−3, 10−4) при зна-

чениях τs = 2, τs = 5 и ε = 10−1 . . . 10−5. Расчеты велись методом конеч-

ных разностей на сетке с шагом h = 1/128. Из графиков можно сделать

вывод, что для определения границ жестких зон желательно расчеты

проводить с ε < 10−3. Похожие результаты для регуляризованной мо-

дели Бингама имеются, например, в [33] и [44]. При расчетах методом

конечных элементов картина качественно не менялась.

Рис. 3.7. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 2, ε = 10−1; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.
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Рис. 3.8. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 2, ε = 10−2; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.

Рис. 3.9. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 2, ε = 10−3; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.
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Рис. 3.10. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 2, ε = 10−4; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.

Рис. 3.11. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 2, ε = 10−5; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.
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Рис. 3.12. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 5, ε = 10−1; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.

Рис. 3.13. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 5, ε = 10−2; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.
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Рис. 3.14. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 5, ε = 10−3; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.

Рис. 3.15. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 5, ε = 10−4; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.
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Рис. 3.16. Каверна: линии уровня |Du| при τ = 5, ε = 10−5; МКР с шагом сетки

h = 1

128
.

Теперь перейдем к рассмотрению эффективности нелинейных итера-

ций и линейных переобусловленных методов для данной задачи. В Таб.

3.10 приводятся результаты применения переобуславливателей M и Mν

при разных значениях ε на сетке с шагом h = 1/32, дискретизация про-

водилась методом конечных разностей. Нелинейные итерации останавли-

вались по достижении нормой невязки значения 10−4, линеаризованная

система решалась методом MINRES. Блок A переобуславливался при

помощи полного разложения Холеского. В качестве начального прибли-

жения брался результат решения задачи Стокса с постоянной вязкостью

ν = 1 и с теми же краевыми условиями. Также, как и в задаче о течении

среды Бингама в канале, при использовании переобуславливателя Mν

среднее число линейных итераций практически не зависит от параметра

регуляризации ε, что хорошо согласуется с теоретическими результата-

ми. Регуляризация проводилась методом Берковьера–Энгельмана.
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В Таб. 3.11 приведены результаты вычислений методом конечных эле-

ментов для различных сеток при ε = 10−3, блок A переобуславливался

многосеточным методом. Линеаризованная система решалась методом

GMRES с блочно-треугольным переобуславливателем, критерий останов-

ки — уменьшение нормы невязки в 102 раз. Критерий остановки нели-

нейных итераций — уменьшение нормы невязки в 105 раз.

MAC

ε 0.1 0.01 1e–3 1e–4

τs = 2

Итер. Пикара 22 63 103 119

Лин. итер. Ŝ = M 8.8 12.3 22.8 46.1

Лин. итер. Ŝ = Mν 7.5 6.6 5.9 6.0

τs = 5

Итер. Пикара 34 81 117 127

Лин. итер. Ŝ = M 9.4 15.2 28.8 54.4

Лин. итер. Ŝ = Mν 7.4 7.2 6.6 6.4

Таблица 3.10. Каверна: число итераций при h = 1

32
и различных ε. Критерий оста-

новки линейного метода: падение невязки в 10−2 раз.

В Таб. 3.12 — 3.13 приведено число итераций (вне скобок — нели-

нейных итераций, в скобках — линейных). Дискретизация проводилась

методом конечных разностей на разных сетках с разными значени-

ями параметра регуляризации. Использовались регуляризации Берко-

вьера–Энгельмана и Папанастасио, блочно–диагональный и блочно–тре-

угольный переобуславливатели для матрицы A, линейная система реша-

лась методом GMRES. Блок A переобуславливался с помощью одного

V–цикла геометрического многосеточного метода, делалось по 4 сгла-
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h 1
16

1
32

1
64

1
128

1
256

1
16

1
32

1
64

1
128

1
256

τs = 2 τs = 5

Итер. Пикара 169 214 246 196 170 230 287 365 339 308

Лин. итер. Ŝ = Mν 2.2 2.1 2.0 2.1 2.1 2.4 2.3 2.2 2.3 2.3

Таблица 3.11. Каверна: количество итераций при расчетах МКЭ на различных

сетках с ε = 1e − 3

.

живающие итерации при помощи неполного разложения Холеского, на

грубой сетке система решалась точно. Критерий остановки GMRES та-

кой же, как и в задаче о течении в канале — уменьшение невязки в

102 раз (в случаях, отмеченных символом (*), критерий — уменьшение

невязки в 103 раз). Заметна небольшая разница количества нелинейных

итераций при использовании разных регуляризаций: при использовании

регуляризации Берковьера–Энгельмана метод Пикара сходится быстрее.

В задаче о течении в канале, наоборот, регуляризация Папанастасио дает

несколько лучший результат в смысле количества нелинейных итераций

методом Пикара.
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τs h ε = 10−1 ε = 10−2 ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−5

2 1
32 23(15.7) 66(17.3) 98(20.3) 115(23.5) 123(25.1)

1
64 24(18.2) 80(18.1) 176(18.6) 197(21.0) 230(30.8)

1
128 26(15.9) 91(19.1) 237(18.6) 509(24.3) 599(26.0)

5 1
32 39(16.9) 99(20.7)) 123(23.4) 140(29.3) 147(56.8)

1
64 42(27.5) 126(27.0) 205(23.1) 260(28.5) 257(36.0)

1
128 46(27.0) 153(27.0) 323(23.1) 405(25.5) 422(27.0)

Таблица 3.12. Каверна: число нелинейных итераций (среднее число линей-

ных итераций). Блочно–диагональный переобуславливатель, регуляризация Берко-

вьера–Энгельмана.

τs h ε = 10−1 ε = 10−2 ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−5

2 1
32 21(13.9) 72(16.5) 103(28.3) 125(29.3) 129(29.7)

1
64 22(16.0) 86(18.1) 197(18.5) 245(32.9) 237(72.2)

1
128 24(15.0) 99(18.7) 290(18.9) 561(24.1) 600(26.5)

5 1
32 37(16.5) 110(21.0) 137(29.8) 154(57.2) 150(48.3)

1
64 40(21.6) 138(24.3) 259(24.1) 251(28.0) 295(40.6)

1
128 44(18.6) 178(24.4) 455(24.2) 586(26.4) 605(27.0)

Таблица 3.13. Каверна: число нелинейных итераций (среднее число линейных ите-

раций). Блочно–диагональный переобуславливатель, регуляризация Папанастасио.
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τs h ε = 10−1 ε = 10−2 ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−5

2 1
32 24(1.3) 65(1.1) 97(1.1) 114(1.4) 123(1.4)

1
64 24(1.1) 79(1.0) 175(1.2) 196(1.6) 230(1.8)

1
128 25(1.1) 90(1.0) 236(1.1) 508(1.5) 599(1.4)

5 1
32 39(1.6) 98(1.1) 123(2.1)∗ 140(1.5) 147(1.7)

1
64 42(1.1) 125(1.1) 204(1.3) 259(1.7) 257(1.9)

1
128 44(1.0) 152(1.0) 322(1.0) 404(1.7) 422(2.0)

Таблица 3.14. Каверна: число нелинейных итераций (среднее число линей-

ных итераций). Блочно–треугольный переобуславливатель, регуляризация Берко-

вьера–Энгельмана.

τs h ε = 10−1 ε = 10−2 ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−5

2 1
32 21(1.3) 71(1.0) 102(1.1) 124(1.3) 128(1.4)

1
64 24(1.2) 85(1.0) 195(1.1) 245(1.4) 236(2.6)

1
128 24(1.1) 98(1.0) 289(1.0) 561(1.6) 600(1.4)

5 1
32 36(1.4) 109(1.1) 137(1.9)∗ 149(3.2) 150(1.7)

1
64 40(1.1) 137(1.1) 258(1.1) 250(1.7) 294(1.6)

1
128 43(1.0) 177(1.0) 454(1.0) 585(1.4) 604(1.5)

Таблица 3.15. Каверна: число нелинейных итераций (среднее число линейных ите-

раций). Блочно–треугольный переобуславливатель, регуляризация Папанастасио.
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3.3. Задача моделирования мантийной конвекции.

В разделе 2.5 описано приложение теоретических результатов пер-

вой главы к задаче моделирования мантийной конвекции. В отличие от

предыдущих двух модельных задач, в задаче о всплытии раскаленного

рассматривается только система линейных уравнений. Численные экс-

перименты проводились при помощи метода конечных разностей, рас-

чет велся в единичном квадрате. Задавались краевые условия Дирихле:

u = 0 на ∂Ω. Начальное приближение бралось нулевое, в правой части

для компонент скорости задавалось постоянное значение, равное 100.

Линейная система решалась при помощи метода GMRES, критерием

остановки служило уменьшение невязки в 1010 раз. Блок A переобуслав-

ливался с помощью одного V–цикла геометрического многосеточного ме-

тода, на каждом сеточном уровне делалось по 4 сглаживающие итерации

с помощью неполного разложения Холеского с нулевым заполнением. На

грубой сетке система решалась точно. В Таб. 3.16 и 3.17 приводится коли-

чество итерация при использовании переобуславливателей M и Mν для

дополнения по Шуру. Хорошо видно, что использование матрицы масс

ведет к увеличению числа итераций на несколько порядков при увеличе-

нии отношения максимальной вязкости к минимальной. В то же время,

при использовании Mν — всего в два раза, что оказывается даже несколь-

ко лучше, чем предсказывают оценки на c̃ν,h и, соответственно, оценки

на собственные значения из в пятого раздела второй главы, приведенные

в Таб. 2.1.
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α β νmin h=1/64 h=1/128

0 0 1 51 49

3 200 4.98e-2 270 312

7,2 20 5.53e-4 4966 4341

7,2 200 5.53e-4 4829 4458

12 200 6.14e-6 > 10000 > 10000

15 200 3.06e-7 > 10000 > 10000

Таблица 3.16. Мантийная конвекция: Ŝ = M

α β νmin h=1/64 h=1/128

0 0 1 51 49

3 200 4.98e-2 82 81

7,2 20 5.53e-4 83 83

7,2 200 5.53e-4 89 90

12 200 6.14e-6 103 103

15 200 3.06e-7 90 103

Таблица 3.17. Мантийная конвекция: Ŝ = Mν

92



3.4. Выводы из численных экспериментов.

Из результатов численных экспериментов можно сделать следующие

выводы:

• Предлагаемый в диссертации переобуславливатель для дополнения

по Шуру Mν показал высокую эффективность как при изменении

шага сетки h, так и при изменении параметра регуляризации ε (а

значит, отношения максимального значения вязкости к минималь-

ному).

• Нелинейные итерации методом Пикара показывают сильную зави-

симость от параметра регуляризации ε. Вопрос об оптимальном

методе решения нелинейной системы пока остается открытым.

• Теоретические оценки хорошо предсказывают поведение линейных

итерационных методов для рассмотренных примеров (несколько

лучше для вязко-пластичной жидкости и несколько хуже для кон-

векции), хотя, судя по всему, не являются оптимальными в смысле

зависимости от ν.

• Вид и размер жестких зон, изображенных на Рис.3.7–3.16, хорошо

согласуются с результатами расчетов в других работах (в [44], на-

пример, рассматривается регуляризованная задача, в работах [30] и

[50] — нерегуляризованная), что говорит о том, что выбранные чис-

ленные параметры позволяют воспроизводить важные физические

эффекты.
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Заключение

Основные результаты, полученные в диссертации, могут быть сфор-

мулированы следующим образом:

1. Доказано обобщенное неравенство Нечаса для случая переменной

вязкости. Доказано обобщение неравенства для случая, когда об-

ласть представлена в виде объединения непересекающихся подоб-

ластей.

2. Предложен переобуславливатель для дополнения по Шуру для дис-

кретной задачи Стокса, учитывающий структуру переменной вяз-

кости. Получена оценка на собственные значения переобусловлен-

ного дополнения по Шуру. Получена оценка скорости сходимости

метода Узавы-сопряженных градиентов.

3. Предлагаемый переобуславливатель применен для численного ре-

шения регуляризованной задачи Бингама и линейной задачи , воз-

никающей при моделировании всплытия раскаленного пузыря в

магме. Для задачи о течении среды Бингама в канале получены

оценки собственных значений переобусловленного дополнения по

Шуру и теоретически доказано, что зависимость от параметра ре-

гуляризации оценок собственных значений более слабая для пред-

лагаемого метода, чем для стандартного переобуславливателя (мат-

рицы масс).

4. Проведены численные эксперименты, хорошо согласующиеся с тео-

ретическими результатами задачи течения среды Бингама в канале

и показавшие практическую независимость числа линейных итера-

ций как от шага сетки, так и от отношения максимального значе-
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ния вязкости к минимальному для задачи течения среды Бинга-

ма в каверне и линейной задачи, возникающей при моделировании

всплытия раскаленного пузыря в магме при использовании предла-

гаемого переобуславливателя.
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fluids: a numerical strategy and some benchmark results // Journal of

Computational Physics, Vol. 187, Iss. 2, 2003, pp. 441–456.

103



[66] A.J.Wathen. Realistic eigenvalues bounds for the Galerkin mass matrix

// IMA Journal of Numerical Analysis, Vol. 7, 1987, pp. 449–457.

[67] P.Wesseling. Principles of Computational Fluid Dynamics. Springer

Series in Computational Mathematics, Berlin: Springer, Vol. 29, 2001.

[68] X.Xie, J. Xu, GXue. Uniformly–stable finite element methods

for Darcy–Stokes–Brinkman models // Journal of Computational

Mathematics, Vol. 26, No 3, 2008, pp. 437–455.

[69] S.J. Zhong D.A.Yuen, L.N.Moresi. Numerical Methods for Mantle

Convection // Treaties on Geophysics, Vol. 7, 2007, pp. 227–252.

[70] S.J. Zhong, M.T. Zuber, L.Moresi, M.Gurnis. Role of

temperature–dependent viscosity and surface plates in spherical

shell models of mantle convection // Journal of Geophysical Research,

Vol. 105, Iss. B5, 2000, pp. 11063–11082.

104


