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ÄÌ‡ÎËÁËÛÂÚÒfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‡Î„Â-
·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏÓÈ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔËÏÂÌÂÌËfl ÏÂÚÓ‰‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Í
Û‡‚ÌÂÌË˛ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË–‰ËÙÙÛÁËË Ò Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÑËËıÎÂ. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÍÛÒÓ˜ÌÓ-
ÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË Ó·Î‡ÒÚË. ÑÎfl ÒÚ‡·Ë-
ÎËÁ‡ˆËË ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ 

 

SUPG

 

. ÄÌ‡ÎËÁËÛÂÏ˚È ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚È ÏÂÚÓ‰
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÓÔÂ‡ÚÓ˚ ÔÂÂıÓ‰‡ ÏÂÊ‰Û ÒÂÚÓ˜Ì˚ÏË ÛÓ‚ÌflÏË, Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl ·ÎÓ˜-
ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ Ë “ÔflÏÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰” Í ÔÓÒÚÓÂÌË˛ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ì‡ „Û·ÓÈ ÒÂÚÍÂ. ÑÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÛÌË‚Â-
Ò‡Î¸Ì˚Â (ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ‰ËÙÙÛÁËË Ë 

 

h

 

) ÓˆÂÌÍË ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‰‚ÛıÒÂ-
ÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Ë 

 

W

 

-ˆËÍÎ‡ ‚ ̃ ‡ÒÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÚÓÍ‡ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ Ë ÚË‡Ì„ÛÎflˆËfl
ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì‡ ‚‰ÓÎ¸ ÎËÌËÈ ÚÓÍ‡. ÄÎ„ÓËÚÏ ËÏÂÂÚ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸
Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl. ÅË·Î. 36. í‡·Î. 4.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: 

 

Û‡‚ÌÂÌËfl ÍÓÌ‚ÂÍˆËË-‰ËÙÙÛÁËË, Á‡‰‡˜‡ ÑËËıÎÂ, ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚È ÏÂÚÓ‰,
ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸.

 

Ç‚Â‰ÂÌËÂ 

 

åÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‚ÔÂ‚˚Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ ‚ ‡·ÓÚ‡ı [1]–[3]. ä Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏÛ ‚ÂÏÂÌË
ÓÌË ÒÚ‡ÎË Ó‰ÌËÏ ËÁ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Ëı ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë ÒËÒÚÂÏ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ. éÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸-
ÌÓ Í Ò‡ÏÓÒÓÔflÊÂÌÌ˚Ï ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ Í‡Â‚˚Ï Á‡‰‡˜‡Ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ıÓÓ¯Ó ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌ‡fl ÚÂ-
ÓËfl ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [4]–[7]). Ç ‰Û„Ëı Ó·Î‡ÒÚflı ÔÓ„ÂÒÒ ÌÂ Ú‡Í ‚ÂÎËÍ.
ä ÔËÏÂÛ, ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË–‰ËÙÙÛÁËË ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Ì‡-
ıÓ‰ËÚÒfl ‚ Ò‡ÏÓÈ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÚ‡‰ËË. ç‡ÒÚÓfl˘‡fl ÒÚ‡Ú¸fl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„ÓÒÂ-
ÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË–‰ËÙÙÛ-
ÁËË. 

ç‡ ÒÂ„Ó‰Ìfl¯ÌËÈ ‰ÂÌ¸ ËÌÚÂÂÒÌ˚È ‰Îfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÍÎ‡ÒÒ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË-‰ËÙÙÛÁËË ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ Ú‡Í:

(1)

„‰Â 

 

ε

 

 > 0 Ë 

 

b

 

 = (

 

cos

 

ψ

 

, 

 

sin

 

ψ

 

), 

 

ψ ∈ 

 

[0, 2

 

π

 

). ÑËÒÍÂÚËÁ‡ˆËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı
‡ÁÌÓÒÚÂÈ ËÎË ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒËÒÚÂÏÂ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚-
ÌÂÌËÈ, Ï‡ÚËˆ‡ ÍÓÚÓÓÈ ‡ÁÂÊÂÌ‡ (·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛) Ë ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ·ÓÎ¸-
¯ ˛ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡.
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰ËÒÍÂÚÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÚÂı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚: 

 

h

 

 (¯‡„ ÒÂÚÍË), 

 

ε

 

 (ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‰ËÙ-
ÙÛÁËË Ë ÍÓÌ‚ÂÍˆËË) Ë 

 

ψ

 

 (Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓÚÓÍ‡). ÑÎfl ÂÂ Â¯ÂÌËfl ÊÂÎ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡
˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ‰Îfl ‚ÒÂı ‚ÒÚÂ˜‡˛˘ËıÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. åÂÚÓ‰˚, Ó·Î‡‰‡˛˘ËÂ Ú‡ÍËÏ Ò‚ÓÈ-
ÒÚ‚ÓÏ, Ì‡Á˚‚‡˛Ú 

 

ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚ÏË

 

 (

 

robust

 

). àÁ Ô‡ÍÚËÍË ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl ÛÌË‚Â-
Ò‡Î¸ÌÓÒÚË ‚ ÒÎÛ˜‡Â Á‡‰‡˜Ë (1) ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‰ÓÎÊÌ˚ ‚˚·Ë‡Ú¸Òfl ÒÔÂˆË-
‡Î¸Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, Ú‡Í Í‡Í “ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚È'' ÏÂÚÓ‰ ÌÂ ‰‡ÂÚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚÂÎ¸Ì˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‰Îfl
Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ÂÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËÂÈ, ÍÓ„‰‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ 

 

h

 

/

 

ε

 

 ‚ÂÎËÍÓ. ÑÎfl ÛÎÛ˜¯ÂÌËfl ÛÌË‚Â-

 

1)

 

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰˚ ÔÓÂÍÚÓ‚ 03-01-06460 Ë 02-01-00592).

ε∆u– b ∇ u⋅+ f ‚ Ω 0 1,( )2,= =

u g ‚ ∂Ω,=

Û́

 

ìÑä 519.633.6
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Ò‡Î¸ÌÓÒÚË ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‚ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËÈ: “ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Â” Ò„Î‡-
ÊË‚‡ÌËfl, ÓÔÂ‡ÚÓ˚ ÔÂÂıÓ‰‡ Ò Ó‰ÌÓ„Ó ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl Ì‡ ‰Û„ÓÈ, Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ Ï‡ÚËˆ˚ ÒËÒ-
ÚÂÏ˚, Ë ÚÂıÌËÍ‡ ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó Ó„Û·ÎÂÌËfl ÒÂÚÍË (

 

semicoarsening

 

). ÑÂÚ‡ÎË ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ [7]–[14]. é‰Ì‡ÍÓ ˝ÚË ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËË ÓÒÌÓ‚‡Ì˚ Ì‡ ˝‚ËÒÚË˜ÂÒÍËı ‰Ó‚Ó‰‡ı Ë ˝ÏÔË-
Ë˜ÂÒÍËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflı. ëÚÓ„ËÈ ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË, ‰ÓÍ‡Á˚‚‡˛˘ËÈ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡,
‰Ó ÒËı ÔÓ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ. 

íÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓËÍ ‡Ì‡ÎËÁÛ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ
ÍÓÌ‚ÂÍˆËË–‰ËÙÙÛÁËË ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl. ÄÌ‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‰Îfl ÌÂÒËÏÏÂÚ-
Ë˜Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (ÒÏ. [15]–[17]), ‰‡ÂÚ ‰Îfl

 

model

 

 ÓˆÂÌÍË, Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ 

 

ε

 

, Ë ÌÂÛ‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚÂÎÂÌ ÔË 

 

ε 

 

�

 

 

 

1. Ç ‡·ÓÚ‡ı [18] Ë [19] ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚
Û‡‚ÌÂÌËfl ÍÓÌ‚ÂÍˆËË–‰ËÙÙÛÁËË, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â (1), ÌÓ Ò ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏË Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË.
ÄÌ‡ÎËÁ ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ë ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ ‡Ì‡ÎËÁÂ îÛ¸Â. í‡Í ‚
[18] ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl 

 

ψ 

 

= 0 ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË 

 

V

 

-ˆËÍÎ‡, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ 

 

ε

 

 Ë 

 

h

 

 ÔË ÛÒÎÓ‚ËË

 

ε ≈ 

 

ch

 

. Ç [19] ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ 

 

ε

 

, 

 

h

 

, 

 

ψ

 

, ‚ ÒÎÛ-
˜‡Â ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ÔÓÚË‚
ÔÓÚÓÍ‡ 1-„Ó ÔÓfl‰Í‡ (Ë ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏË Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË). Ç [20] ËÁÛ˜‡ÂÚÒfl ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÏÌÓ-
„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ËÂ‡ıË˜ÂÒÍËı ·‡ÁËÒÓ‚ Í (1). Ç fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl
ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÓÚ 

 

ε

 

 Ë 

 

ψ

 

, ÌÓ ÓˆÂÌÍË ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚ ÔÓ 

 

h

 

. åÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚È ÏÂÚÓ‰, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ÌÂ‡‚-
ÌÓÏÂÌÓÏ Ó„Û·ÎÂÌËË ÒÂÚÍË, ÓÔÂ‡ÚÓ‡ı ÔÂÂıÓ‰‡, Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ Ï‡ÚËˆ˚ ÊÂÒÚÍÓÒÚË, Ë Ò„Î‡ÊË-
‚‡ÌËflı ·ÎÓ˜ÌÓ„Ó ÚËÔ‡, ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË (1) 1-„Ó ÔÓfl‰Í‡ ËÁÛ-
˜‡ÂÚÒfl ‚ [21]. ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÂ‰ÒÚ‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·˚ ‰Îfl ÌÂ„Ó ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì‡fl ÓˆÂÌÍ‡ Ì‡
ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ 

 

W

 

-ˆËÍÎ‡. 
Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË–‰ËÙÙÛÁËË 

(2)

Ç Ì‡¯ÂÈ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ [22] ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÒfl ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í Á‡‰‡˜Â
Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË çÂÈÏ‡Ì‡ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl, Ú.Â., 

 

u

 

x

 

(1, 

 

y

 

) = 0, 

 

y

 

 

 

∈ 

 

(0, 1), ˜ÚÓ ËÒÍÎ˛˜‡ÎÓ Ó·‡ÁÓ‚‡-
ÌËÂ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ‚ Â¯ÂÌËË Ë, Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ, ÓÒÎ‡·ÎflÎÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ ‚ ‡ÔËÓÌ˚ı ÓˆÂÌÍ‡ı ÓÚ 

 

ε

 

. ç‡ÔËÏÂ, ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÛÒÎÓ‚ËÈ çÂÈÏ‡Ì‡ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó

‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÛÒÎÓ‚ËÈ ÑËËıÎÂ – ÎË¯¸ 

èÓ‰Ó·Ì˚Â ‡ÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË Ë„‡ÎË ÍÎ˛˜Â‚Û˛ ÓÎ¸ ‚ ‡Ì‡ÎËÁÂ ËÁ [22], ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔflÏÓÂ Ó·Ó·˘Â-
ÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ÛÒÎÓ‚ËÈ ÑËËıÎÂ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ë ‡Ì‡ÎËÁ ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌÓ ÔÂÚÂÔÂ‚‡ÂÚ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ËÁÏÂÌÂÌËfl. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‡Ì‡ÎËÁ îÛ¸Â Ú‡ÍÊÂ ÌÂÔËÏÂÌËÏ. 

Ç ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÛÒÎÓ‚Ëfl çÂÈÏ‡Ì‡ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl ̃ ‡ÒÚÓ ‚ÒÚÂ˜‡˛ÚÒfl ‚ ÔËÎÓÊÂÌËflı, Ì‡-
ÔËÏÂ ÔË Ì‡ÎË˜ËË ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌÓÈ „‡ÌËˆ˚ ‚ Á‡‰‡˜‡ı ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏËÍË, ˝ÍÒÔÓ-
ÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚Â ËÎË ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ÒÎÓË Ú‡ÍÊÂ ÌÂ Â‰ÍÓÒÚ¸ ‚ ÔËÎÓÊÂÌËflı, Ì‡ÔËÏÂ ‚
Á‡‰‡˜Â ÙËÎ¸Ú‡ˆËË. èÓ˝ÚÓÏÛ ‡Ì‡ÎËÁ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÛÒÎÓ‚ËÈ ÑËËıÎÂ Ì‡ „‡ÌË-
ˆÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl ËÏÂÂÚ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. 

ÑÎfl ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË (2) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÏÂÚÓ‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. èÓÏËÏÓ ‡·ÓÚ˚ [22], ‚ ÎËÚÂ-
‡ÚÛÂ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡, ÔËÏÂÌË-
Ï˚Â Í ÍÓÌÂ˜ÌÓ-˝ÎÂÏÂÌÚÌ˚Ï ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflÏ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ÂÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË. Ñ‡ÌÌÓÂ ËÒÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÌËÂ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ‚ÓÒÔÓÎÌflÂÚ ˝ÚÓÚ ÔÓ·ÂÎ. ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌ-
ÚÓ‚ ÌÂ ÔÓ‰ıÓ‰ËÚ ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‰ÓÏËÌËÓ‚‡ÌËfl ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚. å˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ

 

SUPG

 

 (

 

Streamline

 

 

 

Upwinding

 

 

 

Petrov

 

–

 

Galerkin

 

) – ÏÂÚÓ‰, ÍÓÚÓ˚È Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍËÈ ÔÓ-
fl‰ÓÍ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË (ÒÏ. [23], [24]), ˜ÂÏ ÏÂÚÓ‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡ 1-„Ó ÔÓfl‰Í‡.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ 

 

SUPG

 

-ÏÂÚÓ‰ ÌËÊÂ. Ç ‰‡ÌÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ÒÎÛ˜‡È ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÚË‡Ì-
„ÛÎflˆËË, Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ ÛÁÎ˚ ‡Á·ËÂÌËfl ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÎËÌËÈ ÚÓÍ‡. ÇÓÔÓÒ Ó· ·Ó·˘ÂÌËË Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÒÂÚÍË ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚Ï. 

çËÊÂ Í‡ÚÍÓ Ó·ÒÛÊ‰‡˛ÚÒfl ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡. 
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éÎ¸¯‡ÌÒÍËÈ

 

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Ë ÔÓÂÍÚÓ‡ (

 

p

 

k

 

 Ë 

 

r

 

k

 

) ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÓÔÂ‡ÚÓ˚, ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÏ˚Â ËÂ‡ıËÂÈ ÒÂÚÓÍ Ë ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-˝ÎÂÏÂÌÚÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. í‡Í, ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓ-
‰ÓÎÊÂÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ‡fl ËÌÚÂÔÓÎflˆËfl, ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓÂÍÚÓ‡ – ÒÓÔflÊÂÌÌ˚È ÓÔÂ‡-
ÚÓ Í ÓÔÂ‡ÚÓÛ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl. 

àÂ‡ıËfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ì‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÂÚÓ˜Ì˚ı ÛÓ‚Ìflı ÒÚÓËÚÒfl ÔÛÚÂÏ ÔËÏÂÌÂÌËfl 

 

SUPG

 

 ‰ËÒ-
ÍÂÚËÁ‡ˆËË Ì‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÏ ÛÓ‚ÌÂ. í‡Í Í‡Í ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡ ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ÒÚ‡·ËÎËÁËÛ˛˘Â„Ó ˜ÎÂÌ‡, ÍÓÚÓ˚È, ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË 

 

h

 

k

 

,
ÚÓ ÚËÔË˜ÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ 

 

A

 

k

 

 – 1

 

 = 

 

r

 

k

 

A

 

k

 

p

 

k

 

, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘ÂÂ ÓÔÂ‡ÚÓ˚ Ì‡ 

 

k

 

-Ï Ë (

 

k

 

 – 1)-Ï ÛÓ‚Ìflı, ÌÂ
‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl. ùÚÓ ÒÓ„Î‡ÒÛÂÚÒfl, ‚ ̃ ‡ÒÚÌÓÒÚË, Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË ̃ ËÒÎÂÌÌ˚ı ̋ ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚ ËÁ [25], ÍÓ-
ÚÓ˚Â ÛÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Ë ÔÓÂÍˆËË ÔÂ‰ÔÓ˜ÚÂÌËÂ
ÔË ÔÓÒÚÓÂÌËË Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ „Û·ÓÈ ÒÂÚÍÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚ‰‡Ú¸ ÏÂÚÓ‰Û 

 

SUPG

 

-‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË Ì‡ „Û·ÓÈ
ÒÂÚÍÂ ÔÂÂ‰ ÏÂÚÓ‰ÓÏ É‡ÎfiÍËÌ‡: 

 

A

 

k

 

 – 1

 

 = 

 

r

 

k

 

A

 

k

 

p

 

k

 

. 
éÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒÂÚÓ˜Ì˚È ¯‡·ÎÓÌ, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÈ ‚ ÏÂÚÓ‰Â ÍÓÌÂ˜-

Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÒÚÓËÚ¸ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Â Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘ËÂ ËÚÂ‡ˆËË (Ú.Â., Ú‡ÍËÂ, ÍÓÚÓ-
˚Â ÚÓ˜ÌÓ Â¯‡˛Ú Á‡‰‡˜Û ‚ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â 

 

ε 

 

= 0, ÒÏ. [4], [7]) Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ·ÎÓ˜Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚
üÍÓ·Ë Ë É‡ÛÒÒ‡–áÂÈ‰ÂÎfl. èÓ‰Ó·ÌÂÂ ˝ÚÓ Ó·˙flÒÌÂÌÓ ‚ ‡Á‰. 7. å˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘ËÂ
ËÚÂ‡ˆËË ·ÎÓ˜ÌÓ„Ó ÚËÔ‡, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚ÏË ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ. àı ÒÛÚ¸ Á‡-
ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÔÓÒÚÓÂÌËË ·ÎÓ˜ÌÓ„Ó ÔÂÂÓ·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÚÂÎfl, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‰‚Ûı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ·ÎÓ-
ÍÓ‚ ÔË ÌÛÏÂ‡ˆËË ÛÁÎÓ‚ ÒÂÚÍË ‚‰ÓÎ¸ ÔÓÚÓÍ‡ Ë ÔÓÎÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ ÊÂÒÚÍÓÒÚË ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂ-
Í‡ÌËfl. ë„Î‡ÊË‚‡˛˘ËÂ ËÚÂ‡ˆËË ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú ÙËÁË˜ÂÒÍÛ˛ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆË˛: ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚ ÔÓˆÂÒ-
ÒÂ ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËË Ó·ÌÓ‚Îfl˛ÚÒfl, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò „‡ÌËˆ˚ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl Ë ‰‡ÎÂÂ ‚‰ÓÎ¸ ÎËÌËÈ ÚÓÍ‡, ‡ ÓÍÓÎÓ
„‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl, „‰Â ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Â¯ÂÌËfl ÌÂÂ„ÛÎflÌÓ (ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÔÓ-
„‡ÌÒÎÓÈ), ÒËÒÚÂÏ‡ Â¯‡ÂÚÒfl ÚÓ˜ÌÓ. 

ÇÒÂ ˝ÚË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Ó·˚˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ó·˙Â‰ËÌÂÌ˚ ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ Ë ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ

 

W-ˆËÍÎ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ (ÒÏ. ÌËÊÂ ÄÎ„ÓËÚÏ). 
ä‡ÚÍÓ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÏÓÏÂÌÚ‡ı ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡. óÂÂÁ Ak Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ

Ï‡ÚËˆÛ ÊÂÒÚÍÓÒÚË Á‡‰‡˜Ë Ì‡ k-Ï ÒÂÚÓ˜ÌÓÏ ÛÓ‚ÌÂ Sk = I – Ak – Ï‡ÚËˆ‡ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ-
‡ˆËÈ. å‡ÚËˆ‡ ËÚÂ‡ˆËÈ ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ c µ ÔÂ‰Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËflÏË Ë ν ÔÓÒÚÒ„Î‡ÊË‚‡ÌËflÏË

Á‡‰‡ÂÚÒfl Ú‡Í: Tk = (I – pk rkAk) . 

é‰ËÌ ËÁ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚ Í ‡Ì‡ÎËÁÛ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â
ÓˆÂÌÍË Ì‡ ÌÓÏÛ Ï‡ÚËˆ˚ Tk , ÓÚÍÛ‰‡ ÓˆÂÌÍ‡ Ì‡ ÌÓÏÛ Ï‡ÚËˆ˚ ËÚÂ‡ˆËÈ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡
ÎÂ„ÍÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÓˆÂÌÍË ‰Îfl ||Tk || Ú‡‰ËˆËÓÌÌÓ ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ Ò‚ÓÈÒÚ‚Â Ò„Î‡ÊË‚‡-
ÌËfl Ë ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [7]), Ú.Â. Ì‡ ÔÓ‚ÂÍÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ ‚Ë‰‡ 

èË ˝ÚÓÏ, ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ Cs(hk, ε) Ë
Ca(hk, ε) ‰ÓÎÊÌÓ ÓˆÂÌË‚‡Ú¸Òfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ k Ë ε. íÓ„‰‡ ‰Îfl
‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ν ÊÂÎ‡ÂÏ‡fl ÓˆÂÌÍ‡ ‰Îfl ||Tk || ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ äÓ¯Ë (µ = 0). é‰Ì‡ÍÓ
‰Îfl Á‡‰‡˜Ë, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â (Ë ˝ÚÓ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ˚ÏË ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË
˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ÏË) ‰‡ÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰, ÔÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔËÏÂÌËÚ¸. ÇÏÂÒÚÓ ˝ÚÓ„Ó Ï˚ ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ ‰Û„ÓÂ ‡Á·ËÂÌËÂ ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ||Tk ||. çÓ‚ÓÂ ‡Á·ËÂÌËÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚Ï
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl Ë ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË; ÍÎ˛˜Â‚˚Ï ÏÓÏÂÌÚÓÏ ·Û‰ÂÚ ÔÓ‚ÂÍ‡ ÓˆÂÌÓÍ ‚Ë‰‡

á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ c – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ k Ë ε. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÏÓ‰ËÙËˆË-
Ó‚‡ÌÌÓÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Û˜‡ÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂÂÓ·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÚÂÎ¸ Wk ËÁ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ‡-

ˆËÈ!  Ë  – ÒÂÚÓ˜Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ ÔÓÂÍˆËË ‰Îfl ÌÂ·ÓÎ¸¯Ëı ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚÂÈ ΩW Ë ΩE, ÔËÎÂ„‡˛-

˘Ëı Í „‡ÌËˆÂ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl Ë ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl, Ú.Â.  – ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡:  = 0, ÂÒÎË ÛÁÂÎ ÒÂÚÍË

Ò ËÌ‰ÂÍÒÓÏ i ÎÂÊËÚ ‚ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË ΩW,  = 1 ËÌ‡˜Â. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl  ‰Îfl ÔÓ‰Ó·-
Î‡ÒÚË ΩE. 

Wk
1–

Sk
ν Ak 1–

1– Sk
µ
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ν Ak

1– Cs hk ε,( )η ν( ), „‰Â η t( ) 0 ÔË t ∞,≤
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AkSk
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Ç‚Â‰ÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓÂÍˆËË  Ë  Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ. èÓ‚ÂÍ‡ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‡ÔÔ-

ÓÍÒËÏ‡ˆËË ÚÂÒÌÓ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂÏ ÓˆÂÌÓÍ Ì‡ �
2
-ÌÓÏÛ Ó¯Ë·ÍË ‚ ÏÂÚÓ‰Â ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌ-

ÚÓ‚. í‡‰ËˆËÓÌÌÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ Ú‡ÍËı ÓˆÂÌÓÍ ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ı ÏÂÚÓ‰‡ Ë Ì‡ ‡Ò-
ÒÏÓÚÂÌËË ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë. ÑÎfl Á‡‰‡˜Ë (2) Â„ÛÎflÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl “ÔÓÚËÚÒfl'' Û „‡ÌËˆ˚ ‚˚-
ÚÂÍ‡ÌËfl: 

‡ Û ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë – Û ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÈ ˜‡ÒÚË „‡ÌËˆ˚:

é·‡ ˝ÙÙÂÍÚ‡ Á‡ÚÛ‰Ìfl˛Ú ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ÓˆÂÌÓÍ. óÚÓ·˚ ÔÂÓ‰ÓÎÂÚ¸ ˝ÚÛ ÚÛ‰ÌÓÒÚ¸, ‚

Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ‚‚Â‰ÂÌ˚ ÔÓÂÍÚÓ˚  Ë , ‡ ‰Îfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ‡-
ˆËÈ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı Ì‡ÏË, ‰ÓÍ‡Á‡Ì˚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ˝ÚË ÔÓÂÍÚÓ˚

ÔË ‡Ì‡ÎËÁÂ (‰Îfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ ‚ÏÂÒÚÓ ÔÓÂÍÚÓ‡  ·Û‰ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl
ÙÛÌÍˆËfl ÒÂÁÍË). 

é‰ËÌ ËÁ ÒÓÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ ÔË ÔÓÎÛ˜ÂÌËË ÓˆÂÌÍË ‰Îfl ||Tk || ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‡‚Ì˚Ï (1 – c/k4)µ, ‡ Â˘fi
Ó‰ËÌ ‡‚ÂÌ (1 – c)ν2k. óÚÓ·˚ ÍÓÏÔÂÌÒËÓ‚‡Ú¸ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ k, ˜ËÒÎÓ ÔÂ‰Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ Ë ÔÓÒÚ-
Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Á‡‚ËÒfl˘ËÏ ÓÚ ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl: µ = µk ~ k4 Ë ν = νk ~ k. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ ËÚÂ‡ˆËÈ ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ||Tk || ≤ c < 1 Ë ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛

ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸ Ó‰ÌÓÈ ËÚÂ‡ˆËË O(Nk(lnNk)4), „‰Â Nk = . Ñ‡ÌÌ‡fl ÚÛ‰ÓÂÏÍÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡ÁËÓÔÚË-
Ï‡Î¸ÌÓÈ. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı Ï˚ ÌÂ ‚Ë‰ËÏ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË Û‚ÂÎË˜Ë‚‡Ú¸ ˜ËÒÎÓ
Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ k. Ç ‡Á‰. 9 Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ µ ÓÚ k fl‚ÎflÂÚÒfl, ÔÓ-‚Ë‰Ë-
ÏÓÏÛ, ‡ÚÂÙ‡ÍÚÓÏ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡, ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ν ÓÚ k ‚‡ÊÌ‡ ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ||Tk ||, ÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÓË„ÌÓËÓ‚‡Ì‡ ÔË Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÏÂÚÓ‰‡. 

éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ̂ ÂÎ¸˛ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ̃ ËÒÎÂÌÌÓÂ Ò‡‚ÌÂÌËÂ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜-
Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË ‰ËÙÙÛÁËË. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜fiÚÓ‚ ÏÓÊÌÓ
Ì‡ÈÚË ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ı (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [8], [9], [11], [14]), ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ Ë ‰Îfl SUPG-‡ÔÔÓÍÒË-
Ï‡ˆËË ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ (ÒÏ. [25]). óËÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚, ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚ ‰‡Ì-
ÌÓÈ ‡·ÓÚÂ, ÒÎÛÊ‡Ú ‰Îfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ËÁÎ‡„‡ÂÏÓÈ ÚÂÓËË. 

Ñ‡ÎÂÂ ÒÚ‡Ú¸fl ÔÓÒÚÓÂÌ‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. Ç ‡Á‰. 2 ÔË‚Ó‰ËÚÒfl SUPG-ÏÂÚÓ‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í (2). Ç ‡Á‰. 3 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ¯‡·ÎÓÌ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË Ë Ï‡ÚËˆ‡ ÊÂ-
ÒÚÍÓÒÚË Á‡‰‡˜Ë. Ç ‡Á‰. 4 Ë 5 ‰ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‡ÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË ‰Îfl Â¯ÂÌËÈ ‰ËÒÍÂÚ-
Ì˚ı Ë ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı Á‡‰‡˜. Ç ‡Á‰. 6 ÒÓ·‡Ì˚ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ËÁ ‡Á‰. 4 Ë 5,
‰‡˛˘ËÂ ÓˆÂÌÍË Â¯ÂÌËÈ “‚‰‡ÎË” ÓÚ „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl Ë ÓˆÂÌÍË ‚ÎËflÌËfl Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ Ì‡ Â-
¯ÂÌËfl “‚‚Âı ÔÓ ÚÂ˜ÂÌË˛”. ê‡Á‰. 7 ÒÓ‰ÂÊËÚ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÒÚ‡Ú¸Ë – ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË
ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡, ÍÓÚÓ˚È ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ‚‡ÊÌ˚ı ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡-
Ú‡ı, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÓˆÂÌÍË Ì‡ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸
ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË W-ˆËÍÎ‡. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚ ‡Á‰. 8.
Ç ‡Á‰. 9 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚, ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛˘Ëı ÚÂÓË˛.

2. çÂÔÂ˚‚Ì‡fl Á‡‰‡˜‡ Ë ÏÂÚÓ‰ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË 

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ �
2
(Ω) ˜ÂÂÁ (·, ·), ‡ ˜ÂÂÁ ||· || – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÌÓÏÛ.

ëÎ‡·‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë (2) ËÏÂÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰: Ì‡ÈÚË u ∈ � Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ 

(3)

„‰Â � := {v ∈ �
1
(Ω) | v = 0 Ì‡ ∂Ω} – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÓ·ÓÎÂ‚‡. àÁ ÎÂÏÏ˚ ã‡ÍÒ‡–åËÎ¸„‡Ï‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ,

˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ (3) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÎËÌÂÈ-
Ì˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË Ó·Î‡ÒÚË Ò ¯‡„ÓÏ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡-

ˆËË hk := 2–k Ë ÛÁÎ‡ÏË ÒÂÚÍË xi, j = (ihk, jhk), 0 ≤ i, j ≤ . íË‡Ì„ÛÎflˆËfl ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂÏ ‰Ë-
‡„ÓÌ‡ÎÂÈ Ò ˛„Ó-Á‡Ô‡‰‡ Ì‡ ÒÂ‚ÂÓ-‚ÓÒÚÓÍ. èÛÒÚ¸ �k ⊂ � – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ,
ÍÛÒÓ˜ÌÓ-ÎËÌÂÈÌ˚ı Ì‡ ˝ÚÓÈ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË Ë ‡‚Ì˚ı ÌÛÎ˛ Ì‡ ∂Ω. ÑÎfl ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË (3) ÔËÏÂÌfl-

Jk
W Jk

E

ΓE := x y,( ) ∂Ω  x 1=∈{ } ,

ΓW  := x y,( ) ∂Ω  x 0=∈{ } .

Jk
E Jk

W

Jk
W

hk
2–

a u v,( ) := ε ux v x,( ) ε uy v y,( ) ux v,( )+ + f v,( ) v �,∈∀=

hk
1–
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éÎ¸¯‡ÌÒÍËÈ

ÂÚÒfl SUPG ÏÂÚÓ‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚. ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ̋ ÚÓÚ ÏÂÚÓ‰ ÔËÌËÏ‡-
ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰: Ì‡ÈÚË uk ∈  �k Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ

(4)

„‰Â 

è‡‡ÏÂÚ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË  ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ‡‚Ì˚Ï ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÂ ÔÓfl‰Í‡ 1. ÄÌ‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡
ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ [23], [26]. 

Ç ˝ÚÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ 

(5)

áÌ‡˜ÂÌËÂ 1/3 ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌËÊÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ‚‡ÊÌÓ ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡. Ç˚·Ó Â‰ËÌËˆ˚ ‚ Í‡-
˜ÂÒÚ‚Â ‚ÂıÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ Ò‰ÂÎ‡Ì ‰Îfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡ Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï. 

åÂÚÓ‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ (4) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ·ËÎËÌÂÈÌÛ˛ ÙÓÏÛ

‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

íÂÏ‡ ˝ÚÓÈ ÒÚ‡Ú¸Ë – ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÒËÒ-
ÚÂÏ˚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Á‡‰‡˜Â (4). ÑÎfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÍÓÌÍÂÚ-
Ì˚È ‚Ë‰ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚ (4) ÌÂ ËÏÂÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl (ıÓÚfl ÓÌ ‚‡ÊÂÌ ‰Îfl ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÚÓ˜ÌÓÒÚË
SUPG-ÏÂÚÓ‰‡). èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë, Û ÍÓÚÓÓÈ Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÔÓ-
ÓÊ‰ÂÌ‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ f ∈ �

2
(Ω): Ì‡ÈÚË uk ∈ �k Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ 

(6)

Ñ‡ÎÂÂ ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl Á‡‰‡˜‡: Ì‡ÈÚË u ∈ � Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ 

(7)

éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ u Ë uk Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÒÚ‡·ËÎËÁËÛ˛˘ÂÈ ‰Ó·‡‚ÍË (δkhk) ‚ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÂ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ̃ ÚÓ
ÓÌË ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Â¯ÂÌËÈ Á‡‰‡˜ (3) Ë (4).

3. å‡ÚËˆ‡ ÊÂÒÚÍÓÒÚË Ë ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÒÚÂÏÛ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë (6); ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÂÂ ÒÂÚÓ˜Ì˚È ¯‡·-
ÎÓÌ Ë Ï‡ÚËˆÛ ÊÂÒÚÍÓÒÚË ‰Îfl ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ ak(·, ·). Ç˚·ÂÂÏ ‚ �k ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚È ·‡ÁËÒ

, „‰Â Nk – ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-˝ÎÂÏÂÌÚÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Nk := (  – 1)2. á‡‰‡‰ËÏ

ËÁÓÏÓÙËÁÏ: 

ç‡ �k ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈x, y〉  =

=  Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÌÓÏÛ ||· || (Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÊÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl

�
2
(Ω)-ÌÓÏ˚). ëÓÔflÊÂÌÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ  : �k  �k Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (Pkx, v) = 〈x, v〉  ‰Îfl ‚ÒÂı

x ∈ �k, v ∈ �k . ëÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚ¸ ÌÓÏ 

(8)

ε δkhk+( ) uk( )x v x,( ) ε uk( )y v y,( ) uk( )x v,( )+( )+ f v δkhkv k+,( ) v∀ �k,∈=

δk
δ, ÂÒÎË hk 2ε,≥
0 ËÌ‡˜Â.




=

δ

δ 1/3 1,[ ] .∈

ak u v,( ) := ε δkhk+( ) ux v x,( ) ε uy v y,( ) ux v,( ), u v �,∈,+ +

ak v v,( ) ε v y
2 ε δkhk+( ) v x

2, v �.∈+=

ak uk v k,( ) f v k,( ) v k �k.∈∀=

ak u v,( ) f v,( ) v∀ �.∈=

ψi{ } 1 i Nk≤ ≤ hk
1–

Pk : �k := �
Nk

�k, Pkx xiψi.
i 1=

Nk

∑=

hk
2 xiyii 1=

Nk∑
Pk* Pk*

C 1– x Pkx C x x �k∈∀≤ ≤
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Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ C, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ k. å‡ÚËˆ‡ ÊÂÒÚÍÓÒÚË Ak Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ k ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËfl 

(9)

ÇÓ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÛÁÎ‡ı Ó·Î‡ÒÚË ¯‡·ÎÓÌ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

„‰Â εk := ε + δkhk .

èÛÒÚ¸ nk :=  – 1 Ë 

ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÔÛÒÚ¸  – Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‡ÁÏÂ‡ nk × nk . Ç‚Â‰ÂÏ Ï‡ÚËˆ˚ ‡ÁÏÂ‡ Nk × Nk:

ÅÛ‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ Ak ËÁ (9) ‚Ë‰‡

(10)

Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ Dk . ùÚÓ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Á‡ÔËÒË ¯‡·ÎÓÌ‡ ‚ ‚Ë‰Â 

(11)

„‰Â  := ε + (δk – 1/3)hk > 0. 
ç‡Ï Ú‡ÍÊÂ ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ Dx (‰ËÒÍÂÚÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl Ì‡Á‡‰ ‚Ó ‚ÌÛÚ-

ÂÌÌËı ÚÓ˜Í‡ı):

4. ÄÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË ‰Îfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë 
ç‡¯‡ ˆÂÎ¸ – ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ 

(12)

„‰Â Ak – Ï‡ÚËˆ‡ ÊÂÒÚÍÓÒÚË ËÁ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ‡Á‰ÂÎ‡. ä‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‚Ó Ç‚Â‰ÂÌËË, ‡Ì‡ÎËÁ ·Û‰ÂÚ
·‡ÁËÓ‚‡Ú¸Òfl Ì‡ (ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı) Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ı Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl Ë ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË. ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸-
ÒÚ‚‡ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÓÌ‡‰Ó·flÚÒfl ‡ÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË ‰Îfl Â¯ÂÌËÈ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ Ë ‰ËÒ-
ÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜, ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÍÓÚÓ˚ı ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚ ‡Á‰. 4 Ë 5. 

é„‡ÌË˜ËÏÒfl ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂÏ ÒÎÛ˜‡fl ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ÂÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË.
èÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ 1. ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ

ÇÏÂÒÚÓ ÏÌÓÊËÚÂÎfl 1/2 ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ‰Û„Û˛ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÛ C. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ‰ÓÍ‡Á‡-

ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ı ÔÓfl‚ËÚÒfl ·ÓÎ¸¯Â ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ‰ÂÚ‡ÎÂÈ: ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ·Û‰ÂÚ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ÒÎÛ˜‡È δk =  Ë
δk = 0, ˜ÚÓ Ò‰ÂÎ‡ÂÚ ËÁÎÓÊÂÌËÂ ÏÂÌÂÂ ÔÓÌflÚÌ˚Ï. 

å˚ Ò˜ËÚ‡ÂÏ ÒÎÛ˜‡È ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ÂÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ËÌÚÂÂÒÌ˚Ï ‰Îfl ‡Ì‡ÎËÁ‡. åÌÓ„ËÂ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ Ë ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ε, ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ‚ ÒÎÛ-
˜‡Â ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ÂÈ ‰ËÙÙÛÁËË ÏÓ„ÛÚ ÒËÎ¸ÌÓ ÓÚÎË˜‡Ú¸Òfl. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl flÒÌÓÒÚË ËÁÎÓÊÂÌËfl Ï˚ Ó„-

Akx y,〈 〉 a k Pkx Pky,( ) x y �k.∈,∀= =

1

hk
2

-----
0 ε– 0

εk– 2 εk ε+( ) εk–

0 εk– 0

1
hk

----+
0 1/6– 1/6

1/3– 0 1/3

1/6– 1/6 0

,

hk
1–

Â := 
1

hk
2

-----tridiag 1– 2 1–, ,( ) �
nk nks×

.∈

Îk

Ax := Îk Â, Ay := Â Îk.⊗⊗

Ak ε δk 1/3–( )hk+( )Ax εAy Dk+ +=

εk

hk
2

-----
0 0 0

1– 2 1–

0 0 0

ε
hk

2
-----

0 1– 0

0 2 0

0 1– 0

1
6hk

--------
0 1– 1

4– 4 0

1– 1 0

,+ +

εk

Dx := Îk D̂x, „‰Â D̂x := 
1
hk

----tridiag 1 1 0, ,–( ) �
nk nk×

.∈⊗

Akx b,=

ε 1
2
---hk.≤

δ
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éÎ¸¯‡ÌÒÍËÈ

‡ÌË˜ËÎËÒ¸ ÒÎÛ˜‡ÂÏ ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ÂÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË. éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó„‡ÌË˜Â-
ÌËfl: 

(13)

ÑÎfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ‰ÓÍ‡ÊÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‡ÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË.

íÂÓÂÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl ϕ ∈ (0, 1) Ú‡ÍÓ‚‡, ˜ÚÓ ϕ ≥ 0 Ë 

Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ H ∈ [0, ], Ë ϕ(1) = 0. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ  ÔÓÎÛÌÓÏÛ, Á‡‰‡‚‡ÂÏÛ˛
ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ (ϕ·, ·). íÓ„‰‡ ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ f ∈ �2(Ω) Â¯ÂÌËÂ u(x, y) Á‡‰‡˜Ë (7)
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÓˆÂÌÍ‡Ï 

(14)

(15)

(16)

(17)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (13), Ò‚flÁ˚‚‡˛˘ÂÂ εk Ë hk

(ÌÂ Ó„Ó‚‡Ë‚‡fl ̋ ÚÓ„Ó Í‡Ê‰˚È ‡Á). ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó (14) ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ı (ÒÏ., Ì‡-
ÔËÏÂ, [27]). ÑÓÍ‡ÊÂÏ (15)–(17). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ f ∈ �2(Ω), ÚÓ ÚÂÓËfl Ó Â„ÛÎflÌÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ ËÁ [28]

Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl (7) Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û �
2
(Ω). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‡Ò-

ÒÏÓÚÂÚ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ 

(18)

Ë Í‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÁ (2) ‚ Ó·˚˜ÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ. ÑÓÏÌÓÊËÏ (18) Ì‡ ϕux Ë ÔÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ.
èÓÎÛ˜ËÏ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â

ÅÎ‡„Ó‰‡fl (14) ËÏÂÂÏ Hεk||ux ||2 ≤ cH|| f ||2, ÓÚÍÛ‰‡ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (15). 
ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÓˆÂÌÍË (16) ÛÏÌÓÊ‡ÂÏ (18) Ì‡ ϕu Ë ËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ. èÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎ‡„‡Â-

Ï˚Â

δk δ 1
3
--- 1, Ë

1
3
--- hk εk≤( )∈ ε δ hk

3
2
---hk.≤+= =

H∞
1

0 ϕ x H ϕ /εk+≤–≤

εk
1– · ϕ

u ε uy hk ux ε hk u
H

2+ + + c f ,≤

hkϕ 0( ) ux
2 yd

ΓW

∫ ux ϕ
2 c f ϕ

2 H f 2+( ),≤+

1
4
--- u ϕ x–

2 ε uy ϕ
2 chkH f 2 ϕ f u,( ),+≤+

hk uxx ϕ εhk uxy ϕ ε uyy ϕ c f ϕ c H f .+≤+ +

εuyy– εkuxx– ux+ f=

ε uyy ϕux,( )–
ε
2
--- uy ϕ x–

2 0,≥=

εk uxx ϕux,( )–
εk

2
---- ux ϕ x–

2–
εk

2
----ϕ 0( ) ux

2 yd

ΓW

∫+=
1
2
--- εkH ϕ+( ) ux ux,( )( )

εk

2
----ϕ 0( ) ux

2 yd

ΓW

∫+–≥ ≥

≥
Hεk

2
--------- ux

2–
1
2
--- ux ϕ

2–
εk

2
----ϕ 0( ) ux

2 y,d

ΓW

∫+

ux ϕux,( ) ux ϕ
2 ,=

f ϕux,( ) f ϕ ux ϕ f ϕ
2 1

4
--- ux ϕ

2 .+≤≤

ε uyy ϕu,( )– ε uy ϕ
2 ,=
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ëÛÏÏËÛfl ˝ÚË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏ (16). 
ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ (17) ‡ÒÒÏÓÚËÏ F = f – ux . Ç ÒËÎÛ (15) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡ ||F ||ϕ ≤ c(|| f ||ϕ +

+ || f ||). ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó,

ÑÓÏÌÓÊËÏ ˝ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Ì‡ , ‚ÓÁ‚Â‰ÂÏ ‚ Í‚‡‰‡Ú Ë ÔÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÔÓ Ω. èÓÎÛ˜ËÏ 

(19)

á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË v, ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛ Ì‡ „‡ÌËˆÂ, ‚˚ÔÓÎ-
ÌflÂÚÒfl

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

èÂÂıÓ‰fl Í ÔÂ‰ÂÎÛ ‚ �
2
(Ω), Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl u ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó 

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ (19) Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl  ≤ c(  + H|| f ||2), ÛÒÎÓ‚ËÂ εkH ≤ 1 Ë
(14), ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏ (17). íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 

ç‡Ï ·Û‰ÂÚ ÔÓÎÂÁÌ‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÎÂÏÏ‡, ‰‡˛˘‡fl ÓˆÂÌÍÛ ‡ÁÌËˆ˚ Â¯ÂÌËÈ Á‡‰‡˜ Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË
ÑËËıÎÂ Ë çÂÈÏ‡Ì‡ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl.

ãÂÏÏ‡ 1. èÛÒÚ¸  – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 

(20)

èÛÒÚ¸ u – Â¯ÂÌËÂ (7). Ç ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ÚÂÓÂÏ˚1 ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡ 

(21)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ‡ÁÌÓÒÚË  – u. Ñ‡ÎÂÂ ‡ÒÒÛÊ-
‰ÂÌËfl ÔÓ‚Ó‰flÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û (15) Ë (16). 

5. ÄÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË ‰Îfl ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë 

ç‡¯‡ ÔÂ‚‡fl ˆÂÎ¸ – ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„ ÓˆÂÌÍË (15) ‰Îfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ-˝ÎÂÏÂÌÚÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl uk Á‡‰‡˜Ë
(6). ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÍÚÓ ϕ = (ϕ0, …, ) Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ ϕi > 0 ‰Îfl ‚ÒÂı i = 0, 1, …, nk ,

–εk uxx ϕu,( ) εk ux ϕ
2 εk ux ϕ xu,( )+ εk ux ϕ

2 εk
2 ux ϕ x–

2–
1
4
--- u ϕ x–

2 ≥–≥=

≥ Hεk
2 ux

2–
1
4
--- u ϕ x–

2 cHhk f 2–
1
4
--- u ϕ x–

2 ,–≥–

ux ϕu,( ) 1
2
--- u ϕ x–

2 .=

H

εuyy εkuxx–– F.=

ϕ

ε2 uyy ϕ
2 2εεk ϕuyy uxx,( ) εk

2 uxx ϕ
2+ + F ϕ

2 c f ϕ
2 H f 2+( ).≤=

v x x 0,( ) v x x 1,( ) 0, x 0 1,( ), Ë v yy 0 y,( )∈ v yy 1 y,( ) 0, y 0 1,( ).∈= = = =

ϕv yy v xx,( ) v xy ϕ
2 ϕ xv x v yy,( ).–=

εεk ϕuyy uxx,( ) εεk uxy ϕ
2 εεk ϕ xux uyy,( ) εεk uxy ϕ

2 ε ϕ εkH+( ) ux uyy,( ) ≥–≥–=

≥ εεk uxy ϕ
2 ε2

4
---- uyy ϕ

2– ux ϕ
2–

1
2
---εkH ε2 uyy

2 ux
2+( ).–

ux ϕ
2 f ϕ

2

û

εûyy– εkûxx– ûx+ f ‚ Ω := 0 1,( )2,=

ûx 0 Ì‡ ΓE,=

û 0 Ì‡ ∂Ω\ΓE.=

hk ûx ux– ϕ
2 ε ûϕ uy– ϕ

2 chkH f 2.≤+

û

ϕnk 1+
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éÎ¸¯‡ÌÒÍËÈ

 = 0, Ë 

(22)

Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË c0 ∈ (0, 4/9), H ≥ 0. èÛÒÚ¸ Φ =  ⊗ , „‰Â  – ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡
‡ÁÏÂ‡ nk × nk , i-˚È ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÍÓÚÓÓÈ ‡‚ÂÌ ϕi . Ç‚Â‰ÂÏ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚
�k: 〈 ·, ·〉Φ := 〈Φ·, ·〉  Ë ÌÓÏÛ .

ãÂÏÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ k > 1. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl uk Á‡‰‡˜Ë (6) Ò f = fk ∈ �k ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡ 

(23)

Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ c > 0. á‰ÂÒ¸ u = uk ∈ �k – ‚ÂÍÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËË uk ‚ ÛÁÎ‡ı ÒÂÚ-

ÍË, f = fk ∈ �k , Ë Mk – Ï‡ÚËˆ‡ Ï‡ÒÒ. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÚÂıÌË˜ÌÓ Ë ÓÚÌÂÒÂÌÓ ‚ Ô. 8.1. 
ç‡Ï ·Û‰ÛÚ ÔÓÎÂÁÌ˚ Â˘Â ‰‚Â ÎÂÏÏ˚. é‰Ì‡ ‰‡ÂÚ ÓˆÂÌÍÛ ÒÌËÁÛ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl 〈Aku ,

u〉Φ, ‚ÚÓ‡fl – ÓˆÂÌÍÛ ‡ÁÌËˆ˚ Â¯ÂÌËÈ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı Á‡‰‡˜ Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÑËËıÎÂ Ë çÂÈÏ‡Ì‡ Ì‡ „‡-
ÌËˆÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl.

ãÂÏÏ‡ 3. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Φx =  ⊗ , „‰Â  – ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‡ÁÏÂ‡ nk × nk Ò i-Ï ˝ÎÂ-

ÏÂÌÚÓÏ ‡‚Ì˚Ï [ϕx]i = (ϕi + 1 – ϕi) . ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ: ‰Îfl Î˛·Ó„Ó i > 0 ‚˚ÔÓÎÌfl-
ÂÚÒfl ÎË·Ó ÓˆÂÌÍ‡ |[ϕx]i – 1 /[ϕx]i | ≤ d2, ÎË·Ó [ϕx]i – 1 = [ϕx]i = 0. Ç ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ÎÂÏÏ˚ 2 ÒÔ‡‚Â‰-
ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡ 

(24)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (10) Ï‡ÚËˆ˚ Ak = Ax + εAy + Dk ,
‡ Ú‡ÍÊÂ ÓˆÂÌÍÛ, ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌÛ˛ ‚ [22] (ÎÂÏÏ‡ 8.3): 

(25)

Ñ‡ÎÂÂ ‚˚˜ËÒÎflÂÏ 

ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ (22).
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àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ˝ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Ë (25), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ (24). 

ãÂÏÏ‡ 4. èÛÒÚ¸  – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (20), ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌ-
ÚÓ‚. èÛÒÚ¸ uk – Â¯ÂÌËÂ (6). íÓ„‰‡, ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ÎÂÏÏ˚ 2, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡ 

(26)

„‰Â r – ‚ÂÍÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ ÛÁÎ‡ı ÒÂÚÍË ‡ÁÌÓÒÚË rk =  – uk .

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û (24) Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÓˆÂÌÍÛ εk〈Axr, r〉 =
= εk||(rk)x||2 ≤ c||fk ||2 (ÒÏ. (64)). 

6. ÇÎËflÌËÂ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡ Ë ÓˆÂÌÍË ‚‰‡ÎË ÓÚ ΓE 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û (7). Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ·Û‰ÂÚ ËÁÛ˜ÂÌÓ ‚ÎËflÌËÂ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË f Ì‡
Â¯ÂÌËÂ u ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡. íÓ ÊÂ ·Û‰ÂÚ Ò‰ÂÎ‡ÌÓ ‰Îfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë. êÂÁÛÎ¸-
Ú‡Ú˚ Ú‡ÍÓ„Ó ÔÎ‡Ì‡ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ËÁ ÎËÚÂ‡ÚÛ˚, „‰Â ÓÌË Ó·˚˜ÌÓ ÙÓÏÛÎËÛ˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÓˆÂÌÓÍ Ì‡
ÙÛÌÍˆË˛ ÉËÌ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [29], 30]), ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÍÓÚÓ˚ı ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÚÂıÌË˜ÌÓ. ç‡Ò Ú‡Í-
ÊÂ ËÌÚÂÂÒÛ˛Ú ÓˆÂÌÍË Ì‡ u Ë uk “‚‰‡ÎË” ÓÚ „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl ΓE . Å‡ÁËÛflÒ¸ Ì‡ ÚÂÓÂÏÂ 1 Ë ÎÂÏ-
ÏÂ 2, ÌËÊÂ Ï˚ ÔË‚Ó‰ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı Ì‡Ï ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚. 

Ç˚·ÂÂÏ ξ ∈ [0, 1] Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÙÛÌÍˆË˛ ÒÂÁÍË 

„‰Â H0 = exp . ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ξ ÙÛÌÍˆËfl ϕξ(x) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflÏ ÚÂÓÂ-

Ï˚ 1 Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ H = H0 . éÔÂ‰ÂÎËÏ Ó·Î‡ÒÚË 

(27)

çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚ 1 c ϕ = ϕξ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú. 

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 1. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ f ∈ �2(Ω) Ú‡ÍÛ˛, ̃ ÚÓ supp( f ) ⊂ Ω η . èÛÒÚ¸ u – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ Â¯Â-
ÌËÂ (7). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ η – ξ ≥ 2εkp|lnhk |, p ≥ 0, Ë 1 – η ≥ εk|lnεk |. íÓ„‰‡ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍË 

(28)

(29)

(30)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÇÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (16) ÓˆÂÌËÏ, Í‡Í 

(31)

Ñ‡ÎÂÂ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ H =  ≤ , Ú‡Í Í‡Í 1 – ξ ≥ εk(2p|lnhk | + |lnεk |); Ë ÓÚÏÂÚËÏ ‡‚ÂÌ-

ûk
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éÎ¸¯‡ÌÒÍËÈ

ÒÚ‚Ó ϕ(η) =  – H0. íÂÔÂ¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ (31) Ë ÓˆÂÌÍË

‚˚‚Ó‰ËÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‚ (28)–(30) ËÁ (15) Ë (16). 
ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 2. èÛÒÚ¸ f ∈ �2(Ω) Ë u(x, y) – Â¯ÂÌËÂ (7), ξ Ë η – Í‡Í ‚ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË 1 Ë ω = Ω\Ωη. àÏÂÂÚ

ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍ‡ 

(32)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ (15), (17), H ≤  Ë

ë‰ÂÎ‡ÂÏ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓÂ
á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. éˆÂÌÍË (28)–(30) Ë (32) ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ‚ÂÌ˚ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Í (7) Á‡‰‡˜Ë Ò ÚÓÈ ‡Á-

ÌËˆÂÈ, ̃ ÚÓ Ó·Î‡ÒÚ¸ Ωξ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ÓÚ‰‡ÎÂÌ‡ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ εk|lnεk | ÌÂ ÓÚ ΓE , ‡ ÓÚ ΓW , ‡ ËÌÚÂ„‡Î˚ ·ÂÛÚÒfl
ÔÓ ΓE . Ñ‡ÌÌ˚Â ÓˆÂÌÍË ‚ÂÌ˚ Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â Á‡‰‡˜Ë Ò Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË çÂÈÏ‡Ì‡ Ì‡ ΓE (ÒÏ. [22]). 

Ç ‰ËÒÍÂÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÍÚÓ 

„‰Â H0 = exp . àÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

èÓ˝ÚÓÏÛ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl εk ≤ hk , ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ξ ‚ÂÍÚÓ  Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÎÂÏÏ˚ 2 Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË

èÛÒÚ¸ Ô‡‚‡fl „‡ÌËˆ‡ Ωξ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‡Á·ËÂÌËÂÏ, Ú.Â. ξ = ihk ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó i. àÁ ÎÂÏÏ˚ 2 ‚˚‚Ó-
‰ËÏ

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 3. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ fk ∈ �k Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ supp(fk) ∈ Ω η. èÛÒÚ¸ uk – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ Â¯Â-
ÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (6). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ η – ξ ≥ 8hkp|lnhk |, p > 0 Ë 1 – η ≥ 4hk |lnhk |. íÓ„‰‡ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ
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ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. éˆÂÌÍ‡ (33) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ (23). ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚‡ 

éˆÂÌÍ‡ (34) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Ó·‡ÚÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ îË‰ËıÒ‡ Ë (33):

èÂÂÈ‰ÂÏ Í ÔÓ‚ÂÍÂ (35). èË Ì‡¯ÂÏ ‚˚·ÓÂ Φ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ d ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÎÂÏÏ˚ 3 ‡‚Ì‡ e1/8. èË-
ÏÂÌËÏ (24), ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó äÓ¯Ë (‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ (31)) Ë (34), ÔÓÎÛ˜ËÏ

ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚,

éÒÚ‡ÎÓÒ¸ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‰Îfl ËÌ‰ÂÍÒ‡ i : ihk = ξ ËÏÂÂÏ (  – )  = (1 – ) . 

èË p = 0 ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÓˆÂÌÓÍ (33)–(35) ÌÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ supp(fk) ∈ Ω η. ëÙÓ-
ÏÛÎËÛÂÏ ˝ÚÓÚ ÒÎÛ˜‡È ‚ ‚Ë‰Â ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl. 

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 4. èÛÒÚ¸ fk ∈ �k Ë uk – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (6). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ 1 –
− ξ4 ≥ 4hk|lnhk |. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍ‡ 

(36)

(37)

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 5. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ fk ∈ �k Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ supp(fk) ∈ Ω η. èÛÒÚ¸ u Ë uk – Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜ (7) Ë (6)
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ η – ξ ≥ 8hkp|lnhk |, p > 0 Ë η ≥ 1 – 4hk|lnhk |, ÚÓ„‰‡ 

ÑÎfl ÔÓ‚ÂÍË ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 5 ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔËÏÂÌËÚ¸ ÓˆÂÌÍË (28), (30), (33), (34) Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡. 

êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 5 ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ �
1
-ÌÓÏ‡ Ó¯Ë·ÍË ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl ΓW ÏÓÊÂÚ

·˚Ú¸ Ò‰ÂÎ‡Ì‡ Ï‡Î‡, ÂÒÎË Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ‚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË (Ω\Ωη) ÓÍÓ-
ÎÓ ΓW. Ñ‡ÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ì‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ÔË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl
ξ = εk|lnhk | Ë p = 5/8 > 1/2. èÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ η = 5hk|lnhk | + εk|lnhk |. Ç˚·Ë‡ÂÏ Ωη Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ

ÎÂ‚‡fl Âfi „‡ÌËˆ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‡Á·ËÂÌËÂÏ. ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË |lnhk | = kln2 Ë εk ≤ hk

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, (εk + 5hk)|lnhk | ≤ 4khk, k > 1. éÔÂ‰ÂÎËÏ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ÒÂÚÓ˜ÌÓÏ ÛÓ‚ÌÂ ‚ÒÔÓÏÓ„‡-
ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚ¸ 

(38)

uk( )x L2 Ωξ( ) hk
2 ui j, ui 1– j,–

hk

-------------------------- 
 

2

j 1=

nk

∑
i: ih ξ≤
∑ 1

1 H0–
--------------- hk

2ϕ i

ui j, ui 1– j,–
hk

-------------------------- 
 

2

≤
j 1=

nk

∑
i: ih ξ≤
∑= =

≤ c Dxu Φ
2 c Mkf Φ

2 H f k
2+( ) c ϕ i

ih η≥
max( ) Mkf

2 chk
2 p f k

2 c ϕ i( )
ih η≤
max hk

2 p+( ) f k
2 chk

2 p f k
2.≤≤+≤≤

uk( )u L2 Ωξ( ) chk
1– uk L2 Ωξ( ) cξhk

1– uk( )x L2 Ωξ( ) cξhk
p 1– f k .≤ ≤ ≤

Φxu u,–〈 〉 chk
2 p 1+ f k

2.≤

Φxu– u,〈 〉 hk
2ϕ i

ξ ϕ i 1+
ξ–

hk

----------------------ui j,
2

j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑= hk
2ϕ i

ξ ϕ i 1+
ξ–

hk

----------------------ui j,
2 .

j 1=

nk

∑≥

ϕ i
ξ ϕ i 1+

ξ hk
1– e

hk hk
1–

uk( )x L2 Ωξ( ) c f k ,≤

hk
2ui j,

2

j 1=

nk

∑ chk
2 f k

2.≤

u uk–( )x L2 Ωξ( ) chk
p f k ,≤

u uk–( )y L2 Ωξ( ) c
εk

ε
----; 

ξ
hk

----
 
 
 

hk
p f k .max≤

2
3
---

Ωk
W  := x y,( ) Ω  x 4khk<∈{ } .
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ÅÎ‡„Ó‰‡fl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï

ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 5 ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÎÂ˜ÂÚ
ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 6. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ fk ∈ �k Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ fk = 0 ‚ . íÓ„‰‡ ‚ Ωw : = {(x, y) ∈ Ω |  x < εk|lnhk |}

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÓˆÂÌÍË 

7. åÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚È ÏÂÚÓ‰ Ë ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË 

éÔË¯ÂÏ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‚Ë‰‡ Akx = b Ò Ï‡ÚËˆÂÈ ÊÂÒÚÍÓÒÚË Ak ËÁ
‡Á‰. 3 Ë ÔÓ‚Â‰ÂÏ ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡. 

ç‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË  Û „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl: 

(39)

„‰Â ˆÂÎÓÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ α, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ÂÂ ÓÚ k Ë ε, ·Û‰ÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÔÓÁÊÂ. 
èÛÒÚ¸ Wk : �k  �k ÌÂÍÓÚÓ‡fl Ó·‡ÚËÏ‡fl Ï‡ÚËˆ‡. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl ‚Ë‰‡ 

(40)

å‡ÚËˆÛ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ‡ˆËÈ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ 

(41)

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Wk ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÔÂÂÓ·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÚÂÎ¸ ·ÎÓ˜ÌÓ„Ó ÚËÔ‡

(42)

„‰Â  – ÒÛÊÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ak Ì‡  (Ï‡ÚËˆ‡  ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ Ï‡ÚËˆ˚ Ak Á‡ÏÂÌÓÈ ‚ÒÂı

ÒÚÓÍ Ò ÌÓÏÂ‡ÏË ÛÁÎÓ‚ ËÁ Ω\  Ì‡ ÌÛÎÂ‚˚Â), Φα – ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚ ‡Á‰. 5

‰Îfl ‚ÂÍÚÓ‡  Ò ξ = 1 – 2αkhk (ÔÓÎÓÊËÏ Φα = 0, ÂÒÎË ξ ≤ 0). èÓ‰ıÓ‰fl˘ËÈ ‚˚·Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ωk

·Û‰ÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ì ÔÓÁÊÂ. å‡ÚËˆ‡

‰‚Ûı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl, ÔË˜ÂÏ ‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ·ÎÓÍË. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ z
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÒÌ‡˜‡Î‡ ÏÂÚÓ‰ÓÏ É‡ÛÒÒ‡ (ÔflÏÓÈ ıÓ‰) ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ‚ÒÂ ÁÌ‡˜Â-

ÌËfl ‚ ÛÁÎ‡ı ÒÂÚÍË, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı Ω\ , ÔÓÚÓÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÌÂ‰ÓÒÚ‡˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl

Ì‡ ÎÂ‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ , ‚ ˝ÚÓÈ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË Â¯‡ÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡ Ò Ï‡ÚËˆÂÈ  + T, „‰Â T – ÒÛÊÂÌËÂ
ÓÔÂ‡ÚÓ‡

Ì‡ . 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. èË ÔÓÒÚÓÂÌËË ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‰Îfl ÒËÌ„ÛÎflÌÓ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ Á‡˜‡ÒÚÛ˛
ÂÍÓÏÂÌ‰ÛÂÚÒfl ÔÓÒÚÓÂÌËÂ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚ı Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ (robust smoother). í‡ÍËÂ Ò„Î‡ÊË-
‚‡ÌËfl ‰ÓÎÊÌ˚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸Òfl ÚÓ˜Ì˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë, Ú.Â., ÍÓ„‰‡ Ô‡‡ÏÂÚ ε

ξ
hk

----hk
p chk

1/2 c
hk

ε
------≤ ≤

Ωk
W

u uk–( )x L2 Ωw( )
chk

1/2 f k ,≤

u uk–( )y L2 Ωw( )
c

hk

ε
------ f k .≤

Ωk
2E

Ωk
2E := x y,( ) Ω  x 1 2αkhk–>∈{ } ,

xnew �k xold b,( ) xold ωWk
1– Akx

old b–( ) ‰Îfl xold b �k.∈,–= =

Sk I ωkWk
1– Ak.–=

Wk 4
ε
hk

2
-----Φα Φα Dx Ak

2E,+ +=

Ak
2E Ωk

2E Ak
2E

Ωk
2E

ϕ i
ξ{ }

4
ε
hk

2
-----Φα Φα Dx+

Wk
1– z

Ωk
2E

Ωk
2E Ak

2E

4
ε
hk

2
-----Φα Φα Dx+ Ωk

2E
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ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ (ÒÏ. [7, „Î. 10]). ÑÎfl ËÚÂ‡ˆËÈ (40) ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÎÓ ·˚, ˜ÚÓ Ak – Wk = O(ε) (ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ‚ O
ÏÓÊÂÚ Á‡‚ËÒÂÚ¸ ÓÚ k). 

í‡ÍËÂ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Â Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‡ÌËÁÓÚÓÔÌ˚ı Á‡‰‡˜ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛ-
˛Ú ·ÎÓ˜Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ üÍÓ·Ë, É‡ÛÒÒ‡-áÂÈ‰ÂÎfl ËÎË ILU-‡ÁÎÓÊÂÌËÂ. íÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÈ ‡Ì‡ÎËÁ ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌ ‚ [31]–[33]. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÎË Á‡‰‡˜‡ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË–‰ËÙÙÛÁËË (2) ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚÒfl Ò ÔÓ-
ÏÓ˘¸˛ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡, ÚÓ ÎÂ„ÍÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, ̃ ÚÓ ·ÎÓ˜Ì˚È ÏÂÚÓ‰ üÍÓ·Ë ‰‡ÂÚ ÛÌË-
‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Â Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ú‡ÍËÂ
·ÎÓ˜Ì˚Â ÔÂÂÓ·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÚÂÎË ÌÂ ÔË‚Ó‰flÚ Í ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËflÏ. ùÚÓ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓ-
ÌflÚÌ˚Ï ÔË ‡ÒÒÏÓÚÂÌËË ¯‡·ÎÓÌ‡ (11). èË ε  0 ÔÂ‚˚Â ‰‚‡ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ‰‡˛Ú ·ÎÓ˜ÌÛ˛ ÚÂı-
‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ, ÌÓ ‚ ÚÂÚ¸ÂÏ (ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚ÌÓÏ) ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏ Ò‚flÁ¸ ‚ y-Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÌÂ ËÒ˜Â-
Á‡ÂÚ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÌÂÔÓÌflÚÌÓ, Í‡Í ‰Îfl ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓ-
ÒÚÓÂÌ˚ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Â Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl. 

èË ‡Ì‡ÎËÁÂ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜ ÚËÔ‡ Â‡ÍˆËË-‰ËÙÙÛÁËË ËÎË ‡ÌËÁÓÚÓÔÌ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰ËÙÙÛÁËË ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ‚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ó·˚˜ÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ε, Í‡Í O(ε–1). íÓ„‰‡
˝Ú‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÍÓÏÔÂÌÒËÛÂÚÒfl ÏÌÓÊËÚÂÎÂÏ ε ‚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Â Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl (ÒÏ. [31]–[35]). Ç Ì‡¯ÂÈ
‡·ÓÚÂ Ï˚ ÌÂ ÏÓÊÂÏ ÔËÏÂÌËÚ¸ ÚÓÚ ÊÂ ÔËÂÏ, Ú‡Í Í‡Í ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Â Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÌÂ
Û‰‡ÂÚÒfl. ÇÏÂÒÚÓ ˝ÚÓ„Ó Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ‰Û„ÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ ËÚÂ‡ˆËÈ, ÔË‚Ó‰fl˘ÂÂ Í ÏÓ-
‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚Ï, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÏ ÓÚ ε Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl Ë ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË. 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 3. éÚÏÂÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â, ÔÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏ˚ ‰Îfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÈ ÓˆÂÌÍË ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ ËÚÂ‡ˆËÈ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡. éÍÓÎÓ
„‡ÌËˆ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl Ë ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘ËÂ ËÚÂ‡ˆËË ·˚ÒÚÓ ÒıÓ‰flÚÒfl. èÓËÒıÓ‰ËÚ ̋ ÚÓ Á‡ Ò˜ÂÚ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚-
ÍË Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂÂÓ·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÚÂÎ¸ Wk Û˜ËÚ˚‚‡ÂÚ. ç‡ÎË˜ËÂ ˝ÚËı ÛÒ-
ÎÓ‚ËÈ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú ·˚ÒÚÓÂ Á‡ÚÛı‡ÌËÂ Ó¯Ë·ÍË ‚ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÌËÁ ÔÓ ÚÂ˜ÂÌË˛. éÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚

‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl ·˚ÒÚÓÂ ÒÓÍ‡˘ÂÌËÂ Ó¯Ë·ÍË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ ÒËÎÛ Ì‡ÎË˜Ëfl ·ÎÓÍ‡  ‚ (40). ùÚË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ì‡È‰ÛÚ
Ò‚ÓÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëflı 7 Ë 8. 

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÂÂıÓ‰‡ Ò ÒÂÚÍË Ì‡ ÒÂÚÍÛ Ï˚ ‚˚·Ë‡ÂÏ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ Ë
ÔÓÂÍÚÓ: 

(43)

íÂÔÂ¸ ‚ÒÂ „ÓÚÓ‚Ó ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‚ ‚Ë‰Â ‡Î„ÓËÚÏ‡. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜Â-

ÂÁ k0 ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ  Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ  ≠ Ω. 

ÄÎ„ÓËÚÏ
function MGM(xk, bk, k)

{
if k = k0 then

xk := bk; // solve coarse grid problem 
else
{

xk := (xk, bk); // µk presmoothings
dk – 1 := rk(bk – Akxk); // restriction of defect

 := 0; 
for i = 1 to γ do  // recursion

 := MGM( , dk – 1, k – 1);

xk := xk + pk ; // add coarse grid correction

xk := (xk, bk); // νk postsmoothings
} 
return xk;

} 

Ak
2E

pk : �k 1– �k, pk Pk
1– Pk 1– ,=

rk : �k �k 1– , rk pk*
1
4
--- pk

Ú.= =

Ωk
2E Ωk

2E

Ak
1–

�k
µk

ek 1–
0

ek 1–
i ek 1–

i 1–

ek 1–
γ

�k
νk
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ÑÎfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ Ì‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ‚˚·Ë‡Ú¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËË ‰Îfl ÔÂ‰- Ë ÔÓÒÚ-
Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

å‡ÚËˆ‡ ËÚÂ‡ˆËÈ ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

ÑÎfl W-ˆËÍÎ‡ (Ú.Â. γ = 2) ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Ï‡ÚËˆ‡ ËÚÂ‡ˆËÈ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÂÍÛÒËË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [4], [7]): 

(44)

ç‡ÔÓÏÌËÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ:  ∈  – ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ Ú‡Í‡fl, ̃ ÚÓ  = 0, ÂÒÎË ÛÁÂÎ

Ò ËÌ‰ÂÍÒÓÏ i (‚ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÈ ÌÛÏÂ‡ˆËË) ÎÂÊËÚ ‚ , ËÌ‡˜Â  = 1. Ç ‡Ì‡ÎËÁÂ ÏÂÚÓ‰‡ ‚‡ÊÌÛ˛

ÓÎ¸ Ú‡ÍÊÂ Ë„‡ÂÚ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚ¸  ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚

(38). ä‡Í Ë ‚ ‡Á‰. 6, ‰Îfl  ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÙÛÌÍˆË˛ ÒÂÁÍË. éÔÂ‰ÂÎËÏ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ Ï‡-
ÚËˆÛ Φk ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: 

(45)

„‰Â  – ÙÛÌÍˆËfl ÒÂÁÍË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚ ‡Á‰. 6, Ò ξ = 4khk . ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÌÂ ·Û‰ÂÏ

‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÔËÒ‡Ú¸ ËÌ‰ÂÍÒ ξ ‚ . ÑË‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ Φk fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ-ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÓÈ (·Û‰ÂÏ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ÂÂ Ò Ï‡ÚËˆÂÈ Φα ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Wk). 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ  ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓÂÍÚÓ  ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË 

ç‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ . 

ãÂÏÏ‡ 5. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(46)

(47)

ÑÎfl Ï‡ÚËˆ IA Ë IW ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË 

(48)

(49)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚ Ô. 8.2. 

èÂÂÈ‰ÂÏ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ‡ÒÒÏÓÚÂÌË˛ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÔÂ‰- Ë ÔÓÒÚÒ„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ‡-
ˆËÈ. 

ãÂÏÏ‡ 6. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(50)

Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ Ψk Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ ||Ψk|| ≤ c , s > 0 – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚ Ô. 8.2. 

Sk pr,  := I ωk pr, Wk
1– Ak, Sk po,  := I– ωk po, Wk

1– Ak.–

Tk Sk po,
νk I pk Ak 1–

1– rk Ak–( )Sk pr,
µk .=

Mk0

mgm := 0, Mk
mgm Tk Sk po,

νk pk Mk 1–
mgm( )2

Ak 1–
1– rk AkSk pr,

µk , k 1.>+=

Jk
2E

�
Nk Nk×

Jk
2E( )ii

Ωk
2E Jk

2E( )ii

Ωk
W

Ωk
W

Φ̂k := diag ϕ1
ξ … ϕnk

ξ, ,( ), Φk := Îk Φ̂k,⊗

ϕ j
ξ

ϕ i
ξ

Jk
2E Jk

E

Ωk
E := x y,( ) Ω  x 1 αkhk–>∈{ } .

Jk
E

Ak Jk
E Jk

EAk IA,+=

Wk Jk
E Jk

EWk IW .+=

IAAk
1– cp, IA pAk 1–

1– r cp,≤≤

IW Ak
1– cp, IW pAk 1–

1– r cp.≤≤

I ωk po, AkWk
1––( ) I Jk

E–( ) 1 ωk po,–( ) I Jk
E–( ) Ψk+=

hk
sα
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ÅÎ‡„Ó‰‡fl ÎÂÏÏÂ 6 ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl ÔÓÒÚÒ„Î‡ÊË‚‡˛˘ËÂ ËÚÂ-
‡ˆËË ·˚ÒÚÓ ÒıÓ‰flÚÒfl. Ä ËÏÂÌÌÓ, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 7. èÛÒÚ¸  := AkSk, po . Ç˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÎÂÏÏ˚ ‰‡ÌÓ ‚ [22]. éÌÓ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ ÒËÎÂ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË
ÑËËıÎÂ Ì‡ ΓE.

ãÂÏÏ‡ 7. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ d1 > 0, d2 > 0, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ k Ë ε, Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ 

(51)

èÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ 2. Ç ÔÂ‰Ò„Î‡ÊË‚‡ÚÂÎÂ Sk, pr ÔÓÎÓÊËÏ ωk, pr := min{1/4, d1/k2}. 
Ç˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (51) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚ ‚Ë‰Â

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ÓˆÂÌÍ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÚÂ‡ˆËÈ ‚ ÔÓ˜ÚË ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÌÓÏÂ . ùÚ‡

ÌÓÏ‡, Ó‰Ì‡ÍÓ, ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ‰Îfl ‚ÂÍÚÓÓ‚, ÓÚÎË˜Ì˚ı ÓÚ ÌÛÎfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ . èÓ˝ÚÓÏÛ
ÓˆÂÌÍ‡ (51) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘ËÂ ËÚÂ‡ˆËË ·˚ÒÚÓ ÒıÓ‰flÚÒfl ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl.
ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl 2, ÎÂÏÏ˚ 7 Ë ||Φk|| ≤ 1 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 8. èÛÒÚ¸  := AkSk, pr . Ç˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡

èÂÂÈ‰ÂÏ Í ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÂ ‰‚Ûı ·‡ÁÓ‚˚ı ÓˆÂÌÓÍ ‚ ‡Ì‡ÎËÁÂ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ-
‰‡. 

ãÂÏÏ‡ 8 (ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË). ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ c2, ÌÂ Á‡‚Ë-
Òfl˘‡fl ÓÚ k Ë ε, Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ 

(52)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚ Ô. 8.5. 
ãÂÏÏ‡ 9. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ α (ÒÏ. (39)) Ë c1, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ k Ë ε,

Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó 

(53)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚ Ô. 8.3. 
èÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ 3. Ç ÔÓÒÚÒ„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ‡ˆËflı (40) ÔÓÎÓÊËÏ ωk, po := c1.
èÓÎÛ˜‡ÂÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl. 
ãÂÏÏ‡ 10 (ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl). Ç˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ãÂ„ÍÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ (ÒÏ. [22]), ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (53) ‚ÎÂ˜ÂÚ ÓˆÂÌÍÛ 

(54)

íÂÔÂ¸ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÎÂÏÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ (54) Ë ÚÂÓÂÏ˚ 10.6.8 ËÁ [36]. 

S̃k po, Ak
1–

S̃k po,
νk

I Jk
E–( ) 1 ωk po,–( )

νk c4hk
sα .+≤

Φk
1/2 I

d1

k2
-----AkWk

1–– 
  Φk

1/2– 1
d2

k4
-----.–≤

I
d1

k2
-----AkWk

1––
Φk

1
d1

k4
-----.–≤

· Φk

Ωk
W

Φk
1/2 I

d1

k2
-----AkWk

1–– 
  µk

Φk
1/2 I

d1

k2
-----AkWk

1–– 
  Φk

1/2–

 
  µk

Φk
1/2 1

d2

k4
-----– 

  µk

.≤ ≤

S̃k pr, Ak
1–

Φk
1/2S̃k pr,

µk
1

d2

k4
-----– 

  µk

.≤

Jk
EWk Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk–( ) c2 ‰Îfl k≤ 2 3 …., ,=

Wk Ak
1– c1I ‰Îfl k≥ 1 2 …., ,=

AkSk
νkWk

1– 4

c1 2πνk

---------------------.≤

I 2c1AkWk
1–– 1.≤
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éÎ¸¯‡ÌÒÍËÈ

ç‡ÍÓÌÂˆ, Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ËÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ 2, 3 Ë (54) ÒÎÂ‰ÛÂÚ 

(55)

ÅÛ‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÓˆÂÌÍÛ ‰Îfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÔÓÂÍˆËË

Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ cr , ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ k. ç‡Ï Ú‡ÍÊÂ ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú.
ãÂÏÏ‡ 11. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ c3 Ë c5, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ k Ë ε, Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl k = 2, 3, …

‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ 

(56)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚ Ô. 8.6. 
àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ˝ÚË ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÒÌ‡˜‡Î‡ ‰ÓÍ‡ÊÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‚

ÌÓÏÂ:  :=  ‰Îfl B ∈ . 

íÂÓÂÏ‡ 2. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ ËÚÂ‡ˆËÈ ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍ‡

„‰Â s – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ËÁ ÎÂÏÏ˚ 5. 
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ ËÚÂ‡-

ˆËÈ: 

(57)

(58)

éˆÂÌËÏ Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ. Ç ÒËÎÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (46), (47) Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ‡ ËÏÂÂÏ 

ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÓÓÒ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ IA = (I – )IA , „‰Â  –

ÔÓÂÍÚÓ ‰Îfl Ó·Î‡ÒÚË, fl‚Îfl˛˘ÂÈÒfl ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ  Ì‡ ÔÓÎÓÒÛ ¯ËËÌÓÈ hk ‚ÎÂ‚Ó. ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 7

ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ ÒËÎÂ (·˚Ú¸ ÏÓÊÂÚ, Ò ‰Û„ÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ c4), ÂÒÎË ‚ÏÂÒÚÓ  ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ . éˆÂ-
ÌË‚‡ÂÏ Ó·‡ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, äÓ¯Ë Ë ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÎÂÏÏ 8, 10, 11,
ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 7 Ë ÓˆÂÌÍË (55), (48) Ë (49): 

S̃k po, 1, S̃k po, 1.≤≤

rk cr≤

Jk
EAk pk Ak 1–

1– c3, Ak pk Ak 1–
1– c5hk

1– .≤≤

B
A

Ú
A

AkBAk
1–

�
Nk Nk×

Tk A
Ú
A

c νk
1/2– 1 d2/k4–( )

µk
1 ωk po,–( )

νk hk
sα+[ ] hk

1– 1 1 d2/k4–( )
µk

+[ ]+ +{ } ,≤

Tk A
Ú
A

Sk po,
νk I pk Ak 1–

1– rk Ak–( )Sk pr,
µk

A
Ú
A Sk po,

νk Ak
1– pk Ak 1–

1– rk–( ) I Φk
1/2–( ) Φk

1/2+[ ] AkSk pr,
µk

A
Ú
A ≤= =

≤ Sk po,
νk I Jk

E–( ) Jk
E+[ ] Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk

1/2–( )AkSk pr,
µk

A
Ú
A +

+ Sk po,
νk Ak

1– I Jk
E–( ) Jk

E+[ ] I Ak pk Ak 1–
1– rk–( )Φk

1/2AkSk pr,
µk

A
Ú
A.

Sk po,
νk I Jk

E–( ) Jk
E+[ ] Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk

1/2–( )AkSk pr,
µk

A
Ú
A ≤

≤ Sk po,
νk Ak

1– I Jk
E–( )Ak IA–[ ] Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk

1/2–( )AkSk pr,
µk

A
Ú
A +

+ Sk po,
νk Wk

1– Jk
EWk IW+( ) Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk

1/2–( )AkSk pr,
µk

A
Ú
A  =

=  S̃k po,
νk

Ak
1– I Jk

E–( )Ak I Jk
E 1+–( )IA–[ ] Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk

1/2–( )S̃k pr,
µk

+

+ AkSk po,
νk Wk

1– Jk
EWk IW+( ) Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk

1/2–( )S̃k pr,
µk

.

Jk
E 1+ Jk

E 1+

Ωk
E

Jk
E Jk

E 1+

S̃k po,
νk

I Jk
E–( )Ak I Jk

E 1+–( )IA–[ ] Ak
1– pk Ak 1–

1– rk–( ) I Φk
1/2–( )S̃k pr,

µk ≤

≤ S̃k po,
νk

I Jk
E–( ) I Ak pk Ak 1–

1– rk– I Φk
1/2– S̃k pr,

µk
+

+ S̃k po,
νk

I Jk
E 1+–( ) IAAk

1– IA pk Ak 1–
1– rk+( ) I Φk

1/2– S̃k pr,
µk ≤

≤ 1 ωk po,–( )
νk c4hsα+[ ] 1 c5hk

1– cr 2cp+ +( ),

AkSk po,
νk Wk

1– Jk
EWk IW+( ) Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk

1/2–( )S̃k pr,
µk ≤
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àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 8, ÓˆÂÌË‚‡fl ‚ÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ËÁ (58): 

ëÛÏÏËÛfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÓˆÂÌÍË Ë ‚˚·Ë‡fl ÔÓ‰ıÓ‰fl˘Û˛ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÛ c, Ï˚ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏ ÚÂÓÂÏÛ. 
àÁ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ ‰Îfl ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ 2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÚÂÓÂÏ‡ Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„Ó-

ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡.
íÂÓÂÏ‡ 3. Ç ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ÚÂÓÂÏ˚ 2 Ë ÔË ÛÒÎÓ‚ËË Ì‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ-

‡ˆËÈ ‚Ë‰‡

Ò ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÏË ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË cpo, cpr Ë ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ α ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÓˆÂÌ-
Í‡ ‰Îfl ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË W-ˆËÍÎ‡: 

(59)

Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ ξ* < 1, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ k Ë ε.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ cpo, cpr Ë α ‚˚·‡Ì˚ Ú‡ÍËÏË, ˜ÚÓ  ≤ q < 1, k > 1 Ë ‚˚-

ÔÓÎÌÂÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÎÂÏÏ˚ 9. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ξk := . àÁ ÂÍÛÒË‚ÌÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

(44) ‰Îfl  ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ 

(60)

íÂÔÂ¸ ÓˆÂÌÍ‡ ‰Îfl ‰‚ÛıÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ 2 Ë ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Â ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl Ó ÌÂÔÓ‰‚ËÊ-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‰Îfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (60) ‰ÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú ÚÂÓÂÏÛ. 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 4. èÓ‰Ò˜ËÚ‡ÂÏ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸ Ó‰ÌÓ„Ó W-ˆËÍÎ‡. ìÏÌÓÊÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ ‚ÂÍ-

ÚÓ Ì‡ k-Ï ÛÓ‚ÌÂ ËÏÂÂÚ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓfl‰Í‡ O(Nk) = O( ). ëÎÓÊÌÓÒÚ¸ Ó‰ÌÓÈ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘ÂÈ ËÚÂ‡ˆËË

ËÏÂÂÚ ÔÓfl‰ÓÍ O(Nk) + O(nk(lnnk)3). óËÒÎÓ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ ËÏÂÂÚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ k ‚Ë‰‡ νk ~ k Ë µk ~ k4. èÓ-
˝ÚÓÏÛ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ì‡ k-Ï ÛÓ‚ÌÂ ÚÂ·Û˛Ú O(Nk(lnNk)4) ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ. Ç ÒËÎÛ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı
‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ (ÒÏ. [36, „Î. 10]), W-ˆËÍÎ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ËÏÂÂÚ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓfl‰Í‡
O(Nk(lnNk)4), Ú.Â. Í‚‡ÁËÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸. 

8. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ 

8.1. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 2 

èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÓÚÏÂÚËÏ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ‡ÁÌÓÒÚ¸˛ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËË vk ∈  �k ‚ ÛÁÎ‡ı ÒÂÚÍË Ë ÌÓ-
ÏÓÈ ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ x: 

(61)

≤ AkSk po,
νk Wk

1– Jk
EWk Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk

1/2–( ) IW Ak
1– IW pk Ak 1–

1– rk+ +( ) S̃k pr,
µk ≤

≤ 4

c1 2πνk

--------------------- c2 2cp+( ) cν 1/2– .≤

Sk po,
νk Ak

1– I Jk
E–( ) Jk

E+[ ] I Ak pk Ak 1–
1– rk–( )Φk

1/2AkSk pr,
µr

A
Ú
A ≤

≤ S̃k po,
νk

I Jk
E–( ) I Ak pk Ak 1–

1– rk–( ) Φk
1/2S̃k pr,

µk
S̃k po,

νk
Jk

E I Ak pk Ak 1–
1– rk–( ) Φk

1/2S̃k pr,
µk

+( ) ≤

≤ 1 ωk po,–( )
νk c4hsα+[ ] 1 c5hk

1– cr+( ) 1
d2

k4
-----– 

  µk

.

νk cpok, µk cprk
4≥≥

Mk
mgm

A
Ú
A ξ∗≤

Tk Ak
Ú
Ak

Mk
mgm

Ak
Ú
Ak

Mk
mgm

ξk Tk Ak
Ú
Ak

S̃k po,
νk

Jk
EAk pk Ak 1–

1– S̃k po,
ν̃k

I Jk
E–( ) Ak pk Ak 1–

1–+[ ]ξ k 1–
2 rk S̃k pr,

µk ≤+≤

≤ Tk Ak
Ú
Ak

c3 1 ωk po,–( )
νk c4hsα+[ ] c5hk

1–+{ }ξ k 1–
2 cr q cξk 1–

2 .+≤+

nk
2

v k( )x ω
2 v k xi 1+ j,( ) v k xi j,( )–

hk

------------------------------------------------- 
 

2

hk
2,

i j,( ) �∈
∑=
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„‰Â ω ∈ Ω  – ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚ¸ {(x, y) | x ∈  (i0hk, i1hk), y ∈ (0, 1)}, � – Ì‡·Ó ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ (i, j) Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ
i = i0, …, i1 – 1. éÚÏÂÚËÏ Ú‡ÍÊÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ Ak , ‚ÂÍÚÓ u Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒËÒÚÂÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(62)

ìÏÌÓÊËÏ (62) ÒÍ‡ÎflÌÓ Ì‡ ΦDxu. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (10) Ï‡ÚËˆ˚ Ak Ë ËÁÛ˜ËÏ ‚ÍÎ‡‰
Í‡Ê‰Ó„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (22) ‚ÎÂ˜ÂÚ ϕi ≤ hkH + (1 + 3c0)ϕi + 1 . àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ˝ÚÓ ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, ÎÂ„ÍÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ (Û‰Ó·ÌÓ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ¯‡·ÎÓÌÓÏ (11)), ˜ÚÓ 

(63)

á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ui, j – ÁÌ‡˜ÂÌËÂ uk ‚ ÛÁÎÂ ÒÂÚÍË xi, j . èÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ò ÔÂ‚˚Ï Ë ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ ˜ÎÂÌÓÏ ‚
(10) ‰‡˛Ú, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

ëÓ·Ë‡ÂÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚ÏÂÒÚÂ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÚÓ, ˜ÚÓ εk >  Ë c0 < 4/9, Ë ÔËÏÂÌflÂÏ ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó äÓ¯Ë ‰Îfl ÓˆÂÌÍË 〈Mkf, Dxu〉 . í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÓˆÂÌÍÛ Ò ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚÓÈ c = (1/3 – 3c0/4) > 0: 

ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ÂÌÓ ‚ ÒËÎÛ (13), (61).
íÂÔÂ¸ ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ (23) ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ ÓˆÂÌÍÛ

(64)

v k( )x
2 yd

ΓW

∫ hk

v 1 j, v 0 j,–
hk

------------------------- 
 

2

.
j 1=

nk

∑=

Aku Mkf .=

Dku Dxu,〈 〉 Φ
1
3
---

c0

4
----– 

  hk
2ϕ i

ui j, ui 1– j,–
hk

-------------------------- 
 

2

j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑ hkH
12

--------- hk
2 ui 1+ j, ui j,–

hk

--------------------------- 
 

2

.
j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑–≥

ε Ayu Dxu,〈 〉 Φ ε hk
2ϕ i

ui j 1–, 2ui j,– ui j 1+,+

hk
2

-------------------------------------------------- 
  ui j, ui 1– j,–

hk

-------------------------- 
   =

j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑–=

=  
hkε
2

------- hk
2ϕ i

ui j 1+, ui j,– ui 1– j 1+,– ui 1– j,+

hk
2

------------------------------------------------------------------------ 
  2 ε

2
--- hk

2 ϕ i 1+ ϕ i–
hk

--------------------- 
  ui j 1+, ui j,–

hk

--------------------------- 
 

2

0,≥
j 0=

nk

∑
i 1=

nk

∑–
j 0=

nk

∑
i 1=

nk

∑

εk Axu Dxu,〈 〉 Φ εk– hk
2ϕ i

ui 1 j,– 2ui j,– ui 1+ j,+

hk
2

-------------------------------------------------- 
  ui j, ui 1– j,–

hk

-------------------------- 
   =

j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑=

=  
εkϕ1

2
---------- hk

u1 j, u0. j–
hk

---------------------- 
 

2

j 1=

nk

∑ hkεk

2
--------- hk

2ϕ i

ui 1– j, 2ui j,– ui 1+ j,+

hk
2

-------------------------------------------------- 
  2

+
j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑+

+
εk

2
---- hk

2 ϕ i 1+ ϕ i–
hk

--------------------- 
  ui 1+ j, ui j,–

hk

--------------------------- 
 

2

≥
j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑

≥
εkϕ1

2
---------- hk

u1 j, u0 j,–
hk

---------------------- 
 

2 c0

2
---- hk

2ϕ i

ui j, ui 1– j,–
hk

-------------------------- 
 

2 εkH
2

--------- hk
2 ui 1+ j, ui j,–

hk

--------------------------- 
 

2

.
j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑–
j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑–
j 1=

nk

∑
εk

εkϕ1

2
---------- uk( )x

2 yd

ΓW

∫ c Dxu Φ
2 ≤+

≤ Mkf Dxu,〈 〉 Φ
hk

12
------

εk

2
----+ 

  H hk
2 ui 1+ j, ui j,–

hk

--------------------------- 
 

2

c 1– Mkf Φ
2 2εkH uk( )x

2;+≤
j 1=

nk

∑
i 1=

nk

∑+

εk uk( )x
2 C f k

2.≤
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ÑÓÍ‡ÊÂÏ (64) Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ C = . Ç (6) ÔÓÎÓÊËÏ vk = uk, ÔÓÎÛ˜ËÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ε||(uk)y||2 + εk||(uk)x||2 =
= (fk, uk). íÂÔÂ¸ (64) ·Û‰ÂÚ ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ËÁ ÓˆÂÌÍË ‰Îfl �2-ÌÓÏ˚ 

(65)

èÓ‚Â‰ÂÏ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl, ÒıÓ‰Ì˚Â Ò ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ ÓˆÂÌÍË �2-ÌÓÏ˚ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ

Á‡‰‡˜Ë. Ä ËÏÂÌÌÓ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ E =  ⊗ , „‰Â  – ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡
‡ÁÏÂ‡ nk × nk Ò ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË eii = exp(ihk). ç‡È‰ÂÏ Ï‡ÚËˆÛ E–1AkE. çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl
ÔË‚Ó‰flÚ Í ‡ÁÎÓÊÂÌË˛

„‰Â B – ÍÓÒÓÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡, ‡ Ï‡ÚËˆ‡ M ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ¯‡·ÎÓÌÛ

ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ÚÂÓÂÏ˚ ÉÂ¯„ÓËÌ‡ Ë ÓˆÂÌÍË  ≤ hk , ÎÂ„ÍÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ λmin(M + MÚ) > 2/3 ÔË

hk ≤ 1/4. í‡Í Í‡Í ‰Îfl ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı Ï‡ÚËˆ ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ax, Ay, Dx > 0 Ë B = –BÚ, ÚÓ

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ z = E–1u Ë, ÔËÏÂÌË‚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó äÓ¯Ë, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(66)

í‡Í Í‡Í ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ Ï‡ÒÒ λmax ≤ 1, ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÓˆÂÌÍË 

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ˝ÚË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚ (66), Ï˚ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏ (65). ãÂÏÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
ÅÎ‡„Ó‰‡fl Ò‚flÁË (61) ÏÂÊ‰Û ÌÓÏÓÈ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-˝ÎÂÏÂÌÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ uk Ë ‚ÂÍÚÓÓÏ ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ

‚ ÛÁÎ‡ı u = Pkuk ËÏÂÂÏ 〈Axu, u〉 = ||(uk)x||2, Ë, ‚ ÒËÎÛ (8), ||u||  ||uk||. èÓ˝ÚÓÏÛ ÓˆÂÌÍ‡ (64) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
Á‡ÔËÒ‡Ì‡, ‚ ‚Ë‰Â 

(67)

‡ ÓˆÂÌÍ‡ (65) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ ‚ ‚Ë‰Â 

(68)

8.2. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÎÂÏÏ 5 Ë 6 

èÓ‚ÂËÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (46). èÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ Ak , Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ‚Ë‰Â ¯‡·ÎÓÌ‡ (11), ÎÂ„ÍÓ
ÔÓ‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ IA Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó z ∈ �k ‡ÒÒÏÓÚËÏ

y = IAz. ÑÎfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ‚ÂÍÚÓ‡ y, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÛÁÎ‡Ï Ì‡ ÎÂ‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ , ËÏÂÂÏ

ÔË˜ÂÏ c1, c2 ~ . éÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ y ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛. 

3e

uk C f k .≤

Îk Ê Ê

E 1– AkE εAy εk Ax B
3
2
---e

hk–
Dx M,+ + + +=

0 0 a13

a21 a22 a23

a31 0 0

, „‰Â

a22
2
3
--- 1 e

hk–
–
hk

----------------- 
  , a13

1
6
--- e

hk 1–
hk

--------------- 
  ,= =

a21 a23 εk
e

hk e
hk–

2–+

2hk
2

-----------------------------
 
 
 

, a31
1
6
--- 1 e

–hk–
hk

----------------- 
  .= = =









εk
7
6
---

E 1– AkEz z,〈 〉 Mz z,〈 〉 1
3
--- z 2 z∀ Xk.∈≥ ≥

E 1– Mkf
1
3
--- E 1– u .≥

E 1– Mkf Mkf Mk
1/2f≤ ≤ f k ,=

E 1– u e 1– u e 1– Mk
1/2u≥ ≥ e 1– uk .=

�

εk Axu u,〈 〉 C Aku
2,≤

u C Aku .≤

Ωk
E

yi c1zi 1+ c2zi 1 nk+ + ,+=

hk
1–
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èÓÎÓÊËÏ z = f. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÙÛÌÍˆË˛ z = Pkz ∈ �k. áÌ‡˜ÂÌËfl z ‚ ÛÁÎÂ (ihk, jhk) Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛ÚÒfl

˜ÂÂÁ zij. èÛÒÚ¸ i = nk + 1 – αk – ËÌ‰ÂÍÒ ÛÁÎÓ‚ Ì‡ ÎÂ‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ . ëÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:

íÂÔÂ¸ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÓˆÂÌÍÓÈ (37):

ëÛÔÂÔÓÁËˆËfl ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‰‚Ûı ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ ‰‡ÂÚ ||y|| ≤ c||f||, ˜ÚÓ ÔÓ ÔÓÒÚÓÂÌË˛ y ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ

í‡ÍÊÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ

Ñ‡ÎÂÂ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÍÚÓ y = IWz, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‰ÓÒÎÓ‚ÌÓ ÔÓ‚ÚÓfl˛ÚÒfl ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl, ÔË‚Â‰ÂÌ-
Ì˚Â ‚˚¯Â. èÓÎÛ˜‡ÂÏ

ãÂÏÏ‡ 5 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
èÂÂÈ‰ÂÏ Í ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û ÎÂÏÏ˚ 6. ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ (50) Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ-

„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ z ∈  �k ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ y = (I – )z, ÔÓÎÛ˜ËÏ ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Wk

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ

íÂÔÂ¸ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÍÚÓ  = (I – )z. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ , ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ

ÛÁÎ‡Ï ÒÂÚÍË ‚ Ω\ , ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛. 

ÇÌÂ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË 

‚ ÒËÎÛ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 3 η – ξ = khk  ËÏÂÂÏ

ÔÓ˝ÚÓÏÛ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó îË‰ËıÒ‡ ‚ ÔÓÎÓÒÂ ¯ËËÌÓÈ αkhk Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ε ≤ 2hk ‰Îfl

ÓˆÂÌÍË , ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

Ak
1–

Ωk
E

y 2 chk
2– hk

2zij
2 .

j 1=

nk

∑≤

hk
2zij

2

j 1=

nk

∑ chk
2 f 2.≤

IAAk
1– c.≤

IA pAk 1–
1– r c.≤

IW Ak
1– c, IW pAk 1–

1– r c.≤≤

AkWk
1– I Jk

E–( )z Ak
2EWk

1– I Jk
E–( )z.=

Ak
2EWk

1– Jk
E

y I Jk
E–( )z Φα 4

ε
h2
----- Dx+ 

  Wk
1– I Jk

E–( )z.–=

Ψk Φα 4
ε
h2
----- Dx+ 

  Wk
1– I Jk

E–( ).=

z̃ Wk
1– Jk

E z̃

Ωk
E

Ωk
3E/2 := x y,( ) Ω∈   x 1

3αk
2

----------hk–>
 
 
 


 α

2
--- 



Dxz̃ Ω\Ωk
3E/2 chk

α
12
------

z ;≤

1
2
---

4
ε
h2
----- z̃

4
ε
h2
----- Dx+ 

  z̃
Ω\Ωk

3E/2
cαkhk

α /12 z .≤
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Ç ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË  ·Î‡„Ó‰‡fl Ï‡ÎÓÒÚË ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ï‡ÚËˆ˚ Φα ËÏÂÂÏ

ëÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ ÓˆÂÌÓÍ ‚ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚflı ‰‡ÂÚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (50). ãÂÏÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 

8.3. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 9 

ç‡ÔÓÏÌËÏ ‚Ë‰ ÔÂÂÓ·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÚÂÎfl ËÁ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ‡ˆËÈ (ÒÏ. (42)): 

ç‡¯‡ ˆÂÎ¸ – ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ: ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ c Ú‡-
Í‡fl, ˜ÚÓ

éÌÓ, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÓˆÂÌÍÂ 

(69)

ç‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·flÚÒfl ÓˆÂÌÍË

(70)

(71)

Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË c1, c > 0. çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (70) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ (24) Ë (67), (71) ÒÎÂ‰Û-
ÂÚ ËÁ (23), ‡ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ H ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‚ ‡Á‰. 6 (‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â 1 – ξ = 2αkhk – ¯ËËÌ‡ Ó·Î‡ÒÚË

). çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏË ÔÓ‚ÂflÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ  Ï‡ÚËˆÛ ÔÓÂÍˆËË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ak Ì‡ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚ¸ Ω' = Ω\ , Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ,

ÔÓÎÛ˜ËÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ Ak =  + , 〈 z, z〉 = 0 ∀ z. Ç˚‚Ó‰ËÏ ÓˆÂÌÍÛ

ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (10).

èÓ‰ÓÎÊËÏ ÓˆÂÌÍÛ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡  ≤ c ,  ≤ c , „‰Â  –

‡Ò¯ËÂÌËÂ Ω' ‚Ô‡‚Ó Ì‡ ÔÓÎÓÒÛ ¯ËËÌÓÈ hk . Ñ‡ÎÂÂ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÓˆÂÌÍÓÈ ÒÌËÁÛ Φα ≥ cI ‚ .
èÓÎÛ˜‡ËÏ

ç‡ÍÓÌÂˆ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÍÓÏÏÛÚËÛÂÏÓÒÚ¸ Ay Ë Φα, Ë Ay ≤ 4 I, ËÏÂÂÏ

(72)

Ωk
3E/2

Φα 4
ε
h2
----- Dx+ 

  z̃
Ωk

3E/2
chk

α /6 1– z̃ cαkhk
α /6 z .≤ ≤

Wk 4
ε
hk

2
-----Φα Φα Dx Ak

2E.+ +=

Wk Ak
1– cI .≥

Wkz Akz,〈 〉 c Akz
2 z∀ Xk.∈≥

Akz Φz,〈 〉 ε Ayz z,〈 〉 Φ
9
4
---Hεk

2 Axz z,〈 〉– ε Ayz z,〈 〉 Φ cHεk Akz
2,–≥ ≥

Akz ΦDxz,〈 〉 c1 Dxz Φ
2 cH Akz

2–≥

Ωk
2E

H
8
27
------hk

α
2
--- 2 1–ln

.<

Ak' Ωk
2E

Ak' Ak
2E Ak' Ak

2E

Akz
2 Ak' z

2
Ak

2Ez
2

3ε2 Ayz Ω'
2 3εk

2 Axz Ω'
2 3 Dkz Ω'

2 Ak
2Ez

2
;+ + +≤+=

Axz Ω' hk
1– Dxz Ω+'

Dkz Ω' Dxz Ω+'
Ω+'

Ω+'

Akz
2 cε2 Ayz Φα

2 c Dxz Φα

2 Ak
2Ez

2
.+ +≤

hk
2–

Akz
2 c

ε
hk

---- 
  2

Ayz z,〈 〉 Φα
c Dxz Φα

2 Ak
2Ez

2
.+ +≤
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éÎ¸¯‡ÌÒÍËÈ

íÂÔÂ¸ ÔËÏÂÌËÏ ÓˆÂÌÍË (70), (71); ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

í‡Í Í‡Í H ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ Û·˚‚‡ÂÚ Ò ÓÒÚÓÏ α, ÚÓ ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ
ˆÂÎÓÂ α, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ÂÂ ÓÚ k Ë ε, Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡

·Û‰ÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î‡, Ë ÔÓÒÎÂ‰Ìflfl ÓˆÂÌÍ‡ ‚ ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËË Ò (72) ‰ÓÍ‡ÊÂÚ (69), ‡ ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ë
ÎÂÏÏÛ.

8.4. éˆÂÌÍË ‰Îfl u – uk 

èÓ‰ÓÎÊËÏ ‚˚‚Ó‰ „ÎÓ·‡Î¸Ì˚ı ÓˆÂÌÓÍ ÌÓÏ˚ Ó¯Ë·ÍË u – uk . ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, u Ë uk – Â¯ÂÌËfl
Á‡‰‡˜ (7) Ë (6) Ò Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛ f = fk ËÁ �k . 

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Â„ÛÎflÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÛıÛ‰¯‡ÂÚÒfl ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂ-
Í‡ÌËfl ΓE . ùÚÓ Á‡ÚÛ‰ÌflÂÚ ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚÂÎ¸Ì˚ı ÓˆÂÌÓÍ Ì‡ Ó¯Ë·ÍÛ ‚·ÎËÁË ΓE . èÓ˝ÚÓÏÛ

Ï˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓ‰Ó·ÎÓÒÚ¸ , ÓÚ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ÓÚ ΓE , ‚ ÍÓÚÓÓÈ ËÌÚÂÂÒÛ˛˘ËË Ì‡Ò ÓˆÂÌÍË ·Û‰ÛÚ

‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl. àÚ‡Í, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ  Ë ÌÓÏÛ ÔÓ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË: 

ãÂÏÏ‡ 12. àÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍË 

(73)

(74)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. éˆÂÌÍ‡ (73) ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (32) Ë (36) ‚ ÒËÎÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ-
„ÓÎ¸ÌËÍ‡. çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (74) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÓˆÂÌÍË

„‰Â  Ë  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ‚ ÎÂÏÏ‡ı 1 Ë 4. íÂÔÂ¸ ÓˆÂÌÍ‡ Ì‡ ÔÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ̃ ‡ÒÚË ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ËÁ ÎÂÏÏ˚ 1, ÔËÏÂÌÂÌÌÓÈ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ϕ = ϕξ, ‰‡ÂÚ ξ = 1 – εk|lnεk |, ÓˆÂÌÍ‡ Ì‡ ‚ÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ËÁ ÎÂÏ-

Ï˚ 4, ÔËÏÂÌÂÌÌÓÈ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ϕi = , ‰‡ÂÚ ξ = 1 – 4hk|lnhk |. éˆÂÌÍ‡ Ì‡ ÚÂÚ¸Â ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚Ë‰‡

‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ‚ ÎÂÏÏÂ 4.3 ËÁ [22]. 
éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ˝ÚÓ„Ó ‡Á‰ÂÎ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl 

ãÂÏÏ‡ 13. èÛÒÚ¸ Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ (7) Ë (6) ÔË fk ∈ �k ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ‚ . íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌ-
Í‡ 

(75)

Wkz Akz,〈 〉 4
ε
hk

2
-----Φαz Akz, Φα Dxz Akz,〈 〉 Ak

2Ez
2 ≥+ +=

≥ 4
ε
hk

---- 
  2

Ayz z,〈 〉 Φα
c1 Dxz Φα

2 c 1 9
εεk

hk
2

-------+ 
  H Akz

2– Ak
2Ez

2
.+ +

c 1 α9
4
---

εεk

hk
2

-------+ 
  H

Ωk
int

Ωk
int

Ωk
int := x y,( ) Ω  x 1 3khk–<∈{ } ,

· int := ·
L2 Ωk

int( )
.

u uk–( )x int c f k ,≤

u uk–( )y int c
hk

ε
---- f k .≤

u uk–( )y int uy ûy– int uk( )y ûk( )y– int ûk( )y ûy– int,+ +≤

û ûk

ϕ i
ξ

ûk( )y ûy– c
hk

ε
---- f k≤

Ωk
W

u uk– int c
hk

2

ε
----- f k .≤
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ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. éÔÂ‰ÂÎËÏ ek := u – uk . èÛÒÚ¸ w ∈ �
2
(Ω) fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë 

(76)

á‰ÂÒ¸  = ek ‚  Ë  = 0 ‚ Ω\ . 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë ΓE – „‡ÌËˆ‡ “‚ÚÂÍ‡ÌËfl”, ‡ ΓW – „‡ÌËˆ‡ “‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl”. ìÏÌÓÊË‚
(76) Ì‡ ek , ËÌÚÂ„ËÛfl ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ, ÔÓÎÛ˜ËÏ 

àÁ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË ÔÓ É‡ÎÂÍËÌÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ vk ∈ �h 

(77)

èÛÒÚ¸ Ωw – ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚ¸, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË 6; ÓÔÂ‰ÂÎËÏ Ú‡ÍÊÂ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚ¸ ÓÍÓÎÓ „‡-
ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl Ωe := {(x, y) ∈ Ω  | x > 1εk|lnhk |}, ‡ ÓÒÚ‡‚¯Û˛Òfl ˜‡ÒÚ¸ Ó·Î‡ÒÚË Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ
ω = Ω\(Ωw ∪ Ω e). Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â vk ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÛÁÎÓ‚ÓÈ ËÌÚÂÔÓÎflÌÚ Í w. íÂÔÂ¸ ÓˆÂÌËÏ ÒÍ‡ÎflÌ˚Â ÔÓ-
ËÁ‚Â‰ÂÌËfl ËÁ (77). èË ˝ÚÓÏ ËÌÚÂ„‡Î˚ ÔÓ ω, Ωw Ë Ωe ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡Á‰ÂÎ¸ÌÓ. å˚ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÏ
(77), Í‡Í 

(78)

èÓÎÛ˜‡fl ÔÂ‚ÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ (78), Ï˚ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÓÌÌ˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË �k , ‡
ÔÓÎÛ˜‡fl ‚ÚÓÓÂ – ÓˆÂÌÍ‡ÏË (73), (74) Ë Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂÏ 1 Í ÓˆÂÌÍÂ (32) ‰Îfl �2-ÌÓÏ˚ Ò p = 0. 

ëÎ‡„‡ÂÏÓÂ IW ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ËÌÚÂ„‡Î˚ ÔÓ Ωw: 

ÑÎfl ÓˆÂÌÍË IW ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 6 Ë ‡ÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ËÁ
(14) ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í Â¯ÂÌË˛ ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (76): 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÓˆÂÌËÏ ËÌÚÂ„‡Î˚, ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ IE , ÌÓ ÚÂÔÂ¸ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ  (Ô‡‚‡fl
˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (76)), ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ΓE (Ì‡ ‡ÒÚÓflÌËË 3khk > εk (|lnhk | + |lnεk |)). ÑÎfl
ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (76) ΓE fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ÌËˆÂÈ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl, Ë Ï˚ ÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÓˆÂÌÍ‡ÏË (28)–(30) Ò
p = 1/2 ‰Îfl Â¯ÂÌËfl w Ë Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË  (ÒÏ. Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, 

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚ (78) Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ε ≤ hk , ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ãÂÏÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 

εwyy– εkwxx wx–– êk ‚ Ω, w 0 Ì‡ ∂Ω.= =

êk Ωk
int êk Ωk

int

ek int
2 ε ek( )y wy,( ) εk ek( )x wx,( ) ek( )x w,( )+ + ak ek w,( ).= =

ek int
2 ek( )y w v k–( )y,( ) εk ek( )x w v k–( )x,( ) ek( )x w v k–,( ).+ +=

ek int
2 cεhk ek( )y ω w

H
2 ω( )
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+ +

+ chk
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2 f k
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3
--- êk IW IE.+ +≤+ +
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Ωw cε ek( )y Ωw wy chk ε f k wy chk f k êk ,≤≤ ≤
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Ωw cεk ek( )x Ωw wx cεk hk f k wx cεk f k êk ,≤ ≤ ≤
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êk

êk
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Ωe cε ek( )y wy Ωe c ε f k wy Ωe chk f k êk ,≤≤ ≤

εk ek( )x w v k–( )x,( )
Ωe cεk ek( )x wx Ωe c εk f k wx Ωe chk f k êk ,≤ ≤≤

ek( )x w v k–,( )
Ω2E chk ek( )x wx Ωe chk f k êk .≤≤

1
2
---

ek int
2 c

hk
2

ε
----- f k êk chk f k êk+≤ c

hk
2

ε
----- f k ek int.=
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8.5. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 8 

Ç ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓÏ ÏÂÚÓ‰Â ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Ëı ÔË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡-
ÏË, ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ó·˚˜ÌÓ ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ ÓˆÂÌÍÂ ‰Îfl �2-ÌÓÏ˚ Ó¯Ë·ÍË
u – uh . èÓ‰ıÓ‰fl˘‡fl ÓˆÂÌÍ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ‚ ÚÂÓÂÏÂ 13. é‰Ì‡ÍÓ ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‰ÓÔÓÎÌË-
ÚÂÎ¸Ì‡fl ÚÛ‰ÌÓÒÚ¸: ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡ ak(·, ·) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÚ‡·ËÎËÁËÛ˛˘ÂÈ ‰Ó·‡‚ÍË, ‡ ÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÚ ÌÓÏÂ‡ ÛÓ‚Ìfl k. éˆÂÌÍË ‰Îfl u – uh ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰‡ÎÂÂ ·Û‰ÛÚ ‰Ó-
Í‡Á‡Ì˚ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÎÂÏÏ˚ ‰Îfl ÔÂÓ‰‡ÎÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÚÛ‰ÌÓÒÚË. 

Ç‚Â‰ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

èÛÒÚ¸ b ∈ Xk Á‡‰‡ÌÓ. å˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÓˆÂÌÍÛ

Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ c, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ k, ε Ë b. èÓÎÓÊËÏ

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ fk ∈ . ÑÎfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ fk ÓÔÂ‰ÂÎËÏ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‰ËÒÍÂÚÌ˚Â Ë ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â
Â¯ÂÌËfl: 

(79)

àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (61) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(80)

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı v ∈ �k . àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ||Φk|| ≤ 1. èÓÎÛ˜ËÏ 

èÓ‰ÓÎÊËÏ ÓˆÂÌÍÛ ‚ ÒËÎÛ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ (79) Ë ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (80): 

(81)

Ç˚¯Â ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÓÒ¸ ‚ÎÓÊÂÌËÂ Ω\  ⊂ Ω int . àÁ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 4 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

(82)

�k
0
 := v k �k  v k x( ) 0 ‰Îfl ‚ÒÂı x Ωk

W∈=∈{ } .

Jk
EWk Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk–( )b c b≤

f k := Pk*( ) 1–
I Φk–( )b.

�k
0

uk �k: ak uk v k,( )∈ f k v k,( ) v k �k,∈∀=

u �: ak u v,( )∈ f k v,( ) v �,∈∀=

uk 1– �k 1– : ak 1– uk 1– v k 1–,( )∈ f k v k 1–,( ) v k 1– �k 1– ,∈∀=

ũ �: ak 1– ũ v,( )∈ f k v,( ) v �.∈∀=

v x Ω\Ωk
E Jk

EDxPk
1–
v=

Wk 4
ε
hk

2
-----Φα Φα Dx Ak

2E.+ +=

Jk
EWk Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk–( )b ≤

≤ c
ε
hk

2
----- Jk

E Ak
1– pk Ak 1–

1– rk–( ) I Φk–( )b Jk
EDx pk Ak 1–

1– rk I Φk–( )b .+

Jk
EWk Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk–( )b c

ε
hk

2
----- uk uk 1––

Ω\Ωk
E uk( )x Ω\Ωk

E uk 1–( )x Ω\Ωk
E+ + 

  ≤≤

≤ c
ε
hk

2
----- uk uk 1–– int uk( )x int uk 1–( )x int+ + 

  ≤

≤ c
ε
hk

2
----- u uk– int ũ uk 1–– int u ũ– int+ +( ) uk( )x int uk 1–( )x int+ + 

  .

Ωk
E

uk( )x int uk 1–( )x int+ c f k ,≤
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‡ ÎÂÏÏ‡ 13 ‚ÎÂ˜ÂÚ 

(83)

ç‡ÍÓÌÂˆ, ‰‡ÎÂÂ Ï˚ ‰ÓÍ‡ÊÂÏ ÎÂÏÏÛ 15, ËÁ ÍÓÚÓÓÈ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 

(84)

ÖÒÎË Ï˚ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ (82), (83) Ë (84) ‚ (81), ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÎÂÏÏ‡ 8 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÎÂÏÏ˚ 15 Ì‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl
ãÂÏÏ‡ 14. èÛÒÚ¸ g ∈ H1(Ω), u(x, y) fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë 

(85)

èÛÒÚ¸ ω := {(x, y) ∈ Ω |  x < 1 – εk|lnεk |}, ÚÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ 

(86)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ v(x, y) := dξ. éÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-

flÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ 

(87)

Ë Í‡Â‚˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ v = 0 Ì‡ ∂Ω\ΓE, vx = 0 Ì‡ ΓE . á‰ÂÒ¸ uW(x, y) = ux(0, y) Ë 

(88)

íÂÔÂ¸ ÓˆÂÌÍ‡ (86) ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û 

(89)

éˆÂÌÍ‡ (89), ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (32) Ò p = 1/2 (Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1) Ë (88). ãÂÏÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ˝ÚÓÈ ÎÂÏÏ˚ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ãÂÏÏ‡ 15. èÛÒÚ¸ u Ë  – ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â Â¯ÂÌËfl, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ‚ (79). Ç˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡ 

(90)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ê‡ÁÌÓÒÚ¸ e := u –  Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ 

(91)

Ò g = – . íÂÔÂ¸ ÔËÏÂÌflÂÏ ÎÂÏÏÛ 14. èÓÎÛ˜‡ÂÏ 

uk u– int uk 1– ũ– int+ c
hk

2

ε
----- f k .≤

u ũ– chk f k .≤

Jk
EWk Ak

1– pk Ak 1–
1– rk–( ) I Φk–( )b c f k c b .≤ ≤

–εuyy εkuxx– ux+ gx, u ∂Ω 0.= =

u int c g L2 ω( ) hk g hk ux( )2 yd

ΓW

∫ 
 
  1/2

+ +
 
 
 

.≤

u ξ y,( )
0

x∫

–εv yy εkv xx– v x+ g εkuW+=

εkuW εk ux( )2 yd

ΓW

∫ 
 
  1/2

=
3
2
---hk ux( )2 yd

ΓW

∫ 
 
  1/2

.≤

v x int c g L2 ω( ) hk g hk ux( )2 yd

ΓW

∫ 
 
  1/2

+ +
 
 
 

.≤

ũ

u ũ– int chk f k .≤

ũ

–εeyy εkexx– ex+ gx, e ∂Ω 0,= =

δhkũx

e int c g L2 ω( ) hk g hk ex( )2 yd

ΓW

∫ 
 
  1/2

+ +
 
 
 

≤≤

≤ chk ũx L2 ω( ) hk ũx ũx( )2 yd

ΓW

∫ 
 
  1/2

ux( )2 yd

ΓW

∫ 
 
  1/2

+ + +
 
 
 

c1hk f k .≤
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á‰ÂÒ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ÓˆÂÌÍË (14), (32) Ò p = 0 Ë (29) Ò p = 1/2 (Ì‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ supp(fk) ⊂ Ω \ ).
ãÂÏÏ‡ 15 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 

8.6. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 11 

ÇÚÓÓÂ ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ ‚ (56) Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ ‚ ÒËÎÛ ÓˆÂÌÓÍ ||Ak|| ≤ c  Ë  ≤ c (ÒÏ. (68)). ÑÓÍ‡ÊÂÏ
ÔÂ‚ÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ (56). Ç˚·ÂÂÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ g ∈ Xk – 1 , ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎËÏ
gk − 1 := ( )–1g ∈ �k – 1 . èÛÒÚ¸ uk – 1 ∈ �k – 1 fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ

íÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ  = uk – 1 . ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ u ∈ � Á‡‰‡ÂÚÒfl ‡-
‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ

ÑÓÍ‡ÊÂÏ ÓˆÂÌÍÛ Ì‡ . ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚‚Â‰ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  := {vk ∈ �k | vk = 0 ‚ ΩE}
Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ˆÂÔÓ˜ÍÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ

(92)

éÔÂ‰ÂÎËÏ ek – 1 := u – uk – 1 Ë Ω' = Ω\ΩE. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÎÂÏÏ˚ 12, ‰Îfl ÔÂ‚Ó„Ó ˜ÎÂÌ‡ ‚ (92)
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ: (Ú‡Í Í‡Í supp(vk) ⊂ Ω ') 

(93)

ÑÎfl ‚ÚÓÓ„Ó ˜ÎÂÌ‡ ‚ (92) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(94)

éˆÂÌÍË ËÁ (92), (93) Ë (94) ‚ÎÂÍÛÚ 

(95)

ΩW

hk
1– Ak 1–

1–

Pk 1–*

ak 1– uk 1– v k 1–,( ) gk 1– v k 1–,( ) v k 1– �k 1– .∈∀=

Ak 1–
1– g Pk 1–

1–

ak 1– u v,( ) gk 1– v,( ) v �.∈∀=

Jk
EAk pk Ak 1–

1–
�k

e

Jk
EAk pk Ak 1–

1– g
Ak pkPk 1–

1– uk 1– Jk
Ey,〈 〉

y
---------------------------------------------------- c

ak uk 1– v k,( )
v k

-----------------------------
v k �k

e∈
max≤

y Xk∈
max= ≤

≤ c
ak 1– uk 1– v k,( )

v k

-----------------------------------
v k �k

e∈
max c

ak uk 1– v k,( ) ak 1– uk 1– v k,( )–
v k

-----------------------------------------------------------------------.
v k �k

e∈
max+

ak 1– uk 1– v k,( ) ak 1– ek 1– v k,( ) ak 1– u v k,( )+ chk ek 1–( )x L2 Ω'( ) v k( )x ε ek 1–( )y L2 Ω'( ) v k( )y ++≤ ≤

+ ek 1–( )x L2 Ω'( ) v k gk 1– v k,( ) c ek 1–( )x L2 Ω'( )
ε
hk

---- ek 1–( )y L2 Ω'( )+ 
  v k≤ gk 1– v k ≤+ +

≤ c gk 1– v k c g v k .≤

ak uk 1– v k,( ) ak 1– uk 1– v k,( )– δhk uk 1–( )x v k( )x,( ) ≤=

≤ c uk 1–( )x L2 Ω'( ) v k c gk 1– v k c g v k .≤ ≤

Jk
EAk pk Ak 1–

1– g c g .≤

í‡·ÎËˆ‡ 1

Peh 
h

1/8 1/32 1/128 1/512

1  9 (0.09) 12 (0.15) 11 (0.15) 12 (0.15) 

10 7 (0.05) 8 (0.07) 8 (0.07) 8 (0.07) 

1e + 3 10 (0.12) 11 (0.15) 11 (0.15) 11 (0.15) 

1e + 5 10 (0.12) 11  (0.15) 11 (0.15) 11 (0.15)
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9. óËÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ 

èË‚Â‰ÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚, ˆÂÎ¸ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ
‡Ì‡ÎËÁ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚‡ÊÌ˚Â ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡ Ë Á‡‰‡˜Ë Ë ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ
ÒÏ˚ÒÎÂ ÚÓ˜ÂÌ. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl Ï˚ Û‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ÏÓÊÌÓ ÌÂ ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflÏ
Ó· Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ˜ËÒÎ‡ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ 3 Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡. 

Ç ‚˚˜ËÒÎÂÌËflı ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚:  ËÁ (5) ‡‚ÌÓ 1/2. ùÍÒÔÂË-
ÏÂÌÚ˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‚ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ‡ˆËflı ÌÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË Â¯‡Ú¸ ÒËÒÚÂÏÛ ÓÍÓÎÓ „‡-
ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl “ÚÓ˜ÌÓ”. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÌÂÏÌÓ„Ó ÛÔÓ˘ÂÌÌ˚È ‚Ë‰ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ: ÔÂ- Ë

ÔÓÒÚÒ„Î‡ÊË‚‡ÌËfl – Ú‡ÍËÂ, Í‡Í ‚ (40), Ò ωk = 1 Ë Wk = 4 I + Dx (Ò. Ò (42)). Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË

·‡ÎÒfl ‚ÂÍÚÓ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ˜ËÒÂÎ, Ë ÌÛÎÂ‚ÓÈ ‚ÂÍÚÓ Í‡Í Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ. äËÚÂËÈ ÓÒÚ‡-
ÌÓ‚ÍË ËÚÂ‡ˆËÈ – ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ÌÂ‚flÁÍË ‚ 109 ‡Á. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÓˆÂ-
ÌË‚‡Î‡Ò¸ ‚ ÌÓÏÂ . çËÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ: Peh := h/(2ε). 

Ç ‡·ÓÚÂ ‰ÓÍ‡Á‡Ì˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË W-ˆËÍÎ‡. ëÌ‡˜‡Î‡ ÔË‚Â‰ÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‚˚˜ËÒ-
ÎÂÌËÈ ‰Îfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó V-ˆËÍÎ‡ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Ò µk = νk = 2. Ç Ú‡·Î. 1 ‰‡ÌÓ ˜ËÒÎÓ ËÚÂ‡-
ˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÍËÚÂËfl ÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË, Ë (‚ ÒÍÓ·Í‡ı) ÛÒÂ‰ÌÂÌÌ˚È ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸
ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË. ùÚË ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÏÌÓ„ÓÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó
ËÚÂ‡ˆËÈ ‰Îfl W-ˆËÍÎ‡ ‚Ó ‚ÒÂı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı ·˚ÎÓ ÌÂÏÌÓ„ËÏ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‰Îfl V-ˆËÍÎ‡. 

éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl ÍÓÓÚÍÓ Ì‡ fl‰Â ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚, ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‚ [22] ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë Ò ÛÒ-
ÎÓ‚ËflÏË çÂÈÏ‡Ì‡ Ì‡ ΓE . í‡ÍËÂ ÊÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÛÒÎÓ‚ËÈ ÑËËıÎÂ Ì‡ ΓE:
Í‡Í Ë ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÓˆÂÌÍ‡ (51) ËÁ ÎÂÏÏ˚ 7, Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘ËÂ ËÚÂ‡ˆËË ·˚ÒÚÓ ÒıÓ‰flÚÒfl ÓÍÓÎÓ „‡ÌË-
ˆ˚ ‚ÚÂÍ‡ÌËfl ΓW . é‰Ì‡ÍÓ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ, Ú.Â., Ì‡ÔËÏÂ, ‚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÌÓÏÂ, ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ Ò„Î‡ÊË‚‡˛-
˘Ëı ËÚÂ‡ˆËÈ, Í‡Í Ë ÒÎÂ‰Ó‚‡ÎÓ ÓÊË‰‡Ú¸, Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ h. í‡‰ËˆËÓÌÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„Ó-

ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ ÓˆÂÌÍ‡ı ‰Îfl  (Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË) Ë 
(Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl). óËÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ,
ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ú‡ÍËÂ ÓˆÂÌÍË, ÍÓÚÓ˚Â ‚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË ‰‡‰ÛÚ ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘Û˛ ÓÚ ν Ë ε ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚÛ. åÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, ÎÂÊ‡˘ÂÂ ‚ ÓÒÌÓ‚Â Ì‡¯Â„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, ÒÓÒÚÓ-

ËÚ ‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌËË ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÓˆÂÌÍË ‰Îfl , „‰Â Wh – ÔÂÂÓ·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÚÂÎ¸ ‚ Ò„Î‡-
ÊË‚‡˛˘Ëı ËÚÂ‡ˆËflı. Ç ‡·ÓÚÂ Ú‡Í‡fl ÓˆÂÌÍ‡ ·˚Î‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ÔË ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌËflı:
‚Ó-ÔÂ‚˚ı, ‚ÂÍÚÓ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛ ÓÍÓÎÓ ΓW , ‚Ó-‚ÚÓ˚ı, ÌÓÏ‡ ‰ÓÎÊÌ‡
‚˚˜ËÒÎflÚ¸Òfl ÔÓ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË, ÓÚ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÓÚ ΓE . å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍË ˝ÚÓ ÓÚ‡ÊÂÌÓ ‚ ‚‚Â‰ÂÌËË ÔÓ‰ıÓ-

δ

ε
hk

2
-----

·
A

Ú
A

Ah
1– pA2h

1– r–( ) AhSh
ν

Wh Ah
1– pA2h

1– r–( )

 
í‡·ÎËˆ‡ 2

ìÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ GE
h

1/8 1/32 1/128 1/512 

Peh = 1: 

çÂÈÏ‡Ì‡ 1.16 1.05 1.02 1.01 

ÑËËıÎÂ 1.29 2.26 4.54 9.29 

Peh = 10: 

çÂÈÏ‡Ì‡ 1.10 1.02 1.01 1.00 

ÑËËıÎÂ 1.47 2.81 5.58 11.17

í‡·ÎËˆ‡ 3

Peh

h

1/8 1/32 1/128 1/512 

1 98 (0.81) 131 (0.85) 129 (0.85) 130 (0.85) 

10 28 (0.47) 33 (0.53) 33 (0.53) 33 (0.58)
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éÎ¸¯‡ÌÒÍËÈ

‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË (Ï‡ÚËˆ˚) ÒÂÁÍË Φh Ë ÔÓÂÍÚÓ‡  ‚ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡-
ˆËË:

óËÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ Ó·‡ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚. èË˜ÂÏ ÔÂ‚ÓÂ ËÁ
ÌËı – ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë Í‡Í ÑËËıÎÂ, Ú‡Í Ë çÂÈÏ‡Ì‡, ËÌ‡˜Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ (ÒÏ. [22]) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú Á‡‚Ë-
ÒËÏÓÒÚ¸ ca = O(h–1/2). ÇÚÓÓÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë ÑËËıÎÂ. OÌÓ ÌÂÓ·-

ıÓ‰ËÏÓ Â˘Â Ë ‰Îfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÓˆÂÌÍË ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ahp r. Ö„Ó ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Á‡-
‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ h. í‡Í, ‚ Ú‡·Î. 2 ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl ÔË‚Â‰ÂÌÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ

„‰Â f – ‚ÂÍÚÓ ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË 1 ‚Ó ‚ÒÂı ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÛÁÎ‡ı. 
éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ÓÎË ÔÓÒÚÒ„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ. èÓÏËÏÓ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ„Ó Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘Â„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ (ÒÎÂ‰-

ÒÚ‚ËÂ 10), ‚ Ì‡¯ÂÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ ËÏ ÓÚ‚Â‰ÂÌ‡ Â˘Â Ó‰Ì‡ ÓÎ¸: ·˚ÒÚÓ ÔÓ‰‡‚ÎflÚ¸ Ó¯Ë·ÍÛ ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚

‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl ΓE (ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 7), ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÎÓ Ì‡Ï ‚‚ÂÒÚË ‚ ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÂÍÚÓ . í‡·Î. 3 ËÎÎ˛ÒÚË-
ÛÂÚ ˝ÚÓÚ ÙÂÌÓÏÂÌ. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚÎË˜Ì‡ ÓÚ ÌÛÎfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ˜Â-
Ú˚Âı ÒÚÓÎ·ˆ‡ı ÛÁÎÓ‚ ÓÍÓÎÓ ΓE , ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ËÚÂ‡ˆËÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl Ì‡ Ò‡-
ÏÓÈ ÏÂÎÍÓÈ ÒÂÚÍÂ. äËÚÂËÈ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Ú‡ÍÓÈ ÊÂ, Í‡Í Ë ‡ÌÂÂ. ãÂ„ÍÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ ‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl
ÓˆÂÌÍ‡ (ÔÓ h Ë ε) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ. 

é·ÒÛ‰ËÏ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ 3 Ì‡ ˜ËÒÎÓ ÔÂ‰- Ë ÔÓÒÚÒ„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ. éÌÓ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ µ =
O(k4) Ë ν = O(k). á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ν = O(k), ÔÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡ ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÓˆÂÌ-
ÍË Ì‡ ÌÓÏÛ Ï‡ÚËˆ˚ ËÚÂ‡ˆËÈ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ Ú‡·Î. 4 ÔË‚Â‰ÂÌ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ-
‰‡ Ì‡ ÔÂ‚ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÔË µ = 0. èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ν Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÓÒÚ ÔÓfl‰Í‡ O(h–1/2), ‚ ÚÓ
‚ÂÏfl Í‡Í ν = O(k) Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÛ˛ ÓˆÂÌÍÛ. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ÛÔÓ˘ÂÌ-

Ì˚Â Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl, ‚‚Â‰ÂÌËÂ ‚ Wk ·ÎÓÍ‡ , Ú.Â. Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl, ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓ, Û·ÂÂÚ ‰‡ÌÌÛ˛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸. á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ µ ÓÚ k, ÔÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, ‚˚Á‚‡Ì‡ ÌÂÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚ÓÏ
ÚÂıÌËÍË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡. Ç ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı Ì‡ÏË ̋ ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ‚ Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ÍÓÎË-
˜ÂÒÚ‚‡ ÔÂ‰Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÈ ÌÂ ·˚Î‡ Á‡ÏÂ˜ÂÌ‡. ç‡ÍÓÌÂˆ, ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÁ Ú‡·Î. 1 ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ Ì‡
Ô‡ÍÚËÍÂ Ë µ, Ë ν ÏÓÊÌÓ ‚˚·Ë‡Ú¸ Ï‡Î˚ÏË Ë ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ ÌÓÏÂ‡ ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÒÚ Ó¯Ë·ÍË Ì‡ ÔÂ‚ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÓÍÓÎÓ „‡ÌËˆ˚ ‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl, Ì‡
ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ËÚÂ‡ˆËflı Ó¯Ë·Í‡ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ‚Ó ‚ÒÂÈ Ó·Î‡ÒÚË. 
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