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Введение

Настоящая работа посвящена анализу численных методов для уравнений
в частных производных. Главной темой является анализ методов реше-
ния систем алгебраических уравнений, возникающих из дискретизаций
дифференциальных уравнений. Обрисуем коротко, что имеется в виду,
и сделаем необходимые оговорки. Метод конечных элементов будет ис-
пользоваться для приближения и замены в расчетах дифференциальной
задачи на дискретную, и многосеточный метод для быстрого решения
дискретной задачи. Многосеточный метод можно использовать как са-
мостоятельный итерационный алгоритм, но часто его можно эффектив-
нее использовать как одну из компонент в более общем итерационном
методе. Обычно он служит для построения, так называемого, переобу-
славливателя. Построение таких переобуславливателей – ещё одна тема
работы.
Безусловно, не любое уравнение в частных производных можно на сего-
дняшний день эффективно численно решить, комбинируя метод конеч-
ных элементов и многосеточный метод. Однако, очень многие уравнения,
имеющие физический подтекст, можно. В диссертации идет речь о при-
менении многосеточного метода (вместе с переобусловленными итераци-
онными методами) к решению ряда задач, возникающих на практике.
Важным аспектом, на котором делается упор во всей работе, является
обеспечение и доказательство свойства универсальности1, рассматри-
ваемых итерационных методов. Универсальный итерационный метод -
это метод, обеспечивающий приемлемую сходимость при всех допусти-
мых значениях физических и численных параметров, входящих в систе-
му уравнений. С точки зрения анализа доказательство универсальности
состоит в нахождении нетривиальных оценок на показатель сходимости

1В англоязычной литературе для обозначения этого свойства используется термин
“robust” и его производные.
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6 Введение

метода. Эти оценки должны не зависеть от ряда физических и числен-
ных параметров.

Перед тем, как более подробно описать содержание работы, остано-
вимся кратко на истории многосеточных и итерационных методов.

Историю многосеточных методов принято исчислять с работ россий-
ских математиков Федоренко [20] (1964) и Бахвалова [1] (1966). Однако
в те годы их работы не привлекли широкого внимания. Позже многосе-
точный метод был “открыт” заново в работах Брандта [57] (1973) и Хак-
буша [92] (1976), но, только начиная с другой статьи Брандта [58] (1977),
метод получил признание, и количество публикаций стало стремительно
расти. Современная теория метода была заложена в начале 80-х годов,
и заметным событием можно назвать выход монографии Хакбуша [93]
(1985) со строгим изложением абстрактной теории многосеточных ме-
тодов и описанием многих приложений. Теория и практика применения
метода продолжает развиваться и пополняться. В то время как много-
сеточные методы стали обязательной составляющей в большинстве при-
кладных пакетов, и им посвящена огромная библиография, насчитыва-
ющая, в том числе, около десятка книг, в русскоязычной литературе им
уделено относительно мало внимания. Из книг можно назвать только мо-
нографию Шайдурова [24] и недавно опубликованную монографию [168].
Итерационные методы, вообще, имеют более чем вековую историю, - на-
звания многих из них, например, Ньютона, Якоби, говорят за себя. К
примеру, самому известному вариационному методу, сопряженных гра-
диентов, в 2002 году исполнилось 50 лет (см. [106]).

Повторим, что целью работы является изучение таких итерационных
методов, сходимость которых остается достаточно высокой при любых
допустимых значениях физических и численных параметров, входящих
в систему уравнений. Физические параметры, как правило, определяют-
ся характером физического процесса моделируемого дифференциальной
системой, а численные – методом дискретизации. Универсальные ите-
рационные, в том числе многосеточные, методы являются полем актив-
ных исследований последние два десятилетия. Далее в введении, когда
мы перейдем к детальному изложению основных результатов, встретится
много ссылок на соответствующие работы.

Схематично, структура диссертации следующая. Итерационные ме-
тоды исследуются в применении к решению ряда задач, возникающих
в вычислительной гидродинамике (некоторые из задач возникают и во
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многих других приложениях). Вот эти задачи, расположенные в поряд-
ке возрастания сложности их анализа (по субъективному мнению ав-
тора): уравнения реакции-диффузии (1), задача Стокса с интерфейсом
(10), обобщённая система Стокса (8), система уравнений с кососиммет-
ричной реакцией (7), уравнения конвекции-диффузии (3), системы ти-
па Осеена (11) и (12), система Навье-Стокса (4). Первые три задачи из
списка являются сингулярно-возмущенными при стремлении одного или
нескольких параметров к критическим значениям. Универсальность ите-
рационных методов для них рассматривается относительно изменения
данных параметров, и теория здесь принимает законченный вид, охва-
тывая все множество допустимых значений параметров. Следующие три
задачи являются несимметричными. Наиболее сложным для анализа яв-
ляется случай, когда косо-симметричные члены играют существенную
роль и, возможно, доминируют. Более того, характер этих задач опре-
деляется, кроме набора скалярных параметров, некоторыми функциями
(например, векторное поле скоростей жидкости в задаче Осеена). Неиз-
бежно, универсальные итерационные методы удается обосновать только
при предположениях о принадлежности данных функций к некоторым
классам. Наконец, система Навье-Стокса является нелинейной. Изучение
итерационных методов для нее не входит в задачи данной диссертации.
Материал по расчету течений Навье-Стокса служит иллюстрацией ис-
пользования и работы различных, анализированных ранее, методов.

Общее построение материала в диссертации следующее: в первой гла-
ве проводится анализ дифференциальных задач, во второй главе иссле-
дуется сходимость метода конечных элементов, после этого, в третьей
главе доказываются результаты о сходимости итерационных методов для
возникающих систем алгебраических уравнений. Причина такого постро-
ения состоит в том, что анализ дифференциальных задач и метода конеч-
ных элементов, имея самостоятельное значение, необходим для доказа-
тельства сходимости итерационных методов. Например, доказательство
сходимости многосеточных методов основано на свойствах аппроксима-
ции и сглаживания (см. стр. 13). Эти алгебраические свойства требуют
различной техники доказательства. Свойство сглаживания доказывается
с помощью средств линейной алгебры, а свойство аппроксимации следу-
ет из утверждений о сходимости метода конечных элементов. Доказа-
тельство этих утверждений, в свою очередь, существенно базируется на
априорных оценках для решений дифференциальных задач, в том чис-
ле на оценках вторых производных решений. В общем случае подобные
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оценки давно известны. Однако, имея целью доказательство универсаль-
ной сходимости итерационных методов, нам требуется получить в явном
виде зависимость “констант” из априорных оценок от физических пара-
метров, входящих в постановку дифференциальной задачи. Более того,
в оценках сходимости метода конечных элементов так же требуется по-
лучить зависимость констант от этих параметров, причем в большинстве
случаев – оптимальную.

Перейдем к более детальному описанию постановок задач и резуль-
татов (известных ранее и полученных автором) по каждой из перечис-
ленных проблем.
Уравнения реакции-диффузии.

Рассматриваемая нами линейная задача реакции-диффузии имеет сле-
дующий вид. При заданном 0 < ε ≤ 1 и функциях f и d таких, что
0 < d0 ≤ d(x) ≤ d1 в Ω, найти функцию u, удовлетворяющую системе:

−ε∆ u + d(x) u = f в Ω,

u = 0 на ∂Ω.
(1)

Пусть Ω – выпуклый многоугольник или многогранник в RN , N = 2, 3. В
качестве дискретизации задачи используется стандартный метод конеч-
ных элементов на семействе вложенных квазирегулярных триангуляций
области. Конечные элементы предполагаются конформными. Параметр
сетки обозначается через h. В общем случае (при гладкой f) решение (1)
имеет экспоненциальный погранслой, и методы дискретизации, основан-
ные на полиномиальных конечных элементах на квазиравномерной сетке
приводят к большим ошибкам дискретизации внутри погранслоя. Одна-
ко, в [154, 155] показано, что этот метод дискретизации, тем не менее,
устойчив при ε ↓ 0. Распространение ошибки в такой задачи не сильно,
т.е. вне погранслоя оценки на сходимость метода конечных элементов
являются равномерными по ε и оптимального порядка. Следовательно,
численное решение (1) с использованием метода конечных элементов на
таких сетках может иметь смысл на практике. Об аппроксимации урав-
нений реакции-диффузии на локально измельчаемых сетках можно про-
честь, например, в [25, 26].

Отметим, что данное уравнение не вызывает существенно бо́льших
трудностей с точки зрения итерационных методов, чем уравнение Пуас-
сона. В плане теоретического анализа итерационных методов его реше-
ния многое известно из литературы. Так в [143] замечается, что BPX-
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переобуславливатель [55] и метод иерархических базисов из [35] не яв-
ляются универсальными для конечно-элементной дискретизации зада-
чи (1). В [143] был предложен специальный переобуславливатель, ос-
нованный на методе иерархических базисов, универсальность которо-
го для двухмерной задачи (1), аппроксимированной кусочно-линейными
конечными элементами на равномерной сетке, была доказана. В [89]
был предложен многоуровневый метод, основанный на разложении на
подпространства, который является универсальным для (1). Метод из
[89], однако, пригоден только для прямоугольных областей и сеток про-
стейшей структуры. В работе [53] построен аддитивный многоуровне-
вый переобуславливатель, который обеспечивает универсальную оценку
спектрального числа обусловленности. Универсальность алгебраических
многосеточных методов для конечно-элементных аппроксимаций систе-
мы (1) также известна, см. [96]. Классический (геометрический) многосе-
точный метод успешно используется для задачи реакции-диффузии, тем
не менее, из литературы не было известно доказательство его универ-
сальности. В работах, основанных на разложениях на подпространства
(см. [161, 162]), мы не нашли теоретических результатов об универсаль-
ной сходимости классического многосеточного метода для (1). Доказа-
тельство, основанное на свойствах сглаживания и аппроксимации, так-
же отсутствовало. Поэтому автор счел уместным начать изложение ре-
зультатов по универсальной сходимости многосеточных методов с дока-
зательства для уравнения реакции-диффузии. Доказательство основано
на свойствах сглаживания и аппроксимации, в которых особое внимание
уделяется зависимости констант от параметра ε. В частности, показа-
но, что ухудшение свойства аппроксимации при ε ↓ 0 компенсируется
улучшением свойства сглаживания. Этот результат опубликован (в со-
авторстве с А.Реускеном) в [178].

Основным результатом для уравнений реакции-диффузии явля-
ется доказательство того, что многосеточный метод (как V-цикл, так
и W-цикл) с каноническими операторами перехода с сетки на сетку,
сглаживаниями Якоби с параметром или симметричным методом Гаусса-
Зейделя является универсальным, т.е. его показатель сходимости огра-
ничен сверху некоторой константой меньше единицы, и не зависящей от
h и ε (Теорема 3.4). Вспомогательными результатами являются априор-
ные оценки из леммы 1.1, оценки сходимости метода конечных элементов
из леммы 2.1, свойство аппроксимации из теоремы 3.2 и сглаживания из
теоремы 3.3.
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Уравнения конвекции-диффузии.
Для уравнений конвекции-диффузии анализ сходимости многосеточ-

ных методов находится в начальной стадии. В диссертации представлен
анализ сходимости многосеточного метода для некоторого специального
класса двухмерных уравнений конвекции диффузии.

На сегодняшний день интересный для анализа класс уравнений кон-
векции-диффузии может быть определен как

−ε∆u + b · ∇u = f в Ω = (0, 1)2

u = g на ∂Ω,
(2)

где ε > 0 и b = (cos ψ, sin ψ), ψ ∈ [0, 2π). Дискретизация уравнений, на-
пример, методом конечных разностей или методом конечных элементов,
приводит к системе линейных алгебраических уравнений, матрица ко-
торой разрежена (большинство элементов равны нулю) и может иметь
большую размерность. Для решения такой системы естественно приме-
нение итерационного метода. Заметим, что дискретная задача зависит
от трех параметров: h (шаг сетки), ε (отношение диффузии и конвек-
ции) и ψ (направление потока). Для ее решения желательно построе-
ние метода эффективного для всех встречающихся значений парамет-
ров. Из практики известно, что для достижения универсальности в слу-
чае задачи (2) компоненты многосеточного метода должны выбирать-
ся специальным образом, так как “стандартный” метод не дает удовле-
творительных результатов для уравнений с доминирующей конвекци-
ей, когда отношение h/ε велико. Для улучшения универсальности мето-
дов несколько модификаций предлагается в литературе – это “универ-
сальные” сглаживания, операторы перехода с одного сеточного уровня
на другой, зависящие от матрицы системы, и техника неравномерного
огрубления сетки (semicoarsening). Детали данных подходов можно про-
честь в [93, 43, 98, 116, 118, 132, 164]. Однако, эти модификации основаны
на эвристических доводах и эмпирических исследованиях, строгий ана-
лиз сходимости, доказывающий универсальность этих методов, до сих
пор отсутствует.

Относительно теоретического анализа сходимости многосеточного ме-
тода применительно к уравнениям конвекции-диффузии отметим следу-
ющие исследования. Анализ сходимости для несимметричных систем,
основанный на теории возмущения симметричной задачи (см. [56, 113,
156]), дает для (2) оценки, зависящие от ε. Такой подход неудовлетво-
рителен при ε ¿ 1. В работах [124] и [133] рассмотрены уравнения
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конвекции-диффузии аналогичные (2), но с периодическими краевыми
условиями. Анализ двухсеточного и многосеточного метода в этом слу-
чае основан на разложении в ряды Фурье. Так в [124] для случая ψ = 0
получены оценки сходимости V-цикла, не зависящие от ε и h при условии
ε ≈ c h. В [133] получены оценки сходимости двухсеточного метода, не
зависящие от ε, h, ψ, в случае дискретизации уравнения методом конеч-
ных разностей с использованием разностей против потока 1-ого порядка
(и периодическими краевыми условиями). В [37] изучается применение
многосеточного метода иерархических базисов к (2). В той работе в яв-
ном виде получена зависимость показателя сходимости от ε и ψ, но оцен-
ки не равномерны по h. Многосеточный метод, основанный на неравно-
мерном огрублении сетки, операторах перехода, зависящих от матрицы
жесткости, и сглаживаниях блочного типа, изучался в [134] применитель-
но к конечно-разностной дискретизации (2) 1-ого порядка. С помощью
средств линейной алгебры для него получена универсальная оценка на
сходимость W -цикла. Вообще говоря, анализ сходимости многосеточных
методов для уравнений конвекции-диффузии считается весьма трудной
задачей.

В настоящей работе рассматривается задача конвекции-диффузии

−ε∆u + ux = f в Ω := (0, 1)2,

u = 0 на ∂Ω.
(3)

Также рассматривается задача с условиями Неймана на границе выте-
кания, т.е., ux(1, y) = 0, y ∈ (0, 1). Автор считает, что задача с условиями
Дирихле на границе вытекания сложнее для анализа, чем с условиями
Неймана. Так условия Неймана исключают образование экспоненциаль-
ного пограничного слоя в решении и, как следствие, ослабляют зависи-
мость констант в априорных оценках от ε. Например, в случае условий
Неймана на границе вытекания справедливо

‖u‖H2 ≤ c ε−1‖f‖L2 ,

а в случае условий Дирихле лишь

‖u‖H2 ≤ c ε−
3
2‖f‖L2 .

Подобные априорные оценки играют важную роль в анализе многосе-
точного метода. Отметим, что анализ Фурье не применим для рассмат-
риваемых задач.
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В то время как условия Неймана на границе вытекания часто встре-
чаются в приложениях, например, при наличии искусственной границы
в задачах вычислительной гидродинамики, экспоненциальные погранич-
ные или внутренние слои также не редкость в приложениях, например,
в задаче фильтрации. Поэтому анализ многосеточного метода в обоих
случаях имеет прикладное значение.

Для дискретизации (3) используем метод конечных элементов. Поми-
мо работ [170, 171], в которых опубликован излагаемый здесь материал,
автору из литературы не известны теоретические результаты о сходимо-
сти многосеточного метода, применимые к конечно-элементным аппрок-
симациям в случае доминирующей конвекции.

Как хорошо известно, стандартный метод конечных элементов не
подходит для расчетов в случае доминирования конвективных членов
и (квази)равномерных сеток. Мы используем SUPG (Streamline Upwind-
ing Petrov-Galerkin) метод, который обеспечивает более высокий порядок
сходимости (см. [135],[165]), чем метод конечных разностей против пото-
ка 1-ого порядка. В диссертации рассматривается только случай рав-
номерной триангуляции такой, что узлы разбиения расположены вдоль
линий тока. Обобщение результатов на случай произвольной сетки оста-
ется открытым вопросом. Об устойчивых дискретизациях, получаемых
локальным измельчением сетки можно прочесть, например, в [142, 9].

Ниже мы кратко обсуждаем различные компоненты предлагаемого
многосеточного метода.

В качестве продолжения и проектора (pk и rk) используются кано-
нические операторы, определяемые иерархией сеток и вложением конеч-
но-элементных пространств. Так в качестве продолжения используется
линейная интерполяция, а в качестве проектора – сопряженный оператор
к оператору продолжения.

Иерархия операторов на различных сеточных уровнях строится пу-
тем применения SUPG дискретизации на соответствующем уровне. Так
как билинейная форма дискретной задачи зависит от стабилизирующего
члена, который в свою очередь зависит от параметра дискретизации hk,
то типичное соотношение Ak−1 = rkAkpk, связывающее операторы на k-м
и k − 1-м уровнях, не выполняется. Это согласуется, в частности, с ре-
зультатами численных экспериментов из [128], которые указывают, что
при использовании канонических продолжения и проекции предпочтение
при построении матрицы на грубой сетке следует отдать методу SUPG
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дискретизации на грубой сетке перед методом Галёркина: Ak−1 = rkAkpk.
Относительно сглаживаний заметим, что сеточный шаблон, возника-

ющий в методе конечных элементов, не позволяет строить универсаль-
ные сглаживающие итерации (т.е., такие, которые точно решают задачу
в предельном случае ε = 0, см. [168],[93]) с помощью блочных методов
Якоби и Гаусса–Зейделя. Это объяснено подробнее в замечании 3.1 на
стр. 195. Мы используем сглаживающие итерации блочного типа, кото-
рые не являются универсальными в данном смысле. Их суть заключа-
ется в построении блочного переобуславливателя, состоящего из двух-
диагональных блоков при нумерации узлов сетки вдоль потока и полной
матрицы жесткости около границы вытекания. Сглаживающие итерации
допускают физическую интерпретацию: неизвестные в процессе релакса-
ции обновляются начиная с границы втекания и далее вдоль линий тока,
а около границы вытекания, где поведение решение нерегулярно (имеет
место экспоненциальный погранслой), система решается точно.

Все эти компоненты обычным образом объединены друг с другом и
составляют в результате W-цикл многосеточного метода.

Анализ сходимости многосеточного метода для уравнений конвекции-
диффузии является, по-видимому, наиболее технически сложной частью
диссертации, поэтому далее во введении кратко остановимся на его ос-
новных моментах. Через Ak обозначим матрицу жесткости задачи на k-м
сеточном уровне. Sk = I −W−1

k Ak – матрица сглаживающих итераций.
Матрица итераций двухсеточного метода c µ предсглаживаниями и ν
постсглаживаниями задается, как Tk = Sν

k (I − pkA
−1
k−1rkAk)S

µ
k .

Один из стандартных подходов к анализу многосеточного метода со-
стоит в доказательстве оценки на норму матрицы Tk, откуда оценка на
норму матрицы итераций многосеточного метода следует. Доказатель-
ство оценки для ‖Tk‖ традиционно базируется на свойстве сглаживания
и свойстве аппроксимации, т.е., на проверке неравенств вида:

‖AkS
ν
k‖ ≤ Cs(hk, ε) η(ν), где η(t) → 0 при t →∞,

‖A−1
k − pkA

−1
k−1rk‖ ≤ Ca(hk, ε).

При этом, для доказательства универсальности метода произведение мно-
жителей Cs(hk, ε) и Ca(hk, ε) должно оцениваться некоторой абсолют-
ной константой, не зависящей от hk и ε. Тогда для достаточно боль-
шого ν желаемая оценка для ‖Tk‖ следует из неравенства Коши (µ = 0).
Однако, для задачи, рассматриваемой в работе, и это подтверждается
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простыми численными экспериментами, данный подход, по-видимому,
не возможно применить. Вместо этого мы рассматриваем другое разби-
ение для оценки ‖Tk‖. Новое разбиение приводит к модифицированным
свойствам сглаживания и аппроксимации, – ключевым моментом будет
проверка оценок вида:

‖AkS
ν
kW−1

k ‖ ≤ c ν−
1
2 ,

‖JE
k Wk(A

−1
k − pkA

−1
k−1rk)J

W
k ‖ ≤ c.

Здесь и далее c – положительные константы, не зависящие от hk и ε. Та-
ким образом, в модифицированном свойстве аппроксимации участвует
переобуславлиаватель Wk из сглаживающих итераций. JE

k и JW
k – сеточ-

ные операторы проекции для небольших подобластей ΩW и ΩE, приле-
гающих к границе втекания и вытекания, т.е. JW

k – диагональная мат-
рица: (JW

k )ii = 0, если узел сетки с индексом i лежит в подобласти ΩW ,
(JW

k )ii = 1 иначе. Аналогично определяется JE
k для подобласти ΩE (в

случае условий Неймана на ΓE в проекторе JE
k нет необходимости).

Введение операторов проекции JW
k и JE

k обусловлено следующим.
Проверка свойства аппроксимации тесно связано с получением оценок
на L2-норму ошибки в методе конечных элементов. Традиционно полу-
чение таких оценок основано на вариационных свойствах метода и на
рассмотрении сопряженной задачи. Для задачи (3) регулярность реше-
ния “портится” у границы вытекания (для условий Дирихле):

ΓE := { (x, y) ∈ ∂Ω | x = 1 },

а у сопряженной задачи у противоположной части границы:

ΓW := { (x, y) ∈ ∂Ω | x = 0 }.

Оба эффекта затрудняют получение необходимых оценок. Чтобы преодо-
леть эту трудность, в свойство аппроксимации введены проекторы JE

k и
JW

k , а для специальных сглаживающих итераций, используемых нами,
доказаны свойства, которые позволяют использовать эти проекторы при
анализе (для удобства построения доказательств вместо проектора JW

k

будет использоваться функция срезки). В частности, показано, что око-
ло границы втекания сглаживающие итерации должны не сглаживать,
а быстро уменьшать ошибку. Это необходимое свойство не встречалось
ранее в литературе.
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Один из сомножителей при получении оценки для ‖Tk‖ получает-
ся равным (1 − c/k4)µ. Чтобы компенсировать зависимость от k, число
предсглаживаний и постсглаживаний выбирается зависящим от сеточ-
ного уровня: µ = µk ∼ k. В результате получаем оценку нормы матрицы
итераций двухсеточного метода ‖Tk‖ ≤ c < 1 и арифметическую слож-
ность одной итерации O(Nk ln4 Nk), где Nk = h−2

k . Данная трудоемкость
является квазиоптимальной. Однако в численных экспериментах мы не
видим необходимости в увеличении числа сглаживаний с увеличением k.
В разделе 3.3.5 обсуждается, что зависимость µ от k является, видимо,
артефактом доказательства.

Отметим, что в задачи диссертации не входит численное сравнение
различных многосеточных методов решения уравнений конвекции диф-
фузии. Результаты численных расчётов можно найти во многих источ-
никах, например, [43], [95], [116], [164], в том числе и для SUPG аппрок-
симации по методу конечных элементов [128]. Численные эксперименты,
приведенные в данной работе (раздел 3.3.5), служат для иллюстрации
излагаемой теории.

Главным результатом для уравнений конвекции-диффузии явля-
ется доказательство универсальной сходимости W-цикла (т.е. показатель
сходимости ограничен сверху некоторой константой меньше единицы и
не зависящей от h и ε) для конечно-элементной аппроксимации зада-
чи (теорема 3.8). При этом используется обычное измельчение сетки и
специальные блочные сглаживающие итерации. Для стабилизации дис-
кретизации в случае доминирующей конвекции используется SUPG ме-
тод. Теория требует логарифмического роста числа сглаживаний при
измельчении сетки, однако на практике необходимость такого увеличе-
ния не отмечена. Основными вспомогательными результатами являются
априорные оценки из теорем 1.1 и 1.2, оценки сходимости метода конеч-
ных элементов из лемм 2.5 и 2.6 и априорные оценки для дискретного
решения из § 2.2.3, модифицированные свойства аппроксимации в теоре-
ме 3.6 и свойства сглаживания в лемме 3.12, оценка на норму матрицы
итерации двух-сеточного метода из теоремы 3.7

Система уравнений с кососимметричной реакцией.
Объясним наш интерес к системе уравнений с кососимметричной ре-

акцией. Заметим, что уравнения Навье-Стокса несжимаемой жидкости
в переменных скорость-давление могут быть записаны в нескольких эк-
вивалентных формах. Популярной является конвективная форма запи-
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си: найти вектор-функцию скорости u(t,x) и кинематическое давление
p(t,x), удовлетворяющие системе

∂u

∂t
− ν∆u + (u · ∇)u +∇p = f в Ω× (0, T ],

div u = 0 в Ω× (0, T ],
(4)

при заданных массовых силах f и кинематической вязкости ν > 0. К
(4) необходимо добавить подходящие начальные и граничные условия.
Одной из альтернатив (4) является вихревая форма записи уравнений
Навье-Стокса:

∂u

∂t
− ν∆u + (curlu)× u +∇P = f в Ω× (0, T ],

div u = 0 в Ω× (0, T ],
(5)

которая получается из (4) в результате замены кинематического давле-
ния давлением Бернулли ( см., например, [19]): P = p + 1

2
u · u и исполь-

зования тождества (u·∇)u = (curlu) × u + 1
2
∇(u · u) (см. обозначения в

разделе на стр. 30). Отметим, что вихревая форма записи нелинейных
членов оказывается важной для создания схем, удовлетворяющих одно-
временно законам сохранения энергии и завихренности [129] – фунда-
ментальным инвариантам в теории несжимаемых течений, в том числе
турбулентных, см. [115]. Линеаризация и применение неявных схем по
времени для (5) приводит к системе типа Осеена:

−ν∆u + w × u + αu +∇P = f в Ω

div u = 0 в Ω,
(6)

где α ≥ 0 и w = curl a, a – известное приближение к u . Заметим,
что такая линеаризация (curlu) × u обеспечивает эллиптичность части
системы, зависящей от скорости в первом соотношении из (6). Для ли-
неаризованной системы остаются справедливыми законы сохранения.

Одним из способов решения (6) являются итерационные алгоритмы
типа Узавы, в которых решается уравнение для давления с оператором
Шура SrotP = g̃. Оператор Шура может быть формально записан в виде
Srot = −div (−ν∆ + w ×+αI)−1∇. Оператор (−ν∆ + w ×+αI)−1 в свою
очередь обозначает решение следующей задачи:

−ν∆u + w × u + αu = f в Ω,

u = 0 на ∂Ω,
(7)
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Для простоты мы используем краевые условия Дирихле. Точное решение
(7) может быть заменено приближенным, как в неточном методе Узавы
[51] или в блочных переобуславливателях для (6) (например, [117], [138]).
Решению систем вида (6) будет посвящен отдельный раздел диссертации,
а перед этим речь пойдет о многосеточном методе для задачи (7).

Линеаризация и применение неявных схем по времени для уравнений
в конвективной форме (4) приводят к решению задачи вида (6) с заменой
w × u на (a · ∇)u. Методы типа Узавы для такой системы приводят к
задачи для давления с оператором Шура Sconv = −div (−ν∆ + a · ∇ +
αI)−1∇. Здесь оператор (−ν∆ + a · ∇ + αI)−1 означает решение набора
уравнений конвекции-диффузии(-реакции). Многосеточные методы для
таких уравнений уже обсуждались во введении.

Заметим, что в отличие от уравнения конвекции-диффузии задача
(7) является системой, в которой различные компоненты вектора скоро-
сти связаны в уравнениях. Более того, при малых значениях ν и α в (7)
доминирует кососимметрическая часть w × u. Мы ограничимся рас-
смотрением двухмерного случая, поскольку для него удается провести
полный анализ сходимости метода конечных элементов и анализ сходи-
мости многосеточного метода. Тем не менее, все элементы многосеточно-
го метода естественно обобщаются на трехмерный случай. Допускается
α = 0, что соответствует линеаризации стационарных уравнений Навье-
Стокса. В диссертации будет показано, что при некоторых разумных
ограничениях на функцию вихря w для дискретизации (7) можно ис-
пользовать стандартный метод конечных элементов без какой-либо ста-
билизации (см. теорему 2.2 и замечание 2.2). Удается доказать оценки
сходимости метода конечных элементов аналогичные оценкам в случае
скалярного линейного уравнения реакции-диффузии (1).

Далее в диссертации рассматривается многосеточный метод для ре-
шения системы алгебраических уравнений, возникающий из дискретиза-
ции уравнений (7) стандартными конформными конечными элементами.
Доказывается, что W-цикл с каноническими операторами продолжения
и проекции и блочным методом Ричардсона в качестве сглаживаний яв-
ляется универсальным методом в том смысле, что показатель его схо-
димости ограничен константой меньше единицы и независящей от всех
параметров системы. Хотя для доказательства сходимости многосеточ-
ного метода нам будут необходимы довольно жесткие ограничения на
w, численные эксперименты показывают, что многосеточный метод хо-
рошо работает даже в тех случаях, когда эти ограничения нарушаются.
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В разделе 2.3.3 приводятся результаты численных экспериментов, демон-
стрирующие устойчивость метода конечных элементов, а в разделе 3.4.4
эффективность многосеточного метода.

И анализ, и численные эксперименты показывают, что задача (7) в
вычислительном плане напоминает скалярную задачу реакции-диффу-
зии, которую с точки зрения численного анализа принято считать более
легкой, чем задачу конвекции-диффузии.

Итак, основными результатами для системы (7) является дока-
зательства универсальных оценок устойчивости метода конечных эле-
ментов и доказательство оценки сходимости W-цикла многосеточного
метода, не зависящей от ν, ‖w‖, h и α при некоторых ограничениях на
поведение функции w. Вспомогательными результатами являются апри-
орные оценки из теоремы 1.3, оценка устойчивости (лемма 2.7) и сходи-
мости (теоремы 2.2) для метода конечных элементов, свойство аппрок-
симации из теоремы 3.9, свойство сглаживания из теоремы 3.10.

Обобщённая система Стокса.
Следующая рассматриваемая задача также возникает в ряде схем

расчета уравнений Навье-Стокса:

−ε∆u + αu +∇p = f в Ω,

−div u = g в Ω,

u|∂Ω = 0,∫

Ω

p dx = 0,

(8)

здесь ε = const ≥ 0 – вещественный параметр. В частном случае несжи-
маемой жидкости g = 0, в общем случае для разрешимости системы
накладывается условие

∫
Ω

g dx = 0. Если α = 0, то (8) – система Стокса.
При расчетах нестационарных течений типичной является зависимость
α ∼ (δt)−1, где δt – шаг по времени. Можно масштабировать первое
уравнение системы так, что α = 1. Таким образом, можем считать, что
α ∈ {0; 1}, ε > 0.

Пусть α = 1, тогда при малых значениях параметра ε система (8)
является сингулярно-возмущенной, и стандартные итерационные мето-
ды сходятся медленно. В этом случае нетрудно проверить (см. [181]), что
число обусловленности оператора Шура для давления растет как O(ε−1)
при ε → 0. В 90-х годах были обоснованы три подхода решения (8) с уни-
версальными оценками по ε: подход основанный на методе фиктивных
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областей [34], подход основанный на расщеплении граничных условий и
приближении операторов Лапласа-Бельтрами [16, 17, 18]. Однако, широ-
ко используемым методом является итерационный алгоритм с блочным
переобуславливанием, где для дополнения Шура используется переобу-
славливатель, предложенный Каху-Шабатом [63] (1988). Только через
десять лет этот метод получил свое теоретическое обоснование в [50] и
работах автора: [188, 186, 181]. В диссертации мы следуем изложению из
[181].

Кратко суть подхода можно изложить следующим образом. Сначала
доказывается следующий результат, опубликованный в [187]. Рассмот-
рим обобщенную задачу Стокса с однородными краевыми условиями на
нормальную компоненту и вихрь скорости. Для этой задачи оператор
Шура для давления Sp можно представить в виде

S−1
p = εI + α∆−1

N ,

где I – единичный оператор на L2, а ∆−1
N – оператор, решающий зада-

чу Неймана. Аппроксимированный конечными элементами, S−1
p являет-

ся переобуславливателем Каху-Шабата. Далее показывается, что полу-
чение оценки на спектральное число переобусловленного оператора эк-
вивалентно доказательству некоторых обобщённых неравенств Нечаса.
Следуя [181], в диссертации приводится доказательство этих неравенств
с константой, не зависящей от параметров α и ε для достаточно произ-
вольных 2-х и 3-х мерных областей. Более точно, рассматриваются обла-
сти, для которых задача Стокса при g = 0 обладает H2-регулярностью;
результаты для случая криволинейной трапеции с липшицевой грани-
цей из [181] принадлежат соавтору и в диссертацию не включены. Для
конечно-разностной аппроксимации аналогичный результат доказан в
[188], однако доказательство дано только для прямоугольных областей и
равномерных сеток; в диссертации оно не приводится. Подчеркнем, что
оценки полученные нами для переобуславливателей на дифференциаль-
ном уровне, хотя и переносятся на случай конечных элементов только
эмпирически (этот пробел, впрочем, восполнен отчасти в работе [50]),
играют ключевую роль в обосновании методов решения, основанных на
разложениях по биортогональным базисам и адаптации, см. [71], [72].

В диссертации используются несколько итерационных методов блоч-
ного типа для задач типа Стокса, – это метод Узавы, неточный метод
Узавы, метод MINRES с блочно-диагональным переобуславливателем
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(для симметричных систем) и метод BiCGstab с блочно-треугольным
переобуславливателем. Обзор и анализ подобных итерационных мето-
дов для симметричных систем можно найти в монографии [22] и статье
[166].

Многосеточный метод часто применяется на практике для численного
решения систем типа Стокса и Навье-Стокса. Однако, математический
анализ многосеточного метода для таких систем оказывается значитель-
но сложнее, чем для эллиптических задач. В настоящее время полностью
удаётся провести анализ только для задачи Стокса и нескольких итера-
ционных методов в качестве сглаживаний [23, 46]. Причем, универсаль-
ность по параметру при α 6= 0 на настоящий момент не доказана, хотя и
наблюдается в численных экспериментах для большинства многосеточ-
ных методов. Пожалуй, только в [168] этот анализ полностью изложен
в виде стандартных для эллиптического случая матрично-векторных
свойств сглаживания и аппроксимации, влекущих оценку на норму мат-
рицы итераций метода.

Для обобщенной задачи Стокса в диссертации также изучается эф-
фект стабилизации, известной из литературы как grad-div или div-div
стабилизация. Стабилизация состоит в использовании следующей сла-
бой формулировки задачи: для f ∈ H−1(Ω), найти (u, p) ∈ H1

0(Ω)×L2(Ω),∫
Ω

p(x) dx = 0, удовлетворяющие

ε(∇u,∇v) + α(u, v) + ξ(div u, div v) + (div v, p) = f(v) ∀ v ∈ H1
0(Ω),

(div u, q) = 0 ∀ q ∈ L2(Ω),
(9)

с дополнительным параметром ξ ≥ 0. В работе изучается влияние сла-
гаемого (div u, div v) на численное решение обобщенной задачи Стокса.
В сильной постановке этому слагаемому соответствует дифференциаль-
ный оператор ∇div и, как будет показано, добавление этого слагаемого
имеет стабилизирующий эффект при малых значениях ε. Это объясня-
ет название “∇div стабилизация”. Заметим, что единственное решение
задачи (9) не зависит от ξ. Добавление члена ∇div в уравнение момен-
тов для задачи Стокса не является новой идеей. В [85] это было пред-
ложено и изучалось в точки зрения вариационных методов для задач
с ограничениями. Там было показано, что для итерационных методов
типа градиентного спуска решения уравнения для давления с операто-
ром Шура скорость сходимости увеличивается. В [62], [104] изучается
влияние добавки ∇div на скорость сходимости некоторых итерацион-
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ных методов для задачи Стокса и Навье-Стокса. В [104] было показано,
что для уравнений Навье-Стокса при больших числах Рейнольдса до-
бавление слагаемого ∇div улучшает сходимость нелинейных итераций.
В работе [62] показано, что в случае блочно-диагонального и блочно-
треугольного переобуславливания для задачи Стокса такая добавка не
приводит к улучшению сходимости, если она используется только при
вычислении невязки, но не влияет на переобуславливатель. В диссерта-
ции мы рассматриваем переобуславливатель, который зависит от ξ.

В литературе по методу конечных элементов для уравнений Навье-
Стокса несжимаемой жидкости ∇div добавка иногда встречается при
анализе стабилизированных методов, таких как диффузии вдоль потока
или Петрова-Галёркина (см., например, [135], [148]). Из этих результа-
тов, однако, оставалось неясно играет ли этот член ключевую роль или
вводится только для технических целей.

В цитированных выше работах ([85, 62]) изучалось влияние члена
∇div на сходимость итерационных методов решения дискретной зада-
чи. Мы замечаем, что эта добавка имеет интересное влияние также на
свойства непрерывной задачи и на сходимость метода конечных элемен-
тов для задачи Стокса. Насколько известно автору, ранее в литературе
эти результаты не встречались. На практике ξ = 0 являлся стандартным
выбором. В диссертации будет показано, в каких случаях выбор ξ > 0
ведет к (значительному) улучшению.

В главах 1,2 и 3 анализируется влияние ∇div слагаемого для непре-
рывной задачи, метода конечных элементов и итерационного метода ре-
шения дискретной системы. Для непрерывной задачи будет показано,
что не изменяя непрерывное решение, выбор ξ > 0 в (9) имеет выра-
женный положительный эффект для устойчивости билинейной формы,
соответствующей (9). Оказывается, что при ξ > 0 для непрерывной за-
дачи выполняются однородные по ε оценки устойчивости в естественной
норме. Это не справедливо при ξ = 0. Основной результат для мето-
да конечных элементов состоит в следующем: при использовании LBB
устойчивых конформных конечных элементов оценка сходимости при
ε ↓ 0 существенно улучшается при использовании ∇div стабилизации.
Численные эксперименты показывают, что теоретические оценки сверху
правильно предсказывают поведение ошибки. Далее, анализируя сходи-
мость алгоритмов типа Узавы (неточный метод Узавы), мы приходим
к выводам аналогичным [85]; а именно, скорость сходимости внешних
итераций для системы с дополнением Шура увеличивается при добав-
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лении члена ∇div . Однако, при ε ↓ 0 система для вектора скоростей,
которую необходимо решать на внутренних итерациях, становится хуже
обусловленной при использовании ∇div стабилизации. Тем не менее, для
одного неконформного метода конечных элементов в [141] был построен
универсальный многосеточный метод решения данной системы для век-
тора скоростей. Возможно, этот метод можно использовать и для других
конечно-элементных аппроксимаций.

В методах стабилизации важен правильный выбор стабилизационно-
го параметра, в нашем случае – выбор ξ. Этот вопрос кратко обсуждается
в разделе 2.4. Более подробно он обсуждается в разделе 2.7 для задачи
Осеена. Результаты численных экспериментов для задачи Стокса можно
найти в разделе 2.4, а для задачи Осеена в разделе 2.7.

К основным результатам для обобщенной системы Стокса (8) от-
носится доказательство равномерной по ε и α спектральной эквивалент-
ности дополнения Шура и переобуславливателя Каху-Шабата для до-
статочно произвольных двух- и трехмерных областей (теорема 1.7), а
также анализ влияния ∇div стабилизации на сходимость метода конеч-
ных элементов (теорема 2.4) и итерационных методов с блочными пе-
реобуславливателями (лемма 3.21 и 3.22). К важным вспомогательным
результатам относятся доказательство обобщённого неравенства Нечаса
(лемма 1.10), представление для дополнения Шура задачи с краевыми
условиями на вихрь из теоремы 1.4, оценки для билинейной формы ста-
билизированной задачи из теорем 1.8 и 1.9.

Задача Стокса с интерфейсом.
В работе рассматривается следующая задача типа Стокса в ограни-

ченной Липшицевой области Ω ∈ Rd (d = 2, 3). Найти поле скоростей u
и функцию давления p, удовлетворяющих системе

−div (ν(x)Du) +∇p = f в Ω,

div u = 0 в Ω,

u = 0 на ∂Ω,

(10)

с кусочно-постоянной вязкостью:

ν =

{
1 в Ω1

ε > 0 в Ω2.

Подобласти Ω1, Ω2 предполагаются Липшицевыми, причем такими, что
Ω1 ∩ Ω2 = ∅ и Ω = Ω1 ∪ Ω2. Через Γ обозначим интерфейс - границу
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между подобластями: Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2. На интерфейсе задаются условия
непрерывности поля скоростей и тензора напряжений:

[u] = 0, [σ(u, p)·n] = 0 на Γ

Выше использованы стандартные обозначения σ(u, p) = −p I + 2ν Du,
Du = 1

2
(∇u + (∇u)T ), n – нормаль к Γ.

Важной мотивацией рассмотрения такой системы Стокса является
моделирование двух-фазных течений. Зачастую такие течения модели-
руются с помощью уравнений Навье-Стокса с разрывным коэффициен-
том вязкости. Влияние поверхностных напряжений на интерфейсе учи-
тывается с помощью введения специальных локальных членов в правую
часть уравнений. Этот подход известен, как CSF (continuum surface force)
модель, см. [45]. Хорошо известной техникой определения неизвестного
положения интерфейса является метод функции уровня, см. [149, 121, 64]
и цитированную там литературу. Если такой подход используется при
расчете сильно вязких течений, то уравнения Стокса с разрывным ко-
эффициентом вязкости являются адекватной моделью.

Отметим, что для уравнения диффузии (уравнения Пуассона) с раз-
рывным коэффициентом в литературе можно найти анализ регулярно-
сти решений и методов дискретизации [31, 33, 48, 65, 125], апосториорные
оценки погрешности [123, 41] и итерационные методы решения дискрет-
ных систем. Итерационные методы для уравнений диффузии с разрыв-
ным коэффициентом изучались как многосеточные [47, 54, 126, 163], так
и декомпозиции [119, 15, 109], а также основанные на итерациях в под-
пространствах [103, 2, 105, 3] (обзор подобных методов, включая задачи
упругости и уравнения с переменными коэффициентами, содержится в
[4]). В качестве одних из первых работ по итерационным методам для
уравнений с разрывным коэффициентом отметим [8, 74]. Однако, для
уравнений Стокса с разрывным коэффициентом вязкости нам не извест-
ны какие-либо опубликованные теоретические результаты за исключени-
ем анализа сходимости одного алгоритма из диссертации [7]. В настоящей
диссертации проводится анализ метода конечных элементов, итерацион-
ного метода, а также доказываются некоторые результаты для вариа-
ционной постановки задачи (10). Особое внимание уделяется получению
оценок, не зависящих от ε, т.е. от величины скачка в коэффициенте вяз-
кости.

Функция давления (из L2(Ω)) определяется из системы (10) с точно-
стью до константы. Поэтому при анализе системы обычно использует-
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ся какая-либо факторизация пространства L2(Ω). Для задачи Стокса с
интерфейсом оказалось удобным использовать следующее пространство
для давления:

M := { p ∈ L2(Ω) |
∫

Ω

ν−1p(x) dx = 0 } .

В разделе 1.5.1 доказывается оценка непрерывности и infsup устойчи-
вости для вариационной постановки задачи (10). В подходящих нормах
константы в этих оценках не зависят от ε. С помощью стандартных рас-
суждений эти результаты влекут однородные оценки для решения зада-
чи.

В разделе 2.5 для задачи (10) рассматривается метод конечных эле-
ментов с использованием конформных пар конечных элементов, удовле-
творяющих LBB условию. Основным результатом раздела является до-
казательство подходящего infsup условия устойчивости, однородного от-
носительно параметров h (шаг сетки) и ε. Этот результат используется
для получения оценки на ошибку метода конечных элементов.

В пространстве конечных-элементов для давления рассмотрим мат-
рицу масс относительно скалярного произведения с весом (ν−1·, ·). В раз-
деле 3.6.1 доказывается, что эта матрица спектрально эквивалентна до-
полнению по Шуру с константами эквивалентности, не зависящими от
параметров, h и ε. В сочетании с известными результатами о многосеточ-
ном методе для уравнений диффузии с интерфейсом это влечет универ-
сальную сходимость ряда переобусловленных итерационных методов для
решения задачи Стокса с интерфейсом. В качестве примера рассматри-
вается метод Узавы и переобусловленный метод MINRES. Для этих ме-
тодов результаты численных экспериментов приводятся в разделе 3.6.2.
Заметим, что алгоритм для задачи типа Стокса с большим разбросом
коэффициентов рассмотренный в [7] требует на каждой итерации точно-
го решения обычной задачи Стокса и не допускает выбор итерационных
параметров на основе вариационных принципов. Более того, анализ в [7]
проводится для дифференциальной задачи, а не для соответствующей
дискретной.

Для полноты картины отметим, что в работе [172] изучается случай,
если вместо M используется более стандартное пространство для давле-
ния – L2

0(Ω). Этот анализ весьма похож на приведенный в диссертации,
поэтому он не включен в нее. Сравнение этих результатов, которые в
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некотором смысле не улучшаемы, показывает, что анализ вариацион-
ной задачи и метода конечных элементов в пространстве M является бо-
лее естественным, чем в L2

0(Ω). Более того, использование для конечно-
элементного пространства давления факторизации из L2

0(Ω) приводит
к зависимости в оценке для переобусловленного дополнения Шура от
скачка в коэффициенте вязкости вида h

ε
.

Результаты численных экспериментов в разделах 3.6.2 и 2.4.4 полу-
чены с помощью пакета DROPS ([91]) и любезно предоставлены Йоргом
Петерсом.

Основные результаты для задачи Стокса с интерфейсом следу-
ющие. Благодаря правильному выбору факторизации пространства для
давления и весовых норм доказано универсальное (относительно скачка
в коэффициенте вязкости) inf-sup условие устойчивости, как для диффе-
ренциальной задачи (теорема 1.10), так и для конечно-элементной (тео-
рема 2.6). Предложен переобуславливатель для дополнения Шура дис-
кретной задачи, для которого доказана оценка, не зависящая от ε и h
(теорема 3.12).

Системы типа Осеена.
Следующей темой диссертации является численное решение уравне-

ний типа Осеена, т.е. системы

−ν∆u + w × u + αu +∇P = f в Ω

div u = 0 в Ω,
(11)

и системы
−ν∆u + a · ∇u + αu +∇p = f в Ω

div u = 0 в Ω.
(12)

Как обсуждалось выше (см. стр. 16), обе системы возникают при приме-
нении неявных схем по времени для уравнений Навье-Стокса в вихревой
и конвективной форме, соответственно.

Построение универсальных итерационных методов для задач типа
Осеена является давно стоящей и актуальной проблемой. Универсаль-
ность понимается относительно параметров ν и α (при этом самым труд-
ным считается случай α = 0). Заметим, что свойства систем существенно
зависят от функций w и a, и вряд ли представляется возможным постро-
ение итерационных методов удовлетворительно работающих при любых
w ∈ L∞ или a ∈ H1. В настоящее время разумной представляется зада-
ча построения универсальных итерационных методов хотя бы для w или
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a “простого” вида, отвечающего набору модельных течений. Даже в та-
кой постановке задача оказывается трудной. За последние 10 лет можно
назвать всего четыре относительно успешных попытки продвинуться в
данном направлении. Перечислим их. Во-первых, назовем переобуслав-
ливатель Элмана (1999) [78] для конвективной формы системы Осеена.
Численные эксперименты показывают, что он универсален по вязкости
(по ν) только для параллельных течений. Более того, сходимость мето-
дов на подпространствах Крылова, использующих данный переобуслав-
ливатель, имеет зависимость от шага сетки. Следующий подход - это
переобуславливатель, предложенный автором [183] для вихревой формы
системы. Об этом переобуславливателе пойдет речь в диссертации. Он
универсален по вязкости и шагу сетки при α > 0, если α = 0 имеет место
некоторая зависимость от ν. Далее, переобуславливатель Кея-Логхина
(2001) [100, 101] для конвективной формы системы Осеена. Это на на-
стоящий момент самая удачная попытка для системы Осеена в конвек-
тивной форме. Переобуславливатель универсален по шагу сетки, но дает
рост числа итераций вида O(ν−

1
2 ) даже в случае параллельных течений.

Наконец, подход Бенци (2004) [38]. Численные эксперименты показы-
вают универсальность по вязкости для параллельных и циркулирующих
двумерных течений, однако имеет место некоторая зависимость сходимо-
сти от шага сетки. Подход Бенци просто реализуем только для вихревой
формы системы, дальнейшее его обсуждение и сравнение с методом пред-
ложенным автором можно найти в [39]. Отметим, что все перечисленные
подходы пока носят полу-эмпирический характер. Теоретический анализ
ограничивается системами с постоянными функциями w или a и таки-
ми краевыми условиями, которые позволяют проводить анализ Фурье,
либо допускают коммутируемость операторов div и ∆. Таким образом,
построение переобуславливателя, не приводящего к зависимость от ша-
га сетки и дающего универсальность по вязкости хотя бы для простых
течений, является сегодня актуальной задачей, привлекающей внимания
ученых.

Прежде, чем вести речь об итерационных методах решения алгеб-
раических систем, возникающих из метода конечных элементов для си-
стем Осеена, необходимо найти адекватные (устойчивые) формулировки
метода конечных элементов. Этому вопросу посвящена достаточно об-
ширная литература. Результаты автора по этой теме опубликованы в
[177, 169, 175]. В диссертации данному вопросу отведен раздел 2.6, где
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изложение следует статьям [177] и [169].
Принято считать, что существует две причины, порождающие неустой-

чивость методов конечных элементов для уравнений Навье-Стокса и си-
стемы Осеена. Одна из них – это возможная несовместимость аппрок-
симаций для скоростей и давления. Эта причина устраняется либо вы-
бором аппроксимаций, удовлетворяющих LBB условию, либо использо-
ванием, так называемых, методов стабилизации давления. Другая при-
чина происходит из доминирования конвективных членов при больших
числах Рейнольдса. Для конечно-разностных аппроксимаций давно из-
вестно, что в этом случае следует использовать разности против пото-
ка. Для конечных элементов также существует несколько методов, со-
четающих устойчивость и высокий порядок сходимости. Приведем неко-
торые названия: streamline upwind/ pressure stabilizing Petrov-Galerkin
(SUPG/PSPG) метод, the Galerkin/ Least-squares (GLS) и методика из-
вестная как algebraic sub-grid scale (ASGS) techniques, см., например,
[80, 70, 135, 148, 150]. Перечисленные методы одновременно подавляют
возможные нефизические осцилляции в приближенном решении и поз-
воляют использовать аппроксимации скорости-давления, не удовлетво-
ряющие LBB условию, например, использовать для скорости и давления
конечные элементы одинакового порядка.

Основными недостатками стабилизированных методов конечных эле-
ментов принято считать, во-первых, появление дополнительных стабили-
зирующих членов, вычисление которых может забирать ощутимую часть
компьютерного времени, и усложнять структуру матриц в системах ли-
нейных алгебраических уравнений; во-вторых, чувствительность мето-
дов к выбору значений для некоторого набора параметров (параметров
стабилизации). Неправильный выбор этих параметров приводит либо к
потери устойчивости, либо к ухудшению точности.

В диссертации анализ стабилизированных методов конечных элемен-
тов для уравнений типа Осеена ведется согласно следующей схеме. Сна-
чала анализируются, так называемые, сокращенные схемы стабилиза-
ции. Эти схемы получаются из полного метода Петрова-Галеркина пу-
тем исключения членов, связанных со стабилизацией давления. Это при-
водит к сокращению части дополнительных слагаемых, и такие схемы
часто используют на практике в сочетании с LBB-устойчивыми аппрок-
симациями. Однако анализ таких схем для конформных конечных эле-
ментов в литературе отсутствует. Более того, было обнаружено, что для
анализа сокращенных схем удобным является использование некоторого
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inf-sup условия для аппроксимаций скорости-давления, отличающегося
от LBB условие. Мы называем его модифицированным inf-sup условием.
Оно выглядит следующим образом:

inf
ph∈Qh

sup
uh∈Vh

(div uh, ph)

‖∇ph‖‖uh‖ ≥ β1 > 0, (13)

где β1 не зависит от h. Использование (13) позволяет получить оцен-
ки устойчивости для сокращенных схем на большем интервале по числу
Рейнольдса, чем использование LBB условия. Условие (13) удается дока-
зать для LBB-устойчивых аппроксимаций при некоторых, впрочем, весь-
ма жестких, ограничениях на сетку, см. раздел 2.6.2. В разделе 2.6.2 при-
водится анализ и без использования модифицированного inf-sup условия.
Затем в разделе 2.6.3 проводится анализ полностью стабилизированно-
го метода конечных элементов, т.е. допускающего использование LBB-
неустойчивых аппроксимаций скорости-давления. Для обоих подходов
выводятся формулы для выбора параметров стабилизации, основанные
на минимизации правой части в априорных оценках для ошибки метода
конечных элементов. Новым в доказываемых результатах является еще
и то, что наряду с задачей Осеена (12) рассматривается линеаризован-
ная задача в вихревой форме, т.е. (11). Ранее в литературе стабилиза-
ция метода конечных элементов для (11) встречалась только для случая
w = const [69, 70] (моделирование эффекта Кориолисовых сил).

Более детальное обсуждение и мотивацию методов стабилизации для
задачи Осеена можно найти в разделе 2.6. Заметим только, что ∇div -
стабилизация, детально изученная для задачи Стокса, остается важной
и продолжает использоваться в стабилизированных методах конечных
элементов для задачи Осеена. Раздел 2.6 завершается параграфом 2.6.4
с результатами численных экспериментов, иллюстрирующих теорию.

Основные результаты диссертации для линеаризованной задачи
Навье-Стокса состоят в следующем. Для системы типа Осеена в вихре-
вой форме предложен переобуславливатель для дополнения Шура. С по-
мощью анализа Фурье и численных экспериментов продемонстрирована
эффективность данного переобуславливания по сравнению известными.
Получены оценки для дополнения Шура линеаризованных систем, если
в качестве переобуславливателя выбираются те же операторы, что и в
симметричном случае. Показана зависимость констант эквиваленстно-
сти от параметров (теорема 1.11). Предложен метод стабилизации ко-
нечных элементов, подходящий для вихревой формы линеаризованной
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системы Навье-Стокса. Для вихревой и конвективной форм получены
оценки сходимости стабилизированного метода конечных элементов для
различных вариантов стабилизации (теоремы 2.10, 2.11, 2.13 и 2.14).
Предложен, ранее отсутствующей, анализ сходимости сокращенных схем
стабилизации для системы Осеена, широко использующихся на практи-
ке (теорема 2.12). Оценки сходимости детально иллюстрируются резуль-
татами численных экспериментов, которые показывают оптимальность
оценок.

Система Навье-Стокса.

Построение универсальных по числу Рейнольдса численных методов
решения уравнений Навье-Стокса (включая анализ, доказывающий уни-
версальность) находится, по-видимому, вне круга проблем, которые бу-
дут решены в ближайшие годы. Исключение может представлять двух-
мерный случай, для которого существует доказательство глобального
существования и единственности решения системы Навье-Стокса. Среди
большого количества работ, посвященных численному решению уравне-
ний Навье-Стокса, включая анализ нелинейных итерационных методов,
отметим работы российских ученых [10, 11, 12], а также монографии
[84, 150], являющиеся прекрасным изложением теоретических ([84]) и
практических ([150]) вопросов решения уравнений Навье-Стокса мето-
дом конечных элементов.

В настоящей диссертации результаты для уравнений Навье-Стокса
носят больше иллюстрационный характер, – необходимость численно ре-
шать рассматриваемые линейные задачи возникает при использовании
тех или иных схем для расчета течений несжимаемой вязкой жидкости.
В разделе 1.6 приводятся примеры таких схем. Более сложные двух-
уровневые схемы для уравнений Навье-Стокса рассмотрены автором в
работе [184]; в диссертацию эти результаты не вошли. В разделе 2.7 об-
суждается применение стабилизированного метода конечных элементов
для аппроксимации уравнений Навье-Стокса. Далее приводятся резуль-
таты расчетов двух двухмерных течений, являющихся стандартными те-
стовыми примерами. Полученные результаты сравниваются с известны-
ми из литературы. Наконец, в разделе 3.8 приводятся результаты по
сходимости нелинейных итерационных алгоритмов расчета уравнений
Навье-Стокса и показывается, как линейные методы из предыдущих раз-
делов работают в качестве составных частей этих нелинейных итераций.
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Обозначения и соглашения

Бо́льшая часть результатов диссертации относится к вычислительной
линейной алгебре, однако доказательства во многом базируются на ре-
зультатах по аппроксимации (метод конечных элементов) и оценках ре-
шений дифференциальных уравнений в частных производных. Поэтому
в монографии соседствуют математические объекты разной “природы”.
Для избежании путаницы автор будет придерживаться следующих пра-
вил:
прописными буквами (f, g, u) обозначаются функции из гильбертовых
пространств (L2,H1);
жирным шрифтом (f ,g,u) обозначаются вектор-функции из гильберто-
вых пространств, которые тоже обозначаются жирным шрифтом (L2,H

1);
функции, порожденные конечными элементами, имеют нижний индекс h
(fh, gh, uh или fh,gh,uh для конечно-элементных вектор-функции), про-
странства конечных элементов также помечаются индексом h (Vh или
Vh);
прямым шрифтом (f, g, u, x) обозначаются вектора из Rn. Как правило,
это вектора коэффициентов разложения конечно-элементных функций
по базису.
Матрицы обозначаются заглавными латинскими буквами (A,W ), а функ-
циональные пространства прямым полужирным (V,H) за исключением
пространств вектор-функций, которые обозначаются жирным (V,H).

Если явно не накладываются другие ограничения, то Ω – ограни-
ченная Липшицева область в Rd, d = 2, 3, ∂Ω – граница, n – внешняя
нормаль к границе.

Евклидово скалярное произведение в Rn будет обозначаться 〈·, ·〉, а
норма ‖ · ‖. Через (·, ·) и (снова) ‖ · ‖ будут обозначаться скалярные про-
изведения в L2(Ω) и L2(Ω). Стандартная норма в пространстве Соболева
Hk(Ω) обозначается ‖ · ‖k.

Мы будем использовать следующие обозначения

(∇u,∇v) :=
d∑

j=1

(
∂u

∂xj

,
∂v

∂xj

),

(∇u,∇v) :=
d∑

i=1

(∇ui,∇vi),
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порожденную данными формами полунормы на H1(Ω) и H1(Ω) будем
обозначать | · |1 := ‖∇ · ‖.
Символ × используется для обозначения векторного произведения,
curlu := (∇× u), в двухмерном случае curlu := −∂u1/∂x2 + ∂u2/∂x1 и

a× u = −u× a :=

{ −a u2

a u1

для скалярной функции a и векторной u.
Будем придерживаться следующих обозначений для встречающихся

пространств: H1
0 := H1

0(Ω) – пространство функций из H1 равных нулю
на границе Ω. H1

0 – пространство вектор-функций, каждая компонента
которых принадлежит H1

0. H̄1
0 определено на стр. 36. Далее

L0
2 := {q ∈ L2 : (q, 1) = 0}, снабжено L2 − нормой

W := H1
0 × L0

2,

H(div ) := {u ∈ L2(Ω), div u ∈ L2(Ω)} , ‖u‖H(div ) = (‖u‖2 + ‖div u‖2)
1
2

H0(div ) := {u ∈ H(div ) : u·n = 0} ,

H(curl ) :=
{
u ∈ L2(Ω), curlu ∈ L2(Ω)2n−3

}
,

‖u‖H(curl ) = (‖u‖2 + ‖curlu‖2)
1
2

U := H0(div ) ∩H(curl ),

‖u‖U := (‖u‖2 + ‖div u‖2 + ‖curlu‖2)
1
2 ,

U0 := {u ∈ U : curlu = 0} .

Для пространств конечно-элементных функций используются обозначе-
ния Vh ⊂ H1

0, Vh ⊂ H1
0, Qh ⊂ L0

2, Wh = Vh ×Qh.
Vk обозначает пространство конечно-элементных функций относительно
k-ого уровня в иерархии триангуляций области.
Xk – пространство коэффициентов разложения конечно-элементных функ-
ций из Vk по (нодальному) базису.
Также используются пространства

M := {q ∈ L2 : (ν−1q, 1) = 0}, ‖q‖M := (ν−1q, q)
1
2

Mh ⊂ M − конечно-элементная аппроксимация M

здесь ν – кусочно-постоянная положительная функция на Ω, см. стр. 74.
На пространстве H1

0 встречается норма ‖u‖ν = (νu,u)
1
2 .
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Везде в работе через C, c, c0, c1 и т.п. обозначаются некоторые абсо-
лютные константы, конкретные значения которых не имеют существен-
ного значения. Эти константы не зависят от параметров, входящих в
формулировку уравнений, от параметров дискретизации. Когда речь идет
о конечномерных пространствах, то константы не зависят от размерно-
сти.

Константа из неравенства Пуанкаре-Фридрихса обозначается через
CF :

‖u‖ ≤ CF‖∇u‖ ∀ u ∈ H1
0(Ω).

Мы будем ссылаться на неравенство Нечаса:

c0‖q‖ ≤ ‖∇q‖H−1 ∀ q ∈ L0
2

с положительной константой c0. H−1 – пространство сопряженное к H1
0(Ω)

относительно скалярного произведения из L2.
Говорят, что для пары конечно-элементных пространств (скалярных

функций Qh и вектор функций Vh) выполнено LBB условие (аббревиа-
тура происходит от фамилий Ладыженская, Babushka, Brezzi), если

sup
uh∈Vh

(div uh, ph)

‖∇uh‖ ≥ β‖ph‖, ∀ ph ∈ Qh (14)

где β > 0 не зависит от h для семейства триангуляций Ω. Семейство па-
раметризуется набором значений h > 0 (максимального диаметра триан-
гуляций), которые могут быть произвольно малы. Здесь и везде в моно-
графии infx или supx берутся для x 6= 0, если x появляется в знаменателе.

Запись A > B для операторов (матриц) A и B означает (Ax, x) >
(Bx, x), ∀ x 6= 0.

Средним показателем сходимости итерационного метода будем на-
зывать величину q = (‖rn‖/‖r0‖)1/n, где r0 – вектор начальной невязки,
rn – вектор невязки после остановки вычислений, n – число сделанных
итераций.



Глава 1

Уравнения и системы уравнений
в частных производных

В этой главе рассматриваются уравнения и системы уравнений в част-
ных производных, возникающие, в частности, в приложениях, связан-
ных с моделированием движения жидкостей и газов. Эти задачи имеют
особенности, в силу которых непосредственное применение простых ите-
рационных методов для нахождения решения их дискретных аналогов
не дает удовлетворительных результатов. Помимо формулировок в этой
главе будут получены специальные оценки для решений дифференци-
альных задач, необходимые далее для доказательства свойства универ-
сальности итерационных методов. Это, как правило, будут априорные
оценки, в которых особое внимание уделено зависимости “констант” от
различных параметров.

Если оператор L(ε) дифференциальной задачи зависит от параметра
ε ∈ (0, 1], задачу

L(ε)u = f в Ω, `(u) = g на ∂Ω (1.1)

мы назовём сингурярно-возмущенной при малом ε, если оператор L(0)
имеет другой тип, чем L(ε). В этом разделе будут рассмотрены несколь-
ко уравнений в частных производных 2-ого порядка и систем уравне-
ний. В каждом из примеров сингулярность при ε → 0 имеет свой тип
и может представлять различную степень трудности при численном ре-
шении. Глава начинается с рассмотрения наиболее простого (по мнению
автора) случая – уравнения реакции-диффузии, а заканчивается рас-
смотрением системы нелинейных уравнений Навье-Стокса.

33
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1.1 Уравнения реакции-диффузии.

Уравнение реакции-диффузии имеет вид

−ε∆u + d·u = f в Ω, u|∂Ω = 0, (1.2)

при заданных ε ∈ (0, 1], f ∈ L2(Ω) и d ∈ L∞(Ω), причем 0 < d0 ≤ d ≤
d1. Возможна постановка и других (Неймана или смешанных) краевых
условий. В этом примере L(0) имеет нулевой порядок.

Задача типа (1.2) возникает, например, при рассмотрении неявных
схем по времени для численного решения параболических уравнений (см.
[5]). В этом случае ε ∼ ντ , где ν – коэффициент диффузии, τ – шаг
дискретизации по времени, d ≡ 1, а f содержит аппроксимированные
явно члены уравнения.

Вариационная постановка (1.2) следующая: найти u ∈ H1
0(Ω) такую,

что
a(u, v) = (f, v) для всех v ∈ H1

0(Ω) (1.3)

с симметричной билинейной формой

a(u, v) = ε(∇u,∇v) + (d u, v) для u, v ∈ H1
0(Ω).

1.1.1 Априорные оценки.

Предположим, что Ω – выпуклая. Заметим, что a(·, ·) является непрерыв-
ной и эллиптической на H1

0(Ω). Следовательно, (1.3) имеет единственное
решение. Используя стандартную теорию о регулярности решений эл-
липтических задач, доказываем следующую лемму.

Лемма 1.1. Пусть u является решением (1.3). Тогда u ∈ H2(Ω) и

‖u‖ ≤ c‖f‖ , (1.4)

‖u‖1 ≤ c√
ε
‖f‖ , (1.5)

‖u‖2 ≤ c

ε
‖f‖ , (1.6)

с константами c, не зависящими от ε и f .
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Доказательство. Используя неравенство Юнга, получаем из (1.3)

ε |u|21 + d0‖u‖2 ≤ ε |u|21 + (d u, u) = a(u, u) = (f, u) ≤ 1

2d0

‖f‖2 +
d0

2
‖u‖2.

(1.7)
Неравенство (1.4) доказано. Результат в (1.7) в комбинации с неравен-
ством Фридрихса ‖u‖1 ≤ c|u|1 влечет (1.5).

Положим f̃ = 1
ε
(f − u), тогда u является слабым решением задачи

Пуассона: (∇u,∇v) = (f̃ , v) для всех v ∈ H1
0. Так как f̃ ∈ L2(Ω) и область

Ω выпуклая, то из результатов о регулярности для решения уравнения
Пуассона (см, например, Теорему 4.3.1 и §8.2 в [90]) следует, что u ∈
H2(Ω) и

‖u‖2 ≤ c‖f̃‖ ≤ c
1

ε
(‖f‖+ ‖u‖). (1.8)

Теперь (1.6) следует из (1.4) и (1.8).

1.2 Уравнения конвекции-диффузии.

Уравнение конвекции-диффузии в двухмерном случае имеет вид

−ε∆u + a1
∂u

∂x
+ a2

∂u

∂y
= f в Ω, + граничные условия. (1.9)

Будем предполагать ε ∈ (0, 1], f ∈ L2(Ω) и a = (a1, a2) – вектор-функция
из L∞∩H1, причем div a = 0. В этом примере L(0) имеет первый порядок.

Уравнение типа (1.9) возникает при расчете движений жидкости или
газов, например, как уравнение конвекции (при учете температуры пото-
ка жидкости или газа). В этом случае (a1, a2) – вектор скорости потока,
u – поле распределения температуры, ε - коэффициент теплопроводно-
сти. Помимо этого, (1.9) является линеаризацией эллиптической части
уравнения моментов движения жидкости (газа), и часто служит вспомо-
гательной задачей. В этом случае u – компонента вектор-функции, (1.9) –
одно из 2-х (в двухмерном случае) уравнений системы, ε – коэффициент
кинематической вязкости.

Как обсуждалось в введении, для численного анализа представля-
ют интерес (и уже достаточную трудность) следующие частные случаи
(1.9). Будем предполагать Ω = (0, 1)2. Рассмотрим задачу с условиями
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Неймана на границе вытекания и с условиями Дирихле на остальной
части границы:

−ε∆u + ux = f в Ω := (0, 1)2

∂u

∂x
= 0 на ΓE := { (x, y) ∈ Ω | x = 1 }

u = 0 на ∂Ω \ ΓE

(1.10)

Также рассмотрим задачу с условиями Дирихле на всей границе:

−ε∆u + ux = f в Ω := (0, 1)2,

u = 0 на ∂Ω.
(1.11)

Условия Неймана на границе вытекания часто встречаются в при-
ложениях, например, при наличии искусственной границы в задачах
вычислительной гидродинамики, см., например, [137, 182]. Постановка
условий Неймана исключает возникновение экспоненциального погранс-
лоя в решении у границы вытекания. В тоже время, наличие экспонен-
циального погранслоя – не редкость в приложениях, например, в задаче
фильтрации. Поэтому анализ итерационных методов в случае условий
Дирихле на границе вытекания также имеет прикладное значение.

Для вариационной постановки (1.10) нам понадобится пространство
H̄1

0 := { v ∈ H1(Ω) | v = 0 на ∂Ω \ ΓE }. Вариационная постановка (1.10)
следующая: найти u ∈ H̄1

0 такую, что

a(u, v) := ε(ux, vx) + ε(uy, vy) + (ux, v) = (f, v) ∀ v ∈ H̄1
0 (1.12)

Из леммы Лакса-Мильграма следует существование и единственность
решения (1.12).

Вариационная постановка (1.11) требует замены пространства H̄1
0 на

H1
0(Ω) в (1.12).

1.2.1 Априорные оценки и зависимости вдоль линий
тока.

Для анализа дискретной задачи нам понадобится следующая модифи-
цированная билинейная форма:

ak(u, v) := (ε + δkhk)(ux, vx) + ε(uy, vy) + (ux, v), u, v ∈ H̄1
0 (H1

0 ). (1.13)
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Смысл положительных параметров δk и hk будет разъяснён в разделе 2.2.
Для удобства введем обозначение

εk := ε + δkhk.

Случай условий Неймана на ΓE

Рассмотрим вариационную задачу Дирихле-Неймана: для заданной f ∈
L2 найти u ∈ H̄1

0 такую, что

ak(u, v) = (f, v) ∀ v ∈ H̄1
0. (1.14)

Для границы втекания будем использовать обозначение

ΓW := { (x, y) ∈ Ω | x = 0 }.
Теорема 1.1. Пусть f ∈ L2(Ω), u – решение (1.14). Существует кон-
станта c, не зависящая от εk and ε такая, что

‖u‖+ ‖ux‖ ≤ c ‖f‖, (1.15)√
ε‖uy‖ ≤ c ‖f‖, (1.16)

εk‖uxx‖+
√

εεk‖uxy‖+ ε‖uyy‖ ≤ c ‖f‖, (1.17)∫

ΓE

u2 dy + εk

∫

ΓW

u2
x dy + ε

∫

ΓE

u2
y dy ≤ c‖f‖2. (1.18)

Доказательство. Поскольку f ∈ L2(Ω), то теория о регулярности реше-
ний из [90] обеспечивает принадлежность решения (1.14) u к простран-
ству H2(Ω). Следовательно, возможно рассмотреть соотношение

−εuyy − εkuxx + ux = f (1.19)

и краевые условия из (1.10) в обычном смысле. Умножим (1.19) на ux и
проинтегрируем по частям. Получаем слагаемые:

−ε(uyy, ux) =
ε

2
((u2

y)x, 1) =
ε

2

∫

ΓE

u2
y dy,

−εk(uxx, ux) = −εk

2
((u2

x)x, 1) =
εk

2

∫

ΓW

u2
x dy,

(ux, ux) = ‖ux‖2 ≥ ‖u‖2,

(f, ux) ≤ 1

2
‖f‖2 +

1

2
‖ux‖2.
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Из этих соотношений легко следуют оценки (1.15) и (1.18), за исключе-
нием оценки для

∫
ΓE

u2 dy. Далее мы умножаем (1.19) на u, интегрируем
по частям и получаем

ε‖uy‖2 + εk‖ux‖2 +
1

2

∫

ΓE

u2 dy = (f, u) ≤ ‖f‖‖u‖

≤ c ‖f‖2. (используем (1.15))

Оценка (1.16) и оставшаяся часть (1.18) доказаны. Для проверки (1.17)
введем F = f − ux. Благодаря (1.15) имеем ‖F‖ ≤ c ‖f‖. Более того,
справедливо равенство −εuyy− εkuxx = F . Возведем в квадрат обе части
этого равенства и проинтегрируем по Ω. Получаем

ε2‖uyy‖2 + 2εεk(uyy, uxx) + ε2
k‖uxx‖2 = ‖F‖2 ≤ c ‖f‖2. (1.20)

Заметим, что для произвольной достаточно гладкой v, удовлетворяющей
краевым условиям (1.10), справедливо

vxx(x, 0) = vxx(x, 1) = 0, x ∈ (0, 1), vy(0, y) = vxy(1, y) = 0, y ∈ (0, 1),

поэтому
(vyy, vxx) = −(vy, vxxy) = (vxy, vxy).

С помощью стандартных рассуждений о предельном переходе заключа-
ем, что для решения u ∈ H2(Ω) задачи (1.14) соотношение (uyy, uxx) =
(uxy, uxy) также выполнено. Теперь (1.20) дает

ε2‖uyy‖2 + 2εεk‖uxy‖2 + ε2
k‖uxx‖2 ≤ c ‖f‖2.

Далее нам понадобится также следующая лемма.

Лемма 1.2. Рассмотрим функцию φ ∈ H1
∞(0, 1) такую, что

0 ≤ −εkφx ≤ φ.

Обозначим через ‖ · ‖φ полу-норму, задаваемую скалярным произведени-
ем (φ·, ·). Тогда решение u задачи (1.14) удовлетворяет оценкам

‖ux‖φ ≤ 2‖f‖φ (1.21)

εk φ(0)

∫

ΓW

u2
x dy ≤ ‖f‖2

φ (1.22)

1

4
‖u‖2

−φx
+ ε‖uy‖2

φ ≤ (φ f, u). (1.23)
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Доказательство. Рассмотрим соотношение (1.19), умножим его на φux

и проинтегрируем по частям. Получаем следующие слагаемые

−ε(uyy, φux) =
ε

2
‖uy‖2

−φx
+

ε

2
φ(1)

∫

ΓE

u2
y dy ≥ 0 ,

−εk(uxx, φux) = −εk

2
‖ux‖2

−φx
+

εk

2
φ(0)

∫

ΓW

u2
x dy

≥ −1

2
‖ux‖2

φ +
εk

2
φ(0)

∫

ΓW

u2
x dy ,

(ux, φux) = ‖ux‖2
φ ,

(f, φux) ≤ ‖f‖φ‖ux‖φ ≤ ‖f‖2
φ +

1

4
‖ux‖2

φ.

Теперь (1.21) и (1.22) непосредственно следуют. Для получения оценки
(1.23) мы умножим (1.19) на φu и проинтегрируем по частям. Получаем
следующие слагаемые

−ε(uyy, φ u) = ε‖uy‖2
φ,

−εk(uxx, φ u) = εk‖ux‖2
φ + εk(ux, φx u)

≥ εk‖ux‖2
φ − ε2

k‖ux‖2
−φx

− 1

4
‖u‖2

−φx
≥ −1

4
‖u‖2

−φx
.

(ux, φ u) =
1

2
‖u‖2

−φx
+

φ(1)

2

∫

ΓE

u2 dy.

Таким образом соотношение (1.23) доказано.

Случай условий Дирихле на ΓE

Рассмотрим вариационную задачу Дирихле: для заданной f ∈ L2 найти
u ∈ H1

0 такую, что
ak(u, v) = (f, v) ∀ v ∈ H1

0. (1.24)

В следующей теореме собраны необходимые в дальнейшем априорные
оценки для решения (1.24).

Теорема 1.2. Пусть функция φ ∈ H1
∞(0, 1) такая, что

0 ≤ −φx ≤ H + φ/εk
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с некоторой константой H ∈ [0, 1
2
ε−1

k ], и φ(1) = 0. Обозначим через
‖·‖φ полу-норму, задаваемую скалярным произведением (φ·, ·). Тогда для
произвольной f ∈ L2(Ω) решение u(x, y) задачи (1.24) удовлетворяет
оценкам

‖u‖+
√

ε‖uy‖+
√

εk‖ux‖+ ε
√

εk‖u‖2 ≤ c‖f‖, (1.25)

εk φ(0)

∫

ΓW

u2
x dy + ‖ux‖2

φ ≤ c (‖f‖2
φ + H‖f‖2) (1.26)

1

4
‖u‖2

−φx
+ ε‖uy‖2

φ ≤ c εkH‖f‖2 + (φ f, u),(1.27)

εk‖uxx‖φ +
√

εεk‖uxy‖φ + ε‖uyy‖φ ≤ c‖f‖φ + c
√

H‖f‖. (1.28)

Доказательство. Доказательство (1.25) можно найти во многих источ-
никах, например, [79]. Докажем оценки (1.26) – (1.28). Поскольку правая
часть f из L2(Ω), то теория о регулярности решений [90] обеспечивает
принадлежность решения (1.24) u пространству H2(Ω). Следовательно,
возможно рассмотреть соотношение

−εuyy − εkuxx + ux = f (1.29)

и краевые условия из (1.11) в обычном смысле. Умножим (1.29) на φux

и проинтегрируем по частям. Получаем слагаемые:

−ε(uyy, φux) =
ε

2
‖uy‖2

−φx
≥ 0 ,

−εk(uxx, φux) = −εk

2
‖ux‖2

−φx
+

εk

2
φ(0)

∫

ΓW

u2
x dy

≥ −1

2
((εk H + φ) ux, ux) +

εk

2
φ(0)

∫

ΓW

u2
x dy

≥ −H εk

2
‖ux‖2 − 1

2
‖ux‖2

φ +
εk

2
φ(0)

∫

ΓW

u2
x dy ,

(ux, φux) = ‖ux‖2
φ ,

(f, φux) ≤ ‖f‖φ‖ux‖φ ≤ ‖f‖2
φ +

1

4
‖ux‖2

φ.

Благодаря (1.25) имеем H εk‖ux‖2 ≤ cH‖f‖2, и неравенство (1.26) непо-
средственно следуют.
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Для получения оценки (1.27) умножаем (1.29) на φu и интегрируем по
частям. Получаем слагаемые:

−ε(uyy, φ u) = ε‖uy‖2
φ,

−εk(uxx, φ u) = εk‖ux‖2
φ + εk(ux, φx u) ≥ εk‖ux‖2

φ − ε2
k‖ux‖2

−φx
− 1

4
‖u‖2

−φx

≥ −H ε2
k‖ux‖2 − 1

4
‖u‖2

−φx
≥ −cH εk‖f‖2 − 1

4
‖u‖2

−φx
,

(ux, φ u) =
1

2
‖u‖2

−φx
.

Суммируя эти неравенства, мы доказываем (1.27).
Для доказательства (1.28) рассмотрим F = f − ux. В силу (1.26)

справедлива оценка ‖F‖φ ≤ c (‖f‖φ +
√

H‖f‖). Более того,

−εuyy − εkuxx = F.

Умножим это равенство на
√

φ, возведем в квадрат и проинтегрируем по
Ω. Получаем

ε2‖uyy‖2
φ + 2εεk(φuyy, uxx) + ε2

k‖uxx‖2
φ = ‖F‖2

φ ≤ c (‖f‖2
φ + H‖f‖2). (1.30)

Заметим, что для произвольной достаточно гладкой функции v равной
нулю на границе выполняется

vx(x, 0) = vx(x, 1) = 0, x ∈ (0, 1), vyy(0, y) = vyy(1, y) = 0, y ∈ (0, 1).

Следовательно,
(φ vyy, vxx) = ‖vxy‖2

φ − (φx vx, vyy).

Переходя к пределу в H2(Ω), мы заключаем, что для u справедливо

εεk(φuyy, uxx) = εεk‖uxy‖2
φ − εεk(φx ux, uyy)

≥ εεk‖uxy‖2
φ − ε((φ + εkH) |ux|, |uyy|)

≥ εεk‖uxy‖2
φ −

ε2

4
‖uyy‖2

φ − ‖ux‖2
φ −

εk

2
H(ε2‖uyy‖2 + ‖ux‖2).

Подставляя полученное неравенство в (1.30) и используя уже доказан-
ную оценку ‖ux‖2

φ ≤ c (‖f‖2
φ+H‖f‖2), условие εkH ≤ 1

2
и (1.25), получаем

(1.28).
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Оценка на близость решений задач Дирихле и Неймана.

Нам будет полезна следующая лемма, дающая оценку на разницу реше-
ний задач с условиями Дирихле и Неймана на границе вытекания.

Лемма 1.3. Пусть û – решение задачи (1.14), а û – решение задачи
(1.24). В предположениях теоремы 1.2 справедлива оценка

hk‖ûx − ux‖2
φ + ε‖ûy − uy‖2

φ ≤ c hkH‖f‖2 (1.31)

Доказательство. После рассмотрения уравнения для разности û−u до-
казательство проводится аналогично доказательству (1.26) и (1.27)

Зависимость против потока и оценки вдали от ΓE

В этом разделе будет изучено влияние против потока правой части f на
решение u задач (1.14) и (1.24). В разделе 2.2 то же будет сделано для
соответствующей дискретной задачи. Результаты такого плана известны
из литературы, где они обычно формулируются в виде оценок на функ-
цию Грина (см., например, [155, 120]), доказательство которых довольно
технично; см. также оценки для конечно-разностной схемы 1-ого поряд-
ка в [81]. Мы приводим элементарное доказательство необходимых нам
результатов, базирующееся на лемме 1.2 и теореме 1.2.

Для ξ ∈ [0, 1] рассмотрим функцию срезки

φξ(x) =

{
1−H0, если x ∈ [0, ξ],

exp
(
−x−ξ

εk

)
−H0, если x ∈ (ξ, 1],

где H0 = exp
(
−1−ξ

εk

)
. В случае задачи с условиями Неймана на ΓE счи-

таем H0 = 0.Для произвольного ξ функция φξ(x) удовлетворяет предпо-
ложениям теоремы 1.2 с константой H = H0ε

−1
k или леммы 1.2 с H0 = 0.

Определим области

Ωξ = {(x, y) ∈ Ω : x < ξ} , (1.32)
Ωη = {(x, y) ∈ Ω : x > η} , η ∈ (0, 1).

Непосредственное применение теоремы 1.2 c φ = φξ доказывает следую-
щий результат.
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Следствие 1.1. Рассмотрим f ∈ L2(Ω) такую, что supp(f) ∈ Ωη.
Пусть u – соответствующее решение (1.14) или (1.24). Предположим,
что η − ξ ≥ 2 εk p | ln hk|, p ≥ 0. В случае задачи Дирихле потребуем
дополнительно 1− η ≥ εk | ln εk|. Имеют место оценки

‖ux‖L2(Ωξ) ≤ c hp
k‖f‖, (1.33)

εk

∫

ΓW

u2
x dy ≤ c h2p

k ‖f‖2, (1.34)
√

ε‖uy‖L2(Ωξ) ≤ c
√

εk hp
k‖f‖. (1.35)

Доказательство. Проведем рассуждения для случая задачи (1.24). Вто-
рое слагаемое в правой части оценки (1.27) оценим, как

(φf, u) = (φf, u)Ωη ≤ εk‖f‖2
φ +

1

4εk

(φu, u)Ωη = εk‖f‖2
φ +

1

4
(−φxu, u)Ωη

≤ εk‖f‖2
φ +

1

4
‖u‖2

−φx
. (1.36)

Далее заметим, что H = ε−1
k exp

(
−1−ξ

εk

)
≤ h2p, так как

1− ξ ≥ εk(2p | ln hk|+ | ln εk|);
φ(η) = h2p

k −H0. Теперь оценка

‖f‖2
φ = (φf, f)Ωη ≤ φ(η)‖f‖2

Ωη
= h2p

k ‖f‖2,

(1.26) и (1.27) влекут результаты в (1.33) - (1.35).

Следствие 1.2. Пусть f ∈ L2(Ω) и u(x, y) – решение (1.24), ξ и η, как
в следствии 1.1, и ω = Ω \ Ωη. Имеет место оценка

ε‖u‖H2(Ωξ) +

(
εk

∫

ΓW

u2
x dy

) 1
2

+ ‖ux‖L2(Ωξ) ≤ c (‖f‖L2(ω) + hp‖f‖) (1.37)

Доказательство. Cледствие неравенств (1.26), (1.28), H ≤ h2p
k и

‖f‖2
φ = (φf, f)ω + (φf, f)Ωη ≤ ‖f‖2

ω + φ(η)‖f‖2
Ωη

= ‖f‖2
ω + h2p

k ‖f‖2.

Сделаем очевидное

Замечание 1.1. Оценки (1.33) – (1.37) остаются верны для решения
сопряженной задачи к (1.24) с той разницей, что область Ωξ должна
быть отделена на расстояние εk | ln εk| не от ΓE, а от ΓW , а интегралы
берутся по ΓE.
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1.3 Система уравнений с кососимметричной
реакцией.

В разделе рассматривается следующая система уравнений

−ε∆u + w × u + αu = f в Ω,

u = 0 на ∂Ω,
(1.38)

Здесь u,w и f – вектор функции, а× обозначает векторное произведение;
ε > 0, α ≥ 0. Система (1.38) возникает как вспомогательная при расчетах
уравнений Навье-Стокса, см. введение и раздел 1.6.

Анализ итерационного метода будет проводиться на примере двух-
мерной задачи. Пусть Ω – выпуклый многоугольник в R2. Это ограниче-
ние на Ω понадобится для получения приемлемых H2-оценок для реше-
ния. Такие оценки упрощают анализ сходимости многосеточного метода.
Однако, известно, что многосеточный метод сохраняет высокую скорость
сходимости, если предположение о выпуклости области нарушено.

Рассмотрим вариационную постановку (1.38) в двухмерном случае:
для заданных ε > 0, α ≥ 0, w ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω)2 найти u ∈ H1

0(Ω)
решение

a(u,v) = (f ,v) для всех v ∈ H1
0, (1.39)

где

a(u,v) = ε(∇u,∇v) + α(u,v) + (w × u,v) для всех u,v ∈ H1
0.

Из определение векторного произведения следует (w×u,v) = −(w×
v,u) для всех u,v ∈ L2(Ω)2. Поэтому билинейная форма a(·, ·) является
эллиптической

C ε‖u‖2
1 ≤ a(u,u) для всех u ∈ H1

0 .

Используя ‖w × u‖ ≤ ‖w‖∞‖u‖, получаем непрерывность билинейной
формы

a(u,v) ≤ (ε + α + ‖w‖∞)‖u‖1‖v‖1 для всех u,v ∈ H1
0. (1.40)

Из леммы Лакса-Мильграма следует существование и единственность
решения (1.39).
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В целях анализа введем на H1
0 норму, зависящую от параметра:

|||u|||τ =

(
ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 +

τ

‖w‖∞‖w × u‖2

) 1
2

, τ ≥ 0.

Через CF обозначаем константу из неравенства Фридрихса:

‖ϕ‖ ≤ CF‖∇ϕ‖ для всех ϕ ∈ H1
0(Ω). (1.41)

Условия на Ω выбраны так, что для g ∈ L2(Ω) решение φ вариационной
задачи

(∇ϕ,∇v) = (g, v) для всех v ∈ H1
0(Ω) (1.42)

принадлежит H2(Ω) и удовлетворяет оценке ‖ϕ‖2 ≤ CP‖g‖.
В процессе дальнейшего анализа задачи (1.39) нам понадобятся сле-

дующие три условия. Обозначим cw := ess infΩ |w|.
(A1) Условие (A1) выполнено, если α + cw > 0 и

η :=
‖w‖∞
α + cw

≤ C.

(A2) Условие (A2) выполнено, если

w(x) ≥ 0 п.в. в Ω или w(x) ≤ 0 п.в. в Ω.

(A3) Условие (A3) выполнено, если∇w ∈ Lq(Ω)2 для некоторого q > 2
и

‖∇w‖Lq ≤ C ‖w‖∞.

Если w – функция из конечно-элементного пространства, то C предпо-
лагается независимым от h.

В ходе дальнейшего анализа мы будем явно указывать, которые из
условий (A1)–(A3) предполагаются выполненными.

Замечание 1.2. (A2) выполнено, к примеру, если w происходит из учета
сил Кориолиса при расчетах движений жидкости (см., например, [69]).
(A1) выполнено, если w непрерывна и не имеет нулей в Ω. (A1) также
выполнено, если благодаря дискретизации по времени уравнений Навье-
Стокса имеет место оценка снизу на α: 0 < αmin ≤ α.
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Заметим, что (|w|u,u) = (|w|×u, 1×u) ≥ 0. Поэтому для произволь-
ной u ∈ L2(Ω)

cw‖u‖2 ≤ (|w| × u, 1× u). (1.43)

Используя (|w| × u, 1× u) ≤ ‖|w| × u‖‖1× u‖ = ‖w × u‖‖u‖, получаем
(α + cw)‖u‖ ≤ ‖w × u‖+ α‖u‖. (1.44)

Неравенства (1.43) и (1.44) понадобятся далее.

1.3.1 Априорные оценки.

В этом разделе будут доказаны некоторые априорные оценки для ре-
шений (Теорема 1.3) и оценка непрерывности для билинейной формы
(Лемма 1.4). В последней, в отличии от (1.40), будет использована нор-
ма ||| · |||τ зависящая от параметра. Новая оценка нерерывности будет
использована для получения оценок сходимости метода конечных эле-
ментов в разделе 2.3.

Теорема 1.3. Пусть f ∈ L2(Ω), и u ∈ H1
0 – решение задачи (1.39). Тогда

u принадлежит H2(Ω), и справедливы оценки

ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 ≤ c(ε, α)‖f‖2 , (1.45)
ε2‖u‖2

2 + C2
P‖w × u‖2 ≤ 2C2

P

(
4 + 2c(ε, α)2‖w‖2

∞
)‖f‖2 (1.46)

с константой c(ε, α) =
C2

F

ε+C2
F α

. Если дополнительно выполнены условия
(A1) и (A3), то

ε2‖u‖2
2 + ε(‖w‖∞ + α)‖∇u‖2 + α2‖u‖2 + ‖w × u‖2 ≤ C‖f‖2 (1.47)

с константой C, не зависящей от f , ε, α, и w.

Доказательство. Положим f̃ = f−w×u−αu. Заметим, что f̃ ∈ L2(Ω) и
(∇u,∇v) = −1

ε
(f̃ ,v) для всех v ∈ H1

0. Следовательно, благодаря оценке
(1.42) для задачи Пуассона имеем u ∈ H2(Ω) и

‖u‖2 ≤ CP

ε
‖f̃‖ ≤ CP

ε
(‖f‖+ ‖w × u‖+ α‖u‖). (1.48)

Заметим, что ‖u‖2 = c(ε, α)(εC−2
F + α)‖u‖2 ≤ c(ε, α)(ε‖∇u‖2 + α‖u‖2).

Используя это и выбирая v = u в (1.39), получаем

ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 ≤ ‖f‖‖u‖ ≤ ‖f‖c(ε, α)
1
2 (ε‖∇u‖2 + α‖u‖2)

1
2 . (1.49)
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Таким образом, оценка (1.45) выполняется. Используя (1.45), также име-
ем

‖w×u‖2 ≤ ‖w‖2
∞‖u‖2 ≤ c(ε, α)‖w‖2

∞(ε‖∇u‖2+α‖u‖2) ≤ c(ε, α)2‖w‖2
∞‖f‖2.
(1.50)

Использование этой оценки вместе с (1.48), и α‖u‖ ≤ ‖f‖, дает

ε2‖u‖2
2 + C2

P‖w × u‖2 ≤ C2
P (‖f‖+ c(ε, α)‖w‖∞‖f‖+ ‖f‖)2

+ C2
P c(ε, α)2‖w‖2

∞‖f‖2

= C2
P ((2 + c(ε, α)‖w‖∞)2 + c(ε, α)2‖w‖2

∞)‖f‖2

≤ 2C2
P (3 + 2c(ε, α)2‖w‖2

∞)‖f‖2.

Оценка (1.46) доказана.
Теперь предположим выполнение условий (A1) и (A3). Так как f ∈

L2(Ω) и u ∈ H2(Ω), уравнения (1.39) выполняются в обычном смысле,
следовательно, справедливо равенство ‖ − ε∆u + αu + w × u‖ = ‖f‖.
Возведем это равенство в квадрат и используем, что (u, w× u) = 0. Как
результат имеем

ε2‖∆u‖2+2εα‖∇u‖2+α2‖u‖2+2ε(∇u,∇(w×u))+‖w×u‖2 = ‖f‖2. (1.51)

Простые вычисления приводят к соотношениям

(∇u,∇(w × u)) = −(∇u1, u2∇w) + (∇u2, u1∇w)

и
|(∇u,∇(w × u))| ≤ ‖∇u‖(‖u1∇w‖2 + ‖u2∇w‖2)

1
2 . (1.52)

Выберем q из условия (A3) и положим q̃ = 1
2
q. Неравенство Гёльдера с

показателями 1
p

+ 1
q̃

= 1 и вложение H1(Ω) ↪→ L2p(Ω) влечет для i = 1, 2
оценки

‖ui∇w‖ = (u2
i ,∇w · ∇w)

1
2 ≤ ‖ui‖L2p‖∇w · ∇w‖

1
2
Lq̃

≤ C‖∇ui‖‖∇w‖Lq ≤ C‖∇ui‖‖w‖∞.
(1.53)

В последнем неравенстве в (1.53) мы использовали (A3). Комбинация
(1.52) и (1.53) даёт

2ε|(∇u,∇(w × u))| ≤ c̄ ε‖w‖∞ ‖∇u‖2.
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С помощью этого результата и (1.51) получаем

ε2‖∆u‖2 +2εα‖∇u‖2 +α2‖u‖2 +‖w×u‖2 ≤ ‖f‖2 + c̄ ε‖w‖∞ ‖∇u‖2. (1.54)

Из (1.39) и (1.44) следует, что δ > 0,

ε‖∇u‖2 ≤ ‖f‖ ‖u‖ =
1√

δ(α + cw)
‖f‖

√
δ(α + cw)‖u‖

≤ ‖f‖2

2δ(α + cw)2
+ δ(α2‖u‖2 + ‖w × u‖2).

(1.55)

Если мы положим δ = (4 c̄ ‖w‖∞)−1 и умножим (1.55) на 1
2δ
, то это при-

ведет к неравенству

2c̄ε‖w‖∞‖∇u‖2 ≤ c̄2 ‖w‖2
∞

(α + cw)2
‖f‖2 +

1

2
α2‖u‖2 +

1

2
‖w × u‖2 .

Складывая это неравенство и (1.54), имеем

ε2‖∆u‖2 + ε(c̄‖w‖∞ + 2α)‖∇u‖2 + α2‖u‖2 + ‖w × u‖2

≤
(
1 + c̄2 ‖w‖2

∞
(α + cw)2

)
‖f‖2 +

1

2
α2‖u‖2 +

1

2
‖w × u‖2.

Использование предположения (A1), т.е., ‖w‖2∞
(α+cw)2

= η2 ≤ C и ‖u‖2 ≤
CP‖∆u‖ даёт результат в (1.47).

Лемма 1.4. Пусть τ > 0. Имеет место оценка

a(v,u) ≤ Cτ |||v|||τ
(
ε‖∇u‖2 + (α + ‖w‖∞)‖u‖2

) 1
2 ∀ u,u ∈ H1

0. (1.56)

Если выполняется условие (A1), то

a(v,u) ≤ Cτ |||v|||τ |||u|||τ ∀ v,u ∈ H1
0. (1.57)

Константы Cτ могут зависеть от τ .

Доказательство. Для произвольных v,u ∈ H1
0 имеем

a(v,u) = ε(∇v,∇u) + α(v,u) + (w × v,u)

≤ ε‖∇v‖‖∇u‖+ α‖v‖‖u‖+ ‖w × v‖‖u‖. (1.58)
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Определим κ := τ‖w‖−1
∞ . Используем далее равенство ‖w × v‖‖u‖ =

(κ
1
2‖w × v‖)(κ− 1

2‖u‖) и применим к (1.58) неравенство Коши-Шварца,
получаем

a(v,u) ≤
(
ε‖∇v‖2 + α‖v‖2 + κ‖w × v‖2

) 1
2
(
ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 +

1

κ
‖u‖2

) 1
2

≤ Cτ |||v|||τ
(
ε‖∇u‖2 + (α + ‖w‖∞)‖u‖2

) 1
2
.

(1.59)

Мы доказали (1.56). Если условие (A1) выполняется, то благодаря (1.44)
получаем

‖w × v‖ ‖u‖ ≤ ‖w × v‖ 1

α + cw

(α‖u‖+ ‖w × u‖)

≤ κ
1
2‖w × v‖κ−

1
2 (α

1
2 + κ−

1
2 )

α + cw

(α
1
2‖u‖+ κ

1
2‖w × u‖)

≤ Cτ (κ
1
2‖w × v‖)(α‖u‖2 + κ‖w × u‖2)

1
2 .

(1.60)

Получая последнее неравенство из (1.60), мы использовали условие (A1):

κ−
1
2 (α

1
2 + κ−

1
2 )

α + cw

≤
3
2
κ−1 + 1

2
α

α + cw

≤ 3

2τ
η +

α

2(α + cw)
≤ Cτ .

Из оценок (1.58), (1.60) и неравенства Коши-Шварца мы получаем (1.57).

1.4 Обобщённая система Стокса.

Пусть Ω – ограниченная область в Rd, d = 2, 3, с липшицивой границей
∂Ω. Рассмотрим в Ω систему дифференциальных уравнений

−ε∆u + αu +∇p = f ,

−div u = g,

u|∂Ω = 0,
∫
Ω

p dx = 0,

(1.61)
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здесь u = (u1(x), . . . , un(x)) – поле скоростей, p = p(x) – функция давле-
ния, f = (f1(x), . . . , fn(x)) – поле внешних сил, ε = const ≥ 0 – веществен-
ный параметр. В частном случае несжимаемой жидкости g = 0, в общем
случае для разрешимости системы накладывается условие

∫
Ω

g dx = 0.
Если α = 0, то (1.61) – система Стокса. При расчетах нестационарных
течений типичной является зависимость α ∼ (δt)−1, где δt – шаг по вре-
мени. Мы можем масштабировать 1-ое уравнение системы так, что α = 1.
В этом случае, как правило, ε ¿ 1. Таким образом, для простоты можем
считать, что α ∈ {0; 1}, ε > 0.

Далее используем обозначение:

L0
2 := { f ∈ L2(Ω) |

∫

Ω

f(x) dx = 0 }.

Для вывода слабой формулировки задачи умножим первое уравне-
ния в (1.61) на произвольную v ∈ H1

0(Ω). Интегрируем равенство по
Ω, используя формулы интегрирования по частям. Второе уравнение в
(1.61) скалярно умножаем на q ∈ L0

2(Ω). Назовем слабым решение задачи
функции u ∈ H1

0(Ω) и p ∈ L0
2(Ω), удовлетворяющие соотношениям

ε(∇u,∇v) + α(u,v)− (p, div v) = (f ,v) ∀v ∈ H1
0(Ω), (1.62)

−(div u, q) = (g, q) ∀ q ∈ L0
2(Ω). (1.63)

Бывает удобнее использовать эквивалентное определение слабого реше-
ния, как пары {u, p} ∈ H1

0(Ω)× L0
2(Ω), удовлетворяющей

a(u, p ;v, q) = (f ,v)− (g, q) ∀ {v, q} ∈ H1
0(Ω)× L0

2(Ω), (1.64)

c положительной, но несимметричной, билинейной формой a(· ; ·):
a(u, p ; v, q) := ε(∇u,∇v) + α(u,v)− (p, div v) + (div u, q).

Дополнением Шура (оператором Шура) системы (1.61) называется
оператор

A0(α) = div (ε∆− αI)−1
0 ∇,

где (ε∆ − αI)−1
0 : H−1 → H1

0 – оператор Грина для векторного урав-
нения реакции-диффузии: запись (ε∆ − αI)−1

0 f обозначает функцию u
такую, что ε∆u− αu = f , u|∂Ω = 0. При достаточно общих предположе-
ниях на Ω A0(α) является ограниченным, линейным, самосопряженным,
положительно определенным оператором на L0

2.
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Функция давления p из (1.61) удовлетворяет уравнению:

A0p = g + div (ε∆− αI)−1
0 f . (1.65)

Замечательным является то, что уравнение (1.65) не требует каких-
либо дополнительных граничных условий или предположений о глад-
кости для функции давления, в отличии от уравнения Пуассона для
p, которое получается в результате формального применения операто-
ра div к первому соотношению системы (1.61) (см., например, [87], [86]).
Уравнение (1.65) может служить исходным при построении численных
методов для решения системы (1.61), а знание спектральных и других
свойств оператора A0 и (или) его дискретного аналога, как станет ясно в
дальнейшем, является ключевым при анализе различных итерационных
методов численного решения задачи Стокса.

1.4.1 Априорные оценки.

Для u оценка непосредственно следует из (1.62), если взять v = u и
использовать (1.63) с q = p:

ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 = (f ,u) + (p, g). (1.66)

Далее, благодаря неравенству Фридрихса имеем:

‖u‖2 ≤ C2
F

(ε + C2
F α)

(ε‖∇u‖2 + α‖u‖2).

Используя неравенство Коши, из (1.66) получаем:

ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 ≤ C2
F

(ε + C2
F α)

‖f‖2 +
1

δ
‖p‖2 + δ‖g‖2 ∀ δ > 0. (1.67)

Оценку для давления можно получить благодаря неравенству Нечаса:

c0‖q‖ ≤ ‖∇q‖H−1 ∀ q ∈ L0
2.

с положительной константой c0. По определению функционала ∇q на
H1

0(Ω) неравенство Нечаса может быть переписано:

c0‖q‖ ≤ sup
v∈H1

0

(q, div v)

‖∇v‖ ∀ q ∈ L0
2. (1.68)
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Теперь оценка для давления следует из (1.62):

c0‖p‖ ≤ sup
v

(p, div v)

‖∇v‖ = sup
v

ε(∇u,∇v) + α(u,v)− (f ,v)

‖∇v‖
≤ ε‖∇u‖+ CF α‖u‖+ CF‖f‖.

Оценка для решения получается из (1.67) с подходящей δ: (δ =
6(ε+C2

F α)

c20
)

ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 ≤ 3C2
F

(ε + C2
F α)

‖f‖2 +
12(ε + C2

F α)

c2
0

‖g‖2, (1.69)

‖p‖2 ≤ 12C2
F

c2
0

‖f‖2 +
36(ε + C2

F α)2

c4
0

‖g‖2. (1.70)

Для существования и единственности решения системы (1.62) - (1.63)
достаточно потребовать f ∈ L2(Ω), g ∈ L0

2(Ω). Более специальные оценки
для решения будут получены в § 1.4.5.

Докажем оценку на производные решений более высокого порядка.

Лемма 1.5. Предположим, что ∂Ω ∈ C2, либо Ω – выпуклая область.
Пусть g = 0 в (1.63), α ∈ {0, 1}. Тогда выполняется оценка

ε‖u‖H2 + ‖p‖H1 ≤ c(Ω)‖f‖. (1.71)

Константа c(Ω) не зависит от ε.

Доказательство. Если α = 1, из (1.66) получаем ‖u‖ ≤ ‖f‖. Положим
f̃ = (f − u), тогда ũ = εu является решением задачи Стокса:

−∆ũ +∇p = f̃ ,

div ũ = 0,

ũ|∂Ω = 0,

Так как f̃ ∈ L2(Ω) и благодаря предположениям на Ω, результаты о
регулярности решения уравнения Стокса (см, [84], [73]) следует, что ũ ∈
H2(Ω) и

‖ũ‖H2 + ‖p‖H1 ≤ c‖f̃‖ ≤ 2c‖f‖.
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В случае ∂Ω ∈ C2 оценка (1.71) может быть обобщена на случай нену-
левой g ∈ H1(Ω), см. например [84]. В случае кусочно-гладкой границы
необходимы дополнительные условия на поведение (на стремление к ну-
лю) функции g в окрестностях угловых точек и ребер (см. [73]). Если эти
условия выполняются, то общая оценка примет следующий вид

ε‖u‖H2 + ‖p‖H1 ≤ c‖f‖+ ε‖g‖H1 . (1.72)

1.4.2 Краевые условия на вихрь и задача для давле-
ния.

Этот раздел носит вспомогательный характер. В нем будет изучена обоб-
щенная задача Стокса с краевыми условиями специального вида. Будет
доказан ряд важных утверждений для этой задачи, которые понадобят-
ся в дальнейшем для анализа численных методов для системы (1.61).
Начнем с подраздела, в котором даются недостающие определения и со-
браны технические результаты.

Определения и вспомогательные утверждения.

Нам понадобятся функциональные пространства:

H(div ) ≡ {u ∈ L2(Ω), div u ∈ L2(Ω)} ,

с нормой
||u||H(div ) = (||u||2 + ||div u||2) 1

2 ,

H(curl ) ≡ {u ∈ L2(Ω), curlu ∈ L2(Ω)r} ,

где r = 1 для n = 2 и r = 3 для n = 3, с нормой

||u||H(curl ) = (||u||2 + ||curlu||2) 1
2 ,

и H0(div ) ≡ (C∞
0 (Ω)n)

H(div )
– замыкание относительно нормы H(div )

множества C∞
0 (Ω)n финитных вектор-функций с носителем в Ω.

Через H
1
2 (∂Ω) обозначим пространство следов функций из H1(Ω) на

∂Ω с нормой

||µ|| 1
2

= inf
v∈H1(Ω): v=µ на ∂Ω

||v||1, µ ∈ H
1
2 (∂Ω),
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а через H− 1
2 (∂Ω) сопряженное пространство к H

1
2 (∂Ω).

Нам понадобятся следующие утверждения относительно определен-
ных выше пространств.

Лемма 1.6 ([84]). Отображения γn : u → u·n|∂Ω и γτ : u → u·τ |∂Ω (n =
2), γτ : u → u × n|∂Ω (n = 3) определенные на C∞(Ω̄)n могут быть
продолжены по непрерывности до непрерывных линейных отображений
γn из H(div ) в H− 1

2 (∂Ω) и γτ из H(curl ) в H− 1
2 (∂Ω)r, r = 1 для n = 2,

r = 3 для n = 3, причем

H0(div ) = ker(γn) = {u ∈ H(div ) : u·n|∂Ω = 0}.

Замечание 1.3 ([84]). Более того, выполняются следующие неравен-
ства:

‖u·n‖− 1
2
≤ ‖u‖+ ‖div u‖,

‖γτu‖− 1
2
≤ ‖u‖+ ‖curlu‖. (1.73)

Определим далее пространства

U ≡ H0(div ) ∩H(curl ) и U0 ≡ {u ∈ U : curlu = 0} ,

со скалярным произведением

(u,v)U = (u,v)L2 + (div u, div v)L2 + (curlu, curlv)L2 u,v ∈ U

и соответствующей нормой ||u||U = (u,v)
1
2
U. Справедлива

Лемма 1.7. Пространство U является гильбертовым и

||u||U ∼= ||div u||+ ||curlu||, u ∈ U. (1.74)

Доказательство. Пространство U гильбертово, так как пространства
H0(div ) и H(curl ) гильбертовы [84]. Эквивалентность двух нормировок
в (1.74) следует из оценки ||u|| ≤ c(Ω)(||div u|| + ||curlu||) для u ∈ U
(лемма 3.6 [84]).

Замечание 1.4 ([84] лемма 2.5). Если u ∈ U и γτu = 0, то u ∈ H1
0.

Лемма 1.8. Отображение div : U0 → L0
2 является изоморфизмом.
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Доказательство. Так как U0 является подпространством U, то в силу
(1.74) Ker(div ) = {0} . Пусть φ – произвольная функция из L0

2, рассмот-
рим задачу Неймана

∆ψ = φ в Ω
∂ψ/∂n = 0 на ∂Ω

Решение данной задачи из H1(Ω)∩L0
2 существует, единственно и ||ψ||W 1

2
≤

c||φ||. Пусть u = ∇ψ, тогда u ∈ U0, div u = φ и ||u||U ≤ c1||φ||.
Через U−1 обозначим пространство ограниченных линейных функ-

ционалов на U с нормой

||f ||−1 ≡ sup
v∈U

〈f ,v〉
||v||U , f ∈ U−1,

где 〈·, ·〉 : U−1 ×U → R, причем 〈f ,v〉 = (f ,v)L2 для f ∈ L2, v ∈ U.
Для p ∈ L0

2, мы можем рассмотреть ∇p как элемент U−1. Действи-
тельно, полагая по определению 〈∇p,u〉 = −(p, div u) для произвольных
p ∈ L0

2, u ∈ U, имеем 〈∇p,u〉 ≤ ||p||||div u|| ≤ ||p||||u||U, следовательно,
выполняется ||∇p||−1 ≤ ||p||.

Задача с граничными условиями на вихрь.

Рассмотрим обобщённую систему Стокса с другими краевыми условиями

−ε∆u + αu +∇p = f ,

−div u = g,

u·n|∂Ω = Ru|∂Ω = 0,

(1.75)

где

Ru =

{
curlu, n = 2;
(curlu)× n, n = 3.

Слабая постановка задачи состоит в нахождении пары {u, p} из U× L0
2

при заданных {f , g} ∈ U−1 × L0
2 такой, что

ε(div u, div v) + ε(curlu, curlv) + α(u,v)− (p, div v) =< f ,v >,

−(div u, q) = (g, q), ∀v ∈ U, q ∈ L0
2.

(1.76)

Лемма 1.9. Задача (1.76) имеет единственное решение из U× L0
2.
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Доказательство. Коэрцитивность билинейной формы ε(div u, div v) +
ε(curlu, curlv) + α(u,v) на U следует из (1.74), как при α = 1, так и
при α = 0. Коэрцитивность билинейной формы на пространстве солено-
идальных функций из U следует из коэрцитивности формы на U. Для
билинейной формы b(u, p) = (div u, p), b(·, ·) : U × L0

2 → R, infsup -
условие эквивалентно неравенству

||p|| ≤ c(Ω)||∇p||U−1 , p ∈ L0
2.

Для доказательства этого неравенства заметим, что для произвольной
p ∈ L0

2 имеет место цепочка неравенств

||p|| ≤ c0 sup
v∈H1

0

(p, div v)

||∇v|| ≤
√

2c0 sup
v∈H1

0

(p, div v)

||div v||+ ||curlv||

≤
√

2c0 sup
v∈U

(p, div v)

||div v||+ ||curlv|| ≤ c1 sup
v∈U

(p, div v)

||v||U ≡ c(Ω)||∇p||U−1 .

Первое неравенство из цепочки – это неравенство Нечаса (1.68), далее
мы пользовались очевидным равенством ||∇v||2 = ||div v||2 + ||curlv||2,
для v ∈ H1

0, вложением H1
0 ⊂ U и (1.74). Теперь следствие 4.1 из [84]

влечет утверждение леммы.

Через Aν(α) обозначим дополнение по Шуру системы (1.75):

Aν(α) ≡ div (ε∆− α I)−1
ν ∇,

где (ε∆− α I)−1
ν : U−1 → U обозначает оператор Грина задачи

ε∆u− αu = f ,

u·n|∂Ω = Ru|∂Ω = 0,

и ∇ действует из L0
2 в U−1, т.е., w = (ε∆− α I)−1

ν ∇p и w ∈ U – решение
задачи

ε(div w, div v) + ε(curlw, curlv) + α(w,v) = (p, div v). ∀ v ∈ U

Оператор Aν(α) является самосопряжённым и положительно определён-
ным на L0

2.
Основным результатом этого параграфа является теорема:
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Теорема 1.4. Для произвольной α ∈ [0,∞) и p ∈ L0
2, положим q =

Aν(α)p, q ∈ L0
2. Тогда p = ε q − α ∆−1

N q, где r := ∆−1
N q ∈ H1(Ω) ∩ L0

2 –
решение задачи Неймана

∆r = q,
∂r

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.

Доказательство. Докажем сначала теорему для α = 0. В этом случае
теорема утверждает, что оператор Aν совпадает с единичным операто-
ром с точностью до множителя ε−1 (без ограничения общности можем
положить ε = 1). Пусть p – произвольная функция из L0

2, и q = Aνp ∈ L0
2.

Обозначим через u вектор-функцию ∆−1
ν ∇p из U, тогда в силу опреде-

ления (1.76) слабого решения задачи (1.75) и определения оператора Aν

имеем

(p, div v) = (div u, div v) + (curlu, curlv), ∀ v ∈ U,

q = div u.

Умножим скалярно последнее равенство на div v и рассмотрим v такие,
что curlv = 0, т.е. v ∈ U0. Затем вычтем второе равенство из первого,
получаем

(p, div v)− (q, div v) = 0, ∀ v ∈ U0.

В силу леммы 1.8 имеем (p, r) = (q, r) для всех r ∈ L0
2, а так как про-

странство L0
2 гильбертово, то из последнего равенства следует p = q. Для

α = 0 теорема доказана.
Предположим теперь, что α > 0, тогда произвольная функция p из

L0
2 и q = Aν(α)p связаны соотношениями

−ε∆u + αu +∇p = 0,

div u = q,

u·n|∂Ω = Ru|∂Ω = 0.

(1.77)

Рассмотрим функции p1 = −α∆−1
N q и u1 = α−1∇p1. Определим вектор-

функцию u2 ∈ U из системы

−∆u2 = ∇q, u2·n|∂Ω = Ru2|∂Ω = 0.

Имеем ∆u1 = ∇div u1 = −∇q = ∆u2, а так как u1 ∈ U и Ru1|∂Ω = 0, то
u1 = u2.
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Положим p̃ = ε q + p1, тогда для ũ = u1 = u2 и p̃ выполняется

−ε∆ũ + αũ +∇p̃ = 0,

div ũ = q,

ũ·n|∂Ω = Rũ|∂Ω = 0.

(1.78)

В силу единственности решения (1.75) и соотношений (1.77), (1.78) по-
лучаем p = p̃ = ε q − α∆−1

N q. Теорема доказана.

Утверждение теоремы 1.4 может быть записано в виде равенства:

Aν(α)−1 ≡ ε I − α∆−1
N . (1.79)

Замечание 1.5. Поясним на простом примере, почему для произволь-
ных липшицевых областей приведенные выше рассуждения не могут
быть проведены в рамках пространства H1(Ω).

Рассмотрим область Ω = {x = ρeiθ, 0 < ρ < 1, 0 < θ < π + ε}, ε > 0.
Очевидно, что Ω – ограниченная односвязная липшицева область из R2.
Возьмем функцию q из L0

2 такую, что обобщенное решение ψ ∈ H1(Ω)∩L0
2

задачи ∆ψ = q, ∂ψ/∂ν|∂Ω = 0, не принадлежит H2(Ω) (см. пример в
[90]). Рассмотрим вектор-функцию u = ∇ψ. Легко видеть, что u ∈ U, но
u /∈ H1(Ω), более того, справедливо

(div u, div v) + (curlu, curlv) = (q, div v), ∀v ∈ U,

т.е. u = ∆−1
ν ∇q для некоторой q ∈ L0

2.

Приведем для полноты изложения ещё два утверждения относитель-
но задачи Стокса (1.75). Они не понадобятся нам в дальнейшем, поэтому
приводятся без доказательств. Доказательства можно прочесть в [187].

Теорема 1.5. Пусть Ω – ограниченная односвязная область, удовле-
творяющая условию: либо ∂Ω из класса C2, либо область является вы-
пуклым многоугольником (n = 2), или многогранником (n = 3). Пусть
f ∈ L2(Ω), g ∈ H1(Ω) ∩ L0

2, тогда решение p задачи (1.75) из H1(Ω) ∩ L0
2

удовлетворяет в слабом смысле уравнению:

∆p = ε∆g − αg + div f

∂p

∂n
= ε

∂g

∂n
+ f·n.
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Теорема 1.6. Пусть m ≥ 1, Ω – ограниченная односвязная область из
Rn, ∂Ω ∈ Cr, r = max(m, 2), f ∈ Hm−2(Ω), g ∈ Hm−1(Ω)∩L0

2, тогда реше-
ние {u, p} задачи (1.75) принадлежит (Hm(Ω) ∩U) × (Hm−1(Ω) ∩ L0

2) ,
причем

||u||m + ||p||m−1 ≤ c(m, Ω)(||g||m−1 + ||f ||m−2)

1.4.3 Обобщенное неравенство Нечаса.

Для удобства введём на U скалярное произведение:

(u,v)α = ε(div u, div v) + ε(curlu, curlv) + α(u,v).

Для произвольной p ∈ L0
2 рассмотрим следующую цепочку равенств:

(Aν(α) p, p) = (div (∆− α I)−1
ν ∇p, p) = −〈(∆− α I)−1

ν ∇p,∇p〉
= −〈(∆− α I)−1

ν ∇p, (∆− α I)(∆− α I)−1
ν ∇p〉

= ‖(∆− α I)−1
ν ∇p‖2

α = sup
u∈U

((∆− α I)−1
ν ∇p,u)2

α

‖u‖2
α

= sup
u∈U

〈∇p,u〉2
‖u‖2

α

= sup
u∈U

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2
.

Таким образом, справедливо равенство

(Aν(α) p, p) = sup
u∈U

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2
. (1.80)

Замечание 1.6. Рассмотрим û = (ε∆− α I)−1
ν ∇p для некоторой p ∈ L0

2.
Из цепочки равенств перед (1.80) следует

(A0(α) p, p) = ‖û‖2
α = ε‖div û‖2 + ε‖curl û‖2 + α‖û‖2.

В то же время имеем (Aν(α) p, p) = (div û, p). Следовательно, верхняя
грань в выражении

sup
u∈U

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2

достигается на функции û.

Основным результатом этого параграфа является лемма:
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Лемма 1.10 (Обобщённое неравенство Нечаса). Пусть Ω, такая
что выполнено условие: либо ∂Ω из класса C2, либо Ω – выпуклая липши-
цева. Для произвольных α ∈ [0,∞) и p ∈ L0

2 выполняется неравенство

c(Ω) sup
u∈U

(p, div u)2

‖div u‖2 + ‖curlu‖2 + α‖u‖2
≤ sup

u∈H1
0

(p, div u)2

‖div u‖2 + ‖curlu‖2 + α‖u‖2

(1.81)
с константой c(Ω) > 0, не зависящей от α и p.

Замечание 1.7. В силу (1.79) Aν(0) = I при ε = 1. Более того, ‖∇u‖2 =
‖div u‖2 +‖curlu‖2 для u ∈ H1

0. Поэтому из (1.80) следует, что (1.81) при
α = 0 эквивалентно неравенству Нечаса (1.68).

Для доказательства леммы 1.10 нам понадобятся вспомогательные
утверждения: леммы 1.11 и 1.12.

Лемма 1.11. Рассмотрим произвольные α ≥ 0 и u из U. Равенство
u = ∇ψ для некоторой ψ ∈ H1(Ω) ∩ L0

2 справедливо тогда и только
тогда, когда

u = (∆− α I)−1
ν ∇p (1.82)

для некоторой p ∈ L0
2.

Доказательство. 1. Предположим u ∈ U и u = ∇ψ для некоторой ψ ∈
H1(Ω) ∩ L0

2. легко видеть, что для такой u соотношение

∆u− αu = ∇p

справедливо (в слабом смысле) с p = div u − αψ, p ∈ L0
2; и так как

u·n = Ru = 0, то равенство (1.82) выполнено.
2. Рассмотрим произвольную p ∈ L0

2 и u ∈ U такую, что (1.82) вы-
полнено. Тогда согласно теореме 1.4 u и p связаны соотношением

p = div u− α∆−1
N div u.

Положим теперь ψ = ∆−1
N div u, ψ ∈ H1(Ω) ∩ L0

2 и v = ∇ψ. Мы сразу
получаем v·n = ∂ψ

∂n
= 0, Rv = R∇ψ = 0 на ∂Ω и div v = ∆ψ = div u.

Более того,

∆v − αv = ∇div v − α∇∆−1
N div u = ∇(div u− α∆−1

N div u) = ∇p.
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Следовательно, функция w = u− v,w ∈ U удовлетворяет уравнению

∆w − αw = 0,
w·n|∂Ω = Rw|∂Ω = 0,

которое влечёт w = 0. Таки образом, получаем u = v = ∇ψ, следова-
тельно, curlu = 0. Лемма доказана.

Лемма 1.12. Пусть v – произвольная функция из U и u, p ∈ U× L0
2 –

решение задачи

−∆u +∇p = 0, div u = 0, u|∂Ω = v|∂Ω . (1.83)

выполняется следующие оценки:

‖div u‖+ ‖curlu‖ ≤ c(Ω)(‖div v‖+ ‖curlv‖), (1.84)
‖u‖0,Ω ≤ c(Ω)‖γτu‖− 1

2
,∂Ω. (1.85)

Доказательство. Решение u задачи (1.83) можно записать, как u = v−
w, где w ∈ H1

0 – решение (вместе с p) задачи

(∇w,∇ξ)− (p, div ξ) = (div v, div ξ) + (curlv, curl ξ),

(div w, η) = (div v, η) ∀ξ ∈ H1
0, η ∈ L0

2.
(1.86)

Из (1.86) с помощью стандартных рассуждений (см., например, [84]) по-
лучаем для w оценку

‖∇w‖ ≤ c(‖div v‖+ ‖curlv‖).

Из этого неравенства и соотношений ‖div w‖2 + ‖curlw‖2 = ‖∇w‖2, u =
v −w, получаем (1.84).

Для того чтобы доказать (1.85), предположим на время, что v при-
надлежит H2(Ω)n. Это предположение на v влечёт, что w из (1.86) при-
надлежит H2

loc(Ω)n. Поэтому u ∈ H2
loc(Ω) и p ∈ H1

loc. Следовательно,
мы можем рассмотреть равенство (1.83) в обычном смысле. Умножим
обе части (1.83)на произвольную функцию ψ из H2(Ω) ∩H1

0, такую что
div ψ = 0, и проинтегрируем по Ω. После интегрирования по частям по-
лучаем

−(u, ∆ψ) = 〈γτv, curl ψ〉∂Ω.
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Предполагая ψ 6= 0, получаем из последнего равенства

−(u, ∆ψ)

‖ψ‖2

=
〈γτv, curl ψ〉∂Ω

‖ψ‖2

. (1.87)

Для получения оценки в правой части (1.87) заметим, что

‖curl ψ‖ 1
2
,∂Ω ≤ ‖curl ψ‖W 1

2 (Ω) ≤ c1‖ψ‖2

и, следовательно,

|〈γτv, curl ψ〉∂Ω|
‖ψ‖2

≤ c
|〈γτv, curl ψ〉∂Ω|
‖curl ψ‖ 1

2
,∂Ω

≤ c sup
ξ∈H

1
2 (∂Ω)2n−3

〈γτv, ξ〉∂Ω

‖ξ‖ 1
2
,∂Ω

≡ c‖γτv‖− 1
2
.

Теперь из (1.87) получаем

|(u, ∆ψ)|
‖ψ‖2

≤ c‖γτv‖− 1
2
. (1.88)

Так как (1.88) выполняется для любой 0 6= ψ ∈ H2(Ω)∩H1
0 такой, что

div ψ = 0, выберем в качестве ψ решение задачи

−∆ψ +∇q = u,

div ψ = 0,

ψ|∂Ω = 0

(1.89)

Так как u ∈ L2(Ω). То благодаря условиям на Ω из леммы 1.10, из
стандартных результатов о регулярности решения задачи Стокса сле-
дует {ψ, q} ∈ H2(Ω)×H1(Ω) ∩ L0

2 и

‖q‖W 1
2

+ ‖ψ‖2 ≤ c‖u‖. (1.90)

Для получения оценки на ‖u‖ умножим первое равенство системы (1.89)
на u и проинтегрируем по Ω. Получаем

‖u‖2 = (∇q,u)− (∆ψ,u).

Из этого соотношения, используя оценки (1.88), (1.90) и равенство

(∇q,u) = 〈 q,u·n〉∂Ω,
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мы выводим

‖u‖2 ≤ |〈q,u·n〉∂Ω|+ c‖ψ‖2 ‖γτv‖− 1
2
,∂Ω

≤ ‖q‖ 1
2
,∂Ω‖u·n‖− 1

2
,∂Ω + c‖u‖ ‖γτv‖− 1

2
,∂Ω

≤ ‖q‖W 1
2
‖u·n‖− 1

2
,∂Ω + c‖u‖ ‖γτv‖− 1

2
,∂Ω

≤ c1‖u‖ (‖u·n‖− 1
2
,∂Ω + ‖γτv‖− 1

2
,∂Ω).

Из последней оценки следует, что

‖u‖ ≤ c(‖v·n‖− 1
2
,∂Ω + ‖γτv‖− 1

2
,∂Ω). (1.91)

Пусть теперь v – произвольная функция из U. Тогда v может быть
приближена в U-норме функциями из (H2). Следовательно, используя
неравенства (1.73), (1.84), и переходя к замыканию в U, выводим из
(1.91) оценку (1.85). Лемма 1.12 доказана.

Доказательство Леммы 1.10. Пусть p – произвольная функция из L0
2.

В замечании 1.6 указано, что верхняя грань в левой части (1.81) дости-
гается на функции

u = (∆− α I)−1
ν ∇p, u ∈ U. (1.92)

Благодаря лемме 1.11 и соотношению (1.92) получаем curlu = 0. Следо-
вательно, (1.73) влечёт

‖γτu‖− 1
2
,∂Ω ≤ ‖u‖. (1.93)

Чтобы доказать лемму нам достаточно для заданной u из (1.92) по-
строить такую функцию ũ ∈ H1

0, что

(p, div ũ) = (p, div u),

‖div ũ‖2 + ‖curl ũ‖2 + α‖ũ‖2 ≤ c (‖div u‖2 + ‖curlu‖2 + α‖u‖2)
(1.94)

с константой c, не зависящей от u, ũ и α.
Положим ũ = u−w, где w ∈ U – решение задачи

−∆w +∇q = 0,

div w = 0,

w|∂Ω = u|∂Ω.

(1.95)
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Легко видеть, что (p, div ũ) = (p, div u) и, в силу замечания 1.4, ũ ∈ H1
0.

Теперь проверим выполнение второго условия в (1.94). Используя
априорные оценки из леммы 1.12 и соотношение (1.93), мы получаем
для решения задачи (1.95)

‖div w‖2 + ‖curlw‖2 ≤ c(‖div u‖2 + ‖curlu‖2),

‖w‖2 ≤ c‖γτu‖− 1
2
,∂Ω ≤ c‖u‖2.

Суммируя неравенства, получаем

‖div w‖2 + ‖curlw‖2 + α‖w‖2 ≤ c
(‖div u‖2 + ‖curlu‖2 + α‖u‖2

)
. (1.96)

с константой c, не зависящей от α и u.
В виду равенства ũ = u − w и (1.96), второе условие в (1.94) также

выполнено. Лемма 1.10 доказана.

Замечание 1.8. Известно, что неравенство Нечаса верно для произ-
вольных липшицовых областей. Лемма 1.10 устанавливает обобщенное
неравенство Нечаса в более регулярном случае. В работе [181] лемма 1.10
доказывается также для липшицевых областей со следующим ограниче-
нием: Ω – криволинейная трапеция с Липшицевой границей y = g(x), где
|g′| не слишком велико. Доказательство этого случая очень технично и
здесь приводится не будет.

1.4.4 Теорема о перемежаемости опрераторов Шура

Важным следствием обобщённого неравенства Нечаса является теорема
о перемежаемости операторовШура с различными краевыми условиями.

Теорема 1.7. Существует константа c(Ω) > 0, не зависящая от ε и
α такая, что

c(Ω)Aν(α) ≤ A0(α) ≤ Aν(α).

Доказательство. Рассмотрим произвольную p ∈ L0
2. В разделе 1.4.3 на

странице 1.80 были выведены равенства

(A0(α) p, p) = sup
u∈H1

0

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2
,

(Aν(α) p, p) = sup
u∈U

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2
.
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Следовательно, достаточно убедиться в справедливости неравенств

sup
u∈H1

0

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2

≤ sup
u∈U

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2

c(Ω) sup
u∈U

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2

≤ sup
u∈H1

0

(p, div u)2

ε‖div u‖2 + ε‖curlu‖2 + α‖u‖2

с некоторой c(Ω) > 0, зависящей только от Ω. Первое из этих неравенств
тривиально, так как H1

0 ⊂ U. Вторая оценка при ε = 1 – это обобщённое
неравенство Нечаса (1.81) из леммы 1.10. Так как (1.81) верно для лю-
бых положительных α, то с помощью простого масштабирования можно
рассмотреть случай произвольного ε > 0.

Замечание 1.9. Благодаря равенству (1.79) утверждение теоремы мож-
но записать в виде оценок

c(Ω)(ε I − α∆−1
N )−1 ≤ A0(α) ≤ (ε I − α∆−1

N )−1 (1.97)

1.4.5 Оценки для стабилизированной задачи Стокса.

Вспомогательные результаты из линейной алгебры.

В этот параграфе мы докажем два несложных результата для матрицы
A вида:

A =

(
A BT

B 0

)
, Rn×n 3 A = AT > 0,

B ∈ Rm×n, m < n, rank(B) = m.

(1.98)

Введём обозначение 〈x, y〉A = 〈Ax, y〉 для энергетического скалярного
произведения и энергетической нормы ‖x‖2

A = 〈x, x〉A. Спектральное чис-
ло обусловленности матрицы C обозначим через κ(C) = ‖C‖‖C−1‖. Важ-
ную роль будут играть величины:

√
Γ := sup

y∈Rm, x∈Rn

〈Bx, y〉
‖x‖A‖y‖ ,

√
γ := inf

y∈Rm
sup
x∈Rn

〈Bx, y〉
‖x‖A‖y‖ . (1.99)
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Следующий простой результат известен из литературы (см. [152]).
Для полноты изложения приведем доказательство.

Лемма 1.13. Пусть λmin(BA−1BT ) и λmax(BA−1BT ) наименьшее и наи-
большее собственные числа оператора Шура BA−1BT . Справедливы ра-
венства

γ = λmin(BA−1BT ), Γ = λmax(BA−1BT ) .

Доказательство. Заметим

sup
x

〈Bx, y〉2
‖x‖2

A‖y‖2
= sup

x

〈BA− 1
2 x, y〉2

‖x‖2‖y‖2
= sup

x

〈x,A− 1
2 BT y〉2

‖x‖2‖y‖2

=
‖A− 1

2 BT y‖2

‖y‖2
=
〈BA−1BT y, y〉

〈y, y〉 .

Следовательно,

γ = inf
y

〈BA−1BT y, y〉
〈y, y〉 = λmin(BA−1BT ) ,

Γ = sup
y

〈BA−1BT y, y〉
〈y, y〉 = λmax(BA−1BT ) .

Используя эту лемму докажем утверждение о спектральном числе
обусловленности переобусловленной матрицы A. Похожие результаты
известны из литературы (так равенство (1.102) можно найти в [36]).

Лемма 1.14. Определим

P :=

(
A− 1

2 0
0 I

)
A

(
A− 1

2 0
0 I

)
=

(
I A− 1

2 BT

BA− 1
2 0

)
. (1.100)

Предположим γ > 0. Тогда P обратима и

‖P‖ =
1

2
(
√

1 + 4Γ + 1) (1.101)

‖P−1‖ =
2

min{2 ,
√

1 + 4γ − 1} . (1.102)
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Доказательство. Полагая C := BA− 1
2 , получаем

P =

(
I CT

C 0

)
.

Заметим, что C имеет нетривиальное ядро. Для v ∈ Ker(C), v 6= 0 имеем

P
(

v
0

)
=

(
v
0

)
, следовательно, выполнено 1 ∈ σ(P). Для µ ∈ σ(P), µ 6= 1

имеем (
I CT

C 0

)(
v1

v2

)
= µ

(
v1

v2

)
, с v2 6= 0 .

Это выполняется только, если µ(µ− 1) ∈ σ(CCT ). Пусть λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤
λm будут собственными числами матрицы CCT = BA−1BT . Получаем

σ(P) \ {1} =
{ 1

2
(1±

√
1 + 4λj)

∣∣ 1 ≤ j ≤ m
}

.

Следовательно, наибольшее собственное значение P задаётся, как

‖P‖ =
1

2
(1 +

√
1 + 4λm) =

1

2
(1 +

√
1 + 4Γ) .

Благодаря лемме 1.13 и предположению γ > 0 получаем, что λ1 > 0.
Следовательно, P обратима и наибольшее собственное значение обрат-
ной матрицы задаётся, как

‖P−1‖ = max
{
1 , max

1≤j≤m
2
∣∣∣1±

√
1 + 4λj

∣∣∣
−1}

= max
{
1 , 2

∣∣∣1−
√

1 + 4λ1

∣∣∣
−1}

=
2

min{2 ,
√

1 + 4γ − 1} .

Доказанные результаты показывают, что величины γ и Γ полностью
определяют κ(BA−1BT ) и κ(P). Заметим, что первое зависит лишь от
отношения Γ/γ, в то время как последнее – не только. Результат из лем-
мы 1.14 понадобится нам в дальнейшем.
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Вспомогательные результаты для абстрактной вариационной за-
дачи.

Перед тем как перейти к (обобщённой) задаче Стокса (1.61) рассмотрим
общую вариационную задачу с седловой точкой. Введём две непрерыв-
ные билинейные формы гильбертовых пространствах V,Q (для удобства
можно представлять, что V := H1

0(Ω) и Q := L0
2(Ω)):

a1(·, ·) : V ×V → R, b(·, ·) : V ×Q→ R .

Предположим, что a1(·, ·) симметрична и эллиптична на V. Рассмотрим
вариационную задачу с седловой точкой: для заданных f ∈ V′ и g ∈ Q
найти (u, p) ∈ V ×Q такие, что

{
a1(u,v) + b(v, p) = f(v) для v ∈ V,

b(u, q) = (g, q) для q ∈ Q .
(1.103)

Используя билинейную форму a : (V ×Q)× (V ×Q) → R,

a(u, p;v, q) := a1(u,v) + b(v, p) + b(u, q) ,

задача (1.103) может быть переписана: найти (u, p) ∈ V ×Q такие, что

a(u, p;v, q) = f(v) + (g, q) для всех (v, q) ∈ V ×Q . (1.104)

На V введём норму с помощью билинейной формы a1: ‖u‖V := a1(u,u)
1
2

для u ∈ V. На произведении пространств V ×Q зададим норму

|‖(u, p)‖| = (‖u‖2
V + ‖p‖2)

1
2 .

Введём обозначения

√
Γ := sup

v∈V,q∈Q

b(v, q)

‖v‖V‖q‖ ,
√

γ := inf
q∈Q

sup
v∈V

b(v, q)

‖v‖V‖q‖ . (1.105)

Заметим, что Γ, γ использовались в (1.99) для обозначения схожих вели-
чин. Ниже Γ, γ будут обозначать величины из (1.105). Предположим, что
γ > 0. Величины Γ и γ полностью определяют оценки непрерывности и
устойчивости формы a:
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Теорема 1.8. Для произвольных (u, p), (v, q) ∈ V ×Q выполняется

|a(u, p;v, q)| ≤ 1

2
(
√

1 + 4Γ + 1)|‖(u, p)|‖ |‖(v, q)|‖ (1.106)

и
sup

(v,q)∈V×Q

a(u, p;v, q)

|‖(v, q)‖| ≥ 1

8
min{1 , γ} |‖(u, p)‖| . (1.107)

Доказательство. Определим θ := 1
2
(
√

1 + 4Γ + 1) и заметим, что

|a(u, p;v, q)| = |a1(u,v) + b(v, p) + b(u, q)|
≤ ‖u‖V‖v‖V + Γ

1
2‖v‖V‖p‖+ Γ

1
2‖u‖V‖q‖

≤ (‖u‖2
V +

Γ

θ
‖u‖2

V + θ‖p‖2
) 1

2
(‖v‖2

V +
Γ

θ
‖v‖2

V + θ‖q‖2
) 1

2

= θ|‖(u, p)‖||‖(v, q)‖| .

Это доказывает результат в (1.106).
Для (f, g) ∈ V′ ×Q пусть (u, p) ∈ V ×Q является решением

a(u, p;v, q) = f(v) + (g, q) для всех (v, q) ∈ V ×Q .

Отображение (f, g) → (u, p) является биекцией. Стандартные результа-
ты (см, например, [84] § 4.1, [127], § 7.4.1) влекут следующие неулучшае-
мые оценки на нормы u и p:

‖u‖V ≤ ‖f‖V′ + 2γ−
1
2‖g‖ ,

‖p‖ ≤ γ−
1
2

(‖f‖V′ + ‖u‖V
) ≤ 2γ−

1
2 (‖f‖V′ + γ−

1
2‖g‖) .

Следовательно,

|‖u, p‖| ≤ ‖u‖V + ‖p‖ ≤ 2
(
1 + γ−

1
2

)(‖f‖V′ + γ−
1
2‖g‖)

= 2
(
1 + γ−

1
2

)(
sup
v∈V

f(v)

‖v‖V + γ−
1
2 sup

q∈Q

(g, q

‖q‖
)

≤ 4
(
1 + γ−

1
2

)
max{1 , γ−

1
2} sup

(v,q)∈V×Q

f(v) + (g, q)

‖v‖V + ‖q‖

≤ 4
(
1 + γ−

1
2

)
max{1 , γ−

1
2} sup

(v,q)∈V×Q

a(u, p;v, q)

|‖(v, q)‖| .
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Пусть z = γ−
1
2 ∈ (0,∞). Простые преобразования дают

1

4(1 + z) max{1 , z} ≥
1

8 max{1 , z2} =
1

8
min{1 , z−2} .

Мы доказали результат в (1.107).
Равенство (1.101) показывает, что оценка в (1.106) точна. Величина

обратная к infsup константе из (1.107) ведёт себя, как O(γ−1) для γ →
0. Аналогичное поведение ‖P−1‖ = O(γ−1) для γ → 0 наблюдается в
(1.102). В этом смысле оценка (1.107) также точна.

Теорема 1.8 показывает, что число обусловленности

C(γ, Γ) :=
4(
√

1 + 4Γ + 1)

min{1 , γ} (1.108)

может быть использовано для оценки устойчивости задачи (1.104) в нор-
ме |‖ · ‖|.

Оценки для непрерывного оператора

Зададим некоторое ξ ≥ 0 и перепишем вариационную постановку задачи
Стокса (1.62) – (1.63) следующим образом: ∀v ∈ H1

0(Ω), q ∈ L0
2(Ω)

ε(∇u,∇v) + α(u,v) + ξ(div u, div v)− (p, div v) = (f ,v)− ξ(g, div v)

−(div u, q) = (g, q). (1.109)

Напомним, что мы считаем α ∈ {0, 1}. Заметим, что единственное ре-
шение данной задачи не зависит от ξ. Рассмотрим случай различных
значений параметров и изучим их влияние на константы устойчивости
и непрерывности системы. Итак, в качестве билинейных форм a1 и b в
(1.103) возмём

a1(u,v) := ε(∇u,∇v) + α(u,v) + ξ(div u, div v) для u,v ∈ H1
0 ,

b(u, q) := (div u, q) для u ∈ H1
0, q ∈ L0

2 .

(1.110)

Заметим, что b удовлетворяет infsup условию:

inf
q∈Q

sup
v∈V

b(v, q)

‖∇v‖‖q‖ ≥ c0 > 0. (1.111)
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которое эквивалентно неравенству Нечаса (1.68). Форма a1 является сим-
метричной и эллиптичной на H1

0. Норма ‖ · ‖V := a1(·, ·) 1
2 зависит от па-

раметров ε, α, ξ. Следующая теорема описывает зависимость числа обу-
словленности C(γ, Γ) от параметров ε, α, ξ. Используем оценку ‖div u‖ ≤
‖∇u‖ для u ∈ H1

0 и неравенство Фридрихса

Теорема 1.9. Справедливы оценки

C(γ, Γ) ≤ 4(
√

5 + 1)

c2
0

max{c2
0 , ε + ξ}

min{1 ,
√

ε + ξ} =: C0(ε, ξ), если α = 0 , (1.112)

C(γ, Γ) ≤ 4(
√

5 + 1)

c2
0

max{c2
0 , ε + C2

F + ξ}
min{1 ,

√
ε + ξ} =: C1(ε, ξ), если α = 1,

(1.113)

где c0 задаётся в (1.111).

Доказательство. Положим α ∈ [0, 1]. Из

‖u‖2
V ≤ (ε + αc2

F + ξ)‖∇u‖2 (1.114)

и infsup условия (1.111) получаем

γ ≥ c2
0

ε + αc2
F + ξ

.

С помощью
‖u‖2

V ≥ (ε + ξ)‖div u‖2

и неравенства Коши-Шварца имеем

Γ ≤ 1

ε + ξ
.

Используя неравенство
√

1 + 4x + 1 ≤ (
√

5 + 1) max{1 ,
√

x} получаем

4

√
1 + 4Γ + 1

min{1 , γ} ≤ 4(
√

5 + 1)
max{1 , Γ

1
2}

min{1 , γ} ≤ 4(
√

5 + 1)
max{1 , 1√

ε+ξ
}

min{1 ,
c20

ε+αC2
F +ξ

}

=
4(
√

5 + 1)

c2
0

max{c2
0 , ε + αC2

F + ξ}
min{1 ,

√
ε + ξ} .

Выбор α ∈ {0, 1} влечёт оценки (1.112) и (1.113) .
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Следствие 1.3. Рассмотрим несколько интересных случаев

1. α = 0, ξ = 0. Функция ε → C0(ε, 0) ведёт себя , как ε−
1
2 при ε ↓ 0 и,

следовательно, не ограничена при ε ↓ 0.

2. α = 0, ξ = ξ0 > 0. Функция ε → C0(ε, ξ0) ограничена при ε ↓ 0,
следовательно, задача имеет однородную оценку устойчивости в
норме

|‖(u, p)‖| = (
ε‖∇u‖2 + ξ0‖div u‖2 + ‖p‖2

) 1
2 . (1.115)

3. α = 1, ξ = 0. Функция ε → C1(ε, 0) не ограничена при ε ↓ 0.

4. α = 1, ξ = ξ0 > 0. Ограниченность имеет место при ε ↓ 0, следова-
тельно, мы имеем однородную оценку устойчивости в норме

|‖(u, p)‖| = (
ε‖∇u‖2 + ‖u‖2 + ξ0‖div u‖2 + ‖p‖2

) 1
2 . (1.116)

Благодаря данным результатам мы видим, что добавление в вариаци-
онную задачу Стокса члена (div u, div v) делает её устойчивой в соот-
ветствующей естественной норме |‖(·, ·)‖| равномерно по ε ∈ (0, 1]. Хотя
добавление (div u, div v) не изменяет решения, оно даёт универсальные
оценки устойчивости по ε.

Замечание 1.10. В случае α = 1 и ε ↓ 0 задача Стокса является
сингулярно-возмущённой. В качестве предельной задачи (ε = 0, ξ = 0)
разумно рассмотреть смешанную формулировку уравнения Пуассона с
краевыми условиями Неймана. Вариационная постановка этой предель-
ной задачи использует пространство H(div )× L0

2 с нормой

(u, p) → (‖u‖2 + ‖div u‖2 + ‖p‖2
) 1

2 . (1.117)

При анализе задачи Стокса мы используем норму

|‖(u, p)‖| = (
ε‖∇u‖2 + ‖u‖2 + ξ‖div u‖2 + ‖p‖2

) 1
2 . (1.118)

Заметим, что в предельном случае ε = 0 эта норма эквивалентна норме
(1.117) только для ξ > 0. В этом смысле ∇div является естественным
стабилизирующим членом для обобщенной задачи Стокса при ε ↓ 0.
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Замечание 1.11. В случае α = 0, ε ↓ 0, ξ = 0 однородная оценка устой-
чивости может быть доказана относительно специальной нормы. Хоро-
шо известно, что стандартная задача Стокса, (1.109) с ε = 1, ξ = α = 0,

устойчива в норме (u, p̃) → (‖∇u‖2 +‖p̃‖2)
1
2 на H1

0×L0
2. Подходящее мас-

штабирование переменных непосредственно влечёт устойчивость обоб-
щенной задачи относительно нормы

|‖(u, p)‖|∗ :=
(‖∇u‖2 +

1

ε2
‖p‖2

) 1
2 . (1.119)

Как было сделано выше, можно показать однородную оценку для соот-
ветствующего числа обусловленности C∗(γ, Γ):

C∗(γ, Γ) ≤ 4

√
1 + 4Γ

ε
+ 1

min{1 , εγ} ≤ C для ε ∈ (0, 1], (1.120)

Однако норма |‖ · ‖|∗ в (1.119) имеет более сильную анизотропность, чем
норма в (1.115).

1.5 Задача Стокса с интерфейсом.

При численном моделировании двух-фазных течений часто использует-
ся, так называемый, одно-жидкостный (one-fluid) подход (см. [45]). При
таком подходе две фазы жидкости описываются с помощью одной си-
стемы законов сохранения для всего течения. Разница в физических ха-
рактеристиках, в свойствах материалов приводит к разрывам в коэффи-
циентах, входящих в формулировку законов сохранения. Силы действу-
ющие на интерфейсах, например, поверхностные натяжения, являются
частью таких моделей, как, например, в CSF-модели (Continuum Surface
Tension) модель Брекбилл и др. В случае сильно вязких течений это при-
водит к задаче типа Стокса с разрывными коэффициентами. Перейдём
в постановке задачи.

Предположим, что ограниченная область липшицева Ω разбита на две
связные непересекающиеся липшицевы подобласти Ω = Ω1 ∪Ω2. Через Γ
обозначим интерфейс – общую границу Ω1 и Ω2.

Рассмотрим следующую задачу. Требуется найти p и u, удовлетворя-
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ющие системе уравнений

−div (ν(x)∇u) +∇p = f в Ω, (1.121)
−div u = 0 в Ω, (1.122)

u = 0 на ∂Ω, (1.123)

ν =

{
1 в Ω1

ε > 0 в Ω2.

Отметим, что с точки зрения моделирования вместо ∇u в (1.121) пра-
вильнее рассмотреть полный тензор деформации D(u) = 1

2
(∇u+(∇u)T ).

Чтобы сделать изложение более понятным будет использоваться вариант
с ∇u. О переносе результатов на задачу с полным тензором деформации
пойдет речь в параграфе 3.6.3. Перейдем к вариационной постановке за-
дачи (1.121)-(1.123). Функция давления (из L2(Ω)) определяется из систе-
мы (1.121)-(1.123) с точностью до константы. Поэтому при рассмотрении
вариационной формулировки и анализе системы обычно используется
какая-либо факторизация пространства L2(Ω). Для обощенной задачи
Стокса из предыдущего раздела использовалось пространство L0

2. Для
задачи Стокса с интерфейсом оказалось удобным использовать следую-
щее пространство для давления:

M := { p ∈ L2(Ω) |
∫

Ω

ν−1p(x) dx = 0 } . (1.124)

Если ν = const 6= 0, то пространства M и L0
2 совпадают. Слабая поста-

новка задачи (1.121) – (1.123) состоит в нахождении p ∈ M и u ∈ H1
0

таких, что выполняется

(ν∇u,∇v)− (div v, p) + (div u, q) = (f ,v) ∀ v ∈ H1
0, q ∈M. (1.125)

Билинейная форма (ν∇·,∇·) задает скалярное произведение на H1
0. Мы

используем его, чтобы определить следующую норму

‖u‖ν := (ν∇u,∇u)
1
2 для u ∈ H1

0 (1.126)

На M помимо скалярного произведения из L2 будем использовать L2-
произведение с весом:

(p, q)M :=

∫

Ω

ν−1 p q dx = (ν−1p, q) для p, q ∈M , (1.127)
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и норму ‖p‖M := (p, p)
1
2
M . При анализе нами будет использоваться нор-

ма
(‖ · ‖2

ν + ‖ · ‖2
M

) 1
2 , заданная на произведении пространств H1

0 ×M и
зависящая от ν.

1.5.1 Infsup-условие устойчивости

В этом разделе мы рассматриваем вариационную задачу (1.125). Введем
следующую кусочно-постоянную функцию:

p̄ =

{ |Ω1|−1 на Ω1

−ε|Ω2|−1 на Ω2.
(1.128)

и одномерное пространство M0 := span{p̄} в M. Рассмотрим (·, ·)M -орто-
гональное разложение M = M0 ⊕M⊥

0 . Для произвольной p ∈ M будем
использовать обозначения

p = p0 + p⊥0 , p0 ∈M0, p⊥0 ∈M⊥
0 (1.129)

Легко проверить, что

M⊥
0 = { p ∈M |

∫

Ω1

p dx =

∫

Ω2

p dx = 0 }

По определению форма (ν∇·,∇·) эллиптична и непрерывна на простран-
стве (H1

0, ‖ · ‖ν) : (ν∇u,∇u) = ‖u‖2
ν . Непрерывность билинейной формы

(div ·, ·) доказывается в следующей лемме

Лемма 1.15. Неравенство

|(div u, p)| ≤
√

d‖u‖ν‖p‖M

выполняется для произвольных u ∈ H1
0, p ∈M.

Доказательство. Утверждение немедленно следует из неравенства Ко-
ши и оценки ‖ν 1

2 div u‖ ≤
√

d‖u‖ν для u ∈ H1
0.

Теорема ниже доказывает однородное по ν infsup-условие устойчи-
вости для задачи (1.125). Оно обобщает хорошо известное неравенство
Нечаса (1.68). Нам далее понадобится эквивалентная форма неравенства
(1.68): для произвольной p ∈ L0

2 существует u ∈ H1
0 такая, что

‖p‖2 = (div u, p) и c(Ω)‖∇u‖ ≤ ‖p‖. (1.130)
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Теорема 1.10. Существует константа C > 0, не зависящая от ν та-
кая, что

sup
u∈H1

0

(div u, p)

‖u‖ν

≥ C‖p‖M ∀ p ∈M

Доказательство. Зафиксируем произвольную p ∈M. Сначала рассмот-
рим компоненту p⊥0 разложения p = p0 + p⊥0 в (1.129). Так как p⊥0 |Ωk

∈
L2(Ωk) и (p⊥0 , 1)Ωk

= 0 для k = 1, 2, мы можем применить неравенство
Нечаса в форме (1.130) в каждой подобласти. Таким образом, выберем
u1 ∈ H1

0(Ω1) такую, что выполнены следующие соотношения с констан-
той c(Ω1) > 0:

‖p⊥0 ‖2
Ω1

= (div u1, p
⊥
0 )Ω1 и c(Ω1)‖∇u1‖Ω1 ≤ ‖p⊥0 ‖Ω1 (1.131)

Аналогично, используя подходящее масштабирование, можем выбрать
u2 ∈ H1

0(Ω2) такую, что

‖ε− 1
2 p⊥0 ‖2

Ω2
= (div u2, p

⊥
0 )Ω2 , c(Ω2)‖ε 1

2∇u2‖Ω1 ≤ ‖ε− 1
2 p⊥0 ‖Ω2 , (1.132)

с c(Ω2) > 0. Продолжая u1 и u2 нулём на всю область Ω и складывая
оценки (1.131) и (1.132), получаем

‖p⊥0 ‖2
M = (div ũ, p⊥0 ) and c1‖ũ‖ν ≤ ‖p⊥0 ‖M , ũ := u1 + u2 (1.133)

с c1 = min{c(Ω1), c(Ω2)}.
Для компоненты p0 определим p̃0 := ν−1 p0. Заметим, что (p̃0, 1) =

(p0, 1)M = 0 и мы можем использовать неравенство Нечаса в Ω: суще-
ствует вектор-функция ū ∈ H1

0(Ω) такая, что

‖p̃0‖2 = (div ū, p̃0) и c(Ω)‖∇ū‖ ≤ ‖p̃0‖. (1.134)

Благодаря определению M0 получаем

‖p0‖2
M = C(ε, Ω)‖p̃0‖2 и (div ū, p0) = C(ε, Ω)(div ū, p̃0)

с C(ε, Ω) = ε|Ω1|+|Ω2|
|Ω1|+|Ω2| . Заметим, что

C(ε, Ω) ≥ c̃(Ω) max{1, ε}, c̃(Ω) := min
{ |Ω1|
|Ω| ,

|Ω2|
|Ω|

}
(1.135)
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Используя это вместе с (1.134), выводим

‖p0‖2
M = (div ū, p0) и c3 max{1,√ε}‖∇ū‖ ≤ ‖p0‖M , (1.136)

с константой c3 = c(Ω) c̃(Ω)
1
2 , не зависящей от ε. Мы также имеем

(div ũ, p0) = 0, ‖ν 1
2 div ū‖ ≤

√
d‖ū‖ν ,

‖ū‖ν ≤ max{1,√ε}‖∇ū‖ ≤ c−1
3 ‖p0‖M

Используя теперь результаты в (1.133) и (1.136), получаем для произ-
вольного α > 0

(div (αũ + ū), p) = α‖p⊥0 ‖2
M + ‖p0‖2

M + (div ū, p⊥0 )

≥ α‖p⊥0 ‖2
M + ‖p0‖2

M − c−1
3

√
d‖p0‖M‖p⊥0 ‖M

≥ 1

2
‖p‖2

M если α ≥ 1

2
(1 +

d

c2
3

) =: α0

Наконец, если положить u = α0ũ + ū, то получится

‖p‖2
M ≤ 2(div u, p) и ‖u‖2

ν ≤ 2(α2
0‖ũ‖2

ν + ‖ū‖2
ν) ≤ c‖p‖2

M ,

с константой c, не зависящей от ν.

1.5.2 Априорные оценки

В силу определений и результатов леммы 1.15 и теоремы 1.10 получа-
ем эллиптичность формы (ν∇·,∇·), непрерывность билинейных форм
(ν∇·,∇·) и (div ·, ·), а также infsup-условие устойчивости, относительно
норм ‖ · ‖ν и ‖ · ‖M с константами, не зависящими от ν.

Стандартными рассуждениями (см. [84, 60]) доказывается, что задача
(1.125) имеет единственное решение, для которого выполнена априорная
оценка

(‖u‖2
ν + ‖p‖2

M)
1
2 ≤ c‖f‖H−1 (1.137)

с константой c, не зависящей от f и ν.

Замечание 1.12. Норма из сопряженного пространства ‖f‖H−1 в (1.137)
может быть заменена более "удобной"нормой f . Для этого рассмотрим
неравенство типа Пуанкаре:

‖ν 1
2v‖ ≤ CP‖v‖ν , ∀ v ∈ H1

0. (1.138)
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Наилучшая константа CP в (1.138) равномерно ограничена по ν, если
выполнено одно из следующих условий:

meas(∂Ωk ∩ ∂Ω) > 0 для k = 1, 2 (1.139)
meas(∂Ω1 ∩ ∂Ω) > 0 и ε ≤ C (1.140)

То, что условие (1.139) достаточно для ограниченности CP следует из
леммы 1 в [125]. Достаточность условия (1.140) для равномерной огра-
ниченности CP доказывается с помощью следующего рассуждения. Бла-
годаря (1.140) вектор-функция u равна нулю на части ∂Ω1 с ненулевой
мерой, следовательно,

‖u‖Ω1 ≤ c ‖∇u‖Ω1 . (1.141)

Поэтому
‖u|Γ‖ = ‖u|∂Ω1‖ ≤ c ‖∇u‖Ω1 . (1.142)

В подобласти Ω2 имеем

ε‖u‖2
Ω2
≤ c ε(‖∇u‖2

Ω2
+ ‖u|∂Ω2‖2) = c ε(‖∇u‖2

Ω2
+ ‖u|Γ‖2). (1.143)

Неравенства (1.141), (1.142) и (1.143) влекут неравенство (1.138) с кон-
стантой C, не зависящей от ε, а следовательно, и от ν.

Предположим, что f ∈ L2(Ω) и выполнено одно из условий (1.139)
или (1.140), тогда неравенство Коши и (1.138) непосредственно влекут
априорную оценку

(‖u‖2
ν + ‖p‖2

M)
1
2 ≤ cCP‖ν− 1

2 f‖, (1.144)

с константами c, CP , не зависящими от f и ν.

1.6 Система Навье-Стокса.

В ограниченной 2х или 3х-мерной области Ω рассмотрим систему диф-
ференциальных уравнений

∂u

∂t
− ν∆u + (u·∇)u +∇p = f ,

div u = 0.
в Ω× (0, T ] (1.145)
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Здесь f – заданное поле внешних сил, ν > 0 – кинематическая вязкость.
Векторное поле скоростей жидкости u(t,x) и скалярная функция кине-
матического давления p(t,x) не известны. На них накладываются допол-
нительные условия. Классическим случаем являются условия Дирихле
на скорость:

u = ϕ ∂Ω× [0, T ] (1.146)

(далее будем считать ϕ ≡ 0), начальные условия при t = 0 для скоростей:

u = u0(x) Ω̄, (1.147)

и интегральное условие
∫

Ω
p(x, t)dx = 0 ∀t ∈ (0, T ] для единственности

функции давления. Часто предполагают выполнение условия div u0 = 0,
хотя для наших целей в нем нет необходимости.

1.6.1 Различные формы системы.

Рассуждения этого подраздела основываются на следующем формаль-
ном соотношении для произвольных (достаточно гладких) функций u и
v:

(v·∇)u + (u·∇)v = (curlv)× u + (curlu)× v +∇(v · u), (1.148)

где (v · u) = v1u1 + · · ·+ vdud – скалярная функция.
Если в (1.148) положить u = v, то оно превратится в хорошо извест-

ное равенство

(u·∇)u = (curlu)× u +∇(u2

2

)
. (1.149)

Благодаря которому, систему Навье-Стокса (1.145) можно переписать в
эквивалентном виде:

∂u

∂t
− ν∆u + curlu× u +∇P = f ,

div u = 0.
Ω× (0, T ] (1.150)

Через P в (1.150) мы обозначили давление Бернулли P = p +∇(
u2

2

)
.

Хотя системы (1.145) и (1.150) математически эквивалентны, приме-
нение к ним стандартного аппарата дискретизации приводит к системам
алгебраических уравнений с различными свойствами, требующими, за-
частую, раздельного численного анализа и разных подходов к решению.
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1.6.2 Неявные схемы

Схема для нестационарной задачи.

Целью настоящей работы не является изучение или сравнение различ-
ных методов расчёта уравнений Навье-Стокса. Задачи, которые подроб-
но изучаются в работе, возникают как вспомогательные при использова-
нии той или иной схемы для уравнений Навье-Стокса. Поэтому материал
данного параграфа мы рассматриваем, как иллюстрацию. На практике,
скорее, используются схемы более высокого порядка по времени, кото-
рые, однако, требуют решения тех же вспомогательных задач.

Через N(u,u) обозначим нелинейные члены в уравнении Навье-Сток-
са: N(u,u) = (u·∇)u или N(u,u) = curlu × u, в зависимости от формы
записи уравнения. Для данного момента времени tn+1 пусть an – экс-
траполяция поля скоростей по времени с предыдущих временных шагов
(например, линейная an = 2u(nδt)−u((n−1)δt) для равномерных шагов
по времени). Пусть N(a,u) – линеаризация N(u,u).

Одна из возможных схем расчета уравнений Навье-Стокса имеет вид

1

δt
un+1 − ν∆un+1 + N(an,un+1) +∇pn+1 = fn+1 + 1

δt
un

div un+1 = 0,

un+1|∂Ω = 0,

(1.151)

Важным моментом является правильная линеаризация N(u,u).
В случае конвективной и вихревой формы это будет, соответственно,

N(a,u) = (a·∇)u и N(a,u) = curl a × u. В обоих случаях линеаризация
проделана так, что сохраняется кососимметричность билинейной фор-
мы (N(a,u),v), причём в случае конвективной формы важным является
равенство div a = 0. Данное свойство кососимметричности обеспечива-
ет эллиптичность возникающих вспомогательных задач, а в физических
терминах выполнение законов сохранения. Так, например, решение схе-
мы (1.151) удовлетворяет дискретному аналогу следующей энергетиче-
ской оценки для (1.145)-(1.147)

||u(t)||2 + ν

∫ t

0

||∇u(s)||2ds ≤ ||u0||2 + ν−1

∫ t

0

||f(s)||2−1ds.
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Схема для стационарной задачи

Если целью является расчёт установившихся течений, то поиск стаци-
онарного предела у нестационарной задачи является часто неприемле-
мым подходом. Более эффективным подходом является использование
специальных итерационных методов. Примером могут стать нелинейные
итерации вида: заданы {u0, p0}, выполняем для k = 1, 2, . . .

(
uk

pk

)
=

(
uk−1

pk−1

)
− κk−1F (uk−1)

−1

(
res(uk−1, pk−1)
div uk−1

)
, (1.152)

где F (uk−1) – производная по Фреше в точке uk−1, res(uk−1, pk−1) – нели-
нейная невязка для uk−1, pk−1, число κk−1 – параметр релаксации, выби-
раемый, например, как в адаптивном методе неподвижной точки.

Трудный момент при реализации (1.152) – применение F (uk−1)
−1.

Стандартным подходом является замена F (uk−1) на некоторое прибли-
жение F̃ (uk−1), которое легче вычислять. Чтобы быть более точными,
рассмотрим вклад нелинейных членов в F (uk−1)u. В случае конвектив-
ной формы записи, это

(uk−1·∇)u + (u·∇)uk−1. (1.153)

Первое слагаемое в (1.153) является кососимметричным и сохраняется в
F̃ (uk−1)u, второе можно трактовать, как незнакоопределенную реакцию,
оно не включается в F̃ (uk−1)u в целях обеспечения хороших численных
свойств F̃ (uk−1).

В случае вихревой формы вклад нелинейных членов в F (uk−1)u:

curluk−1 × u + curlu× uk−1. (1.154)

По тем же причинам, что и в случае конвективной формы, первое слагае-
мое из (1.154) сохраняется в F̃ (uk−1)u, второе не включается в F̃ (uk−1)u.

Замечание 1.13. Полностью неявные итерации (1.152) могут быть ис-
пользованы и при расчёте нестационарных течений, если в (1.151) лине-
аризация не производится. Так в [150] утверждается, что (1.151) может
быть не очень удачной схемой в некоторых случаях сеток с очень анизо-
тропными элементами и в случае адаптивного контроля шага по времени.
В то время как полностью неявный подход работает всегда.
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1.6.3 Некоторые вспомогательные неравенства.

Математическая теория уравнений Навье-Стокса – область активных ис-
следований на протяжении всей второй половины 20-ого века и вплоть до
настоящего времени. Тем не менее, ряд фундаментальных вопросов, та-
ких как существование и единственность глобальных решений в Rm,m ≥
3, остаются открытыми. Существует несколько подходов к определению
слабого решения задачи. Один из них (решения Лерея и Хопфа) состоит
в нахождении

u ∈ L2(0, T ;H1
0) ∩ L∞(0, T ;L0) и p ∈ L2(0, T ;L0

2),

L0 ≡ {u ∈ L2(Ω) : div u = 0 в Ω, u·n = 0 на ∂Ω}.

Функции u, p удовлетворяют для f ∈ L2(0, T ;H−1) соотношению
(

∂u

∂t
,v

)
+ ν (∇u,∇v) + (N(u,u),v)− b(p,v) = 〈f ,v〉,

b(q,u) = 0 ∀ {v, q} ∈ H1
0 × L0

2,

u(0,x) = u0(x) в Ω̄.

Эти равенства понимаются в смысле равенства функции из L2(0, T ]. По-
лагая W ≡ {u ∈ H1

0 : div u = 0 в Ω}, можно дать альтернативную
формулировку: найти

u ∈ L2(0, T ;W) ∩ L∞(0, T ;L0),

удовлетворяющую равенству

d

d t
(u,v) + ν (∇u,∇v) + (N(u,u),v) = 〈f ,v〉 ∀ v ∈ W

u(0,x) = u0(x) в Ω̄.

Теорема Де Рама связывает оба определения (см. [84], [146]).
Известно, что определённое выше слабое решение всегда существует,

а в случае m = 2 оно единственно, и, более того, дополнительные условия
на f , ∂f

∂t
,u0 и Ω обеспечивают u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) (см. [110]).

Нам понадобятся следующие оценки. Они выводятся благодаря теоре-
мам вложения и неравенству Гёльдера. Для произвольных u,v,w ∈ H1

0
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выполняется

|(curlu× v,w)| ≤ c ‖curlu‖‖v‖L4‖w‖L4 , (1.155)
|(curlu× v,w)| ≤ c ‖curlu‖‖v‖L3‖w‖L6 , (1.156)
|((u·∇)v,w)| ≤ c(s) ‖u‖s‖v‖1‖w‖1, (1.157)
|((u·∇)v,w)| ≤ c(s) ‖u‖1‖v‖s‖w‖1, (1.158)
|((u·∇)v,w)| ≤ c(s) ‖u‖1‖v‖1‖w‖s, s ∈ [1/2, 1] (1.159)

а также

‖u‖L4 ≤ c ‖u‖ 1
4‖u‖

3
4
1 , (1.160)

‖u‖L3 ≤ c ‖u‖ 1
2‖u‖

1
2
1 , (1.161)

‖u‖L6 ≤ c ‖u‖1, (1.162)
‖u‖s ≤ c(s) ‖u‖1−s‖u‖s

1. (1.163)

Отметим, что в двухмерном случае индексы пространств и показатели
степеней в приведённых выше неравенствах можно улучшить.

1.7 Системы типа Осеена.

Системой типа Осеена назовём систему вида

αu− ν∆u + N(a,u) +∇p = f

div u = g,

u|∂Ω = 0,

(1.164)

В разделе 1.6 было показано, что система 1.164 возникает, как вспомога-
тельная при решении задачи Навье-Стокса. Система является линейной
и при любых {f , g} из H−1 × L0

2 имеет единственное решение {u, p} из
H1

0 × L0
2. Априорные оценки для решения выводятся ниже аналогично

случаю системы Стокса. Более важными для нас в дальнейшем являются
оценки на оператор Шура системы Осеена. В зависимости от использу-
емой формы записи нелинейных членов в исходном уравнении оператор
Шура можно записать:

S(a) := −div (α I − ν∆ + (a·∇))−1
0 ∇
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или
S(w) := −div (α I − ν∆ + w×)−1

0 ∇, w = curl a.

Оператор Шура действует из L0
2 в L0

2, и, конечно, является линейным.
Из теоремы 1.11 следует, что он непрерывный и положительно опреде-
ленный.

1.7.1 Априорные оценки.

Умножая первое уравнение (1.164) на u, а второе на p, используя ко-
сосимметричность билинейной формы (N(a,u),v) и неравенство Коши,
получаем с помощью рассуждений аналогичных рассуждениям из § 1.4.1:

ν‖∇u‖2 + α‖u‖2 =
C2

F

(ν + C2
F α)

‖f‖2 +
1

δ
‖p‖2 + δ‖g‖2 ∀ δ > 0. (1.165)

Оценку для давления получаем благодаря неравенству Нечаса и оценкам
для билинейной формы (N(a,u),v) и неравенствам из § 1.6.3:

c0‖p‖ ≤ sup
v

(p, div v)

‖∇v‖ = sup
v

ν(∇u,∇v) + α(u,v) + (N(a,u),v)− (f ,v)

‖∇v‖
≤ ν‖∇u‖+ CF α‖u‖+ c1‖a‖1‖∇u‖ 1

2‖u‖ 1
2 + CF‖f‖.

Теперь оценка для решения получается из (1.165) с подходящей δ: на-
пример достаточно положить

δ = 8c−1
0 (ν + C2

F α + c2
1‖a‖2

1(να)−
1
2 )

и получить оценки:

ν‖∇u‖2 + α‖u‖2 ≤ C2
F

(ν + C2
F α)

‖f‖2 + C2
F δ−1‖f‖2 + δ‖g‖2,

‖p‖2 ≤ C2
F‖f‖2 + δ

C2
F

(ν + C2
F α)

‖f‖2 + δ2‖g‖2.

Аналогично задаче Стокса при дополнительных предположениях на
Ω и g имеет место оценка:

‖u‖H2 + ‖p‖H1 ≤ c(ν, α, a) (‖f‖+ ‖g‖H1). (1.166)
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1.7.2 Оценки для оператора давления.

Изучим оператор Шура для давления более подробно. Во-первых, обо-
значим через S0 оператор Шура симметричной задачи, т.е. S0 = S(a)
для a = 0. Заметим, что S0, вообще говоря, не является симметричной
частью S(a), т.е. в общем случае S0 6= 1

2
(S(a)+S∗(a)). В следующей тео-

реме через S обозначатся оператор Шура как для конвективной формы,
так и для вихревой.

Теорема 1.11. Для любых α > 0, ν > 0 и a ∈ H1
0 выполняются оценки

γ1‖p‖2 ≤ (Sp, p) ≤ γ2‖p‖2 (1.167)

(Sp, q) ≤ γ3(Sp, p)
1
2 (Sq, q)

1
2 , (1.168)

γ4‖p‖2 ≤ (S−1p, p), (1.169)
γ5(S0p, p) ≤ (Sp, p) ≤ (S0p, p) (1.170)

γ5(S
−1
0 p, p) ≤ (S−1p, p), (1.171)

с произвольными p, q ∈ L0
2(Ω) и

γ1 =
1

4 c0

(
CF α + ν + K(ν, α, a)

)−1
,

γ2 = ν−1,

γ3 =
(
1 + C(ν, α, a)

)
,

γ4 = ν,

γ5 =
(
1 + C(ν, α, a)2

)−1
.

Константы K(ν, α, a) и C(ν, α, a) могут быть выбраны следующим об-
разом:

K(ν, α, a) = c
‖a‖2

1√
αν

(α 6= 0) или K(ν, α, a) = c
‖a‖2

1

ν
.

и
C(ν, α, a) = c

‖a‖1√
ν (αν)

1
4

(α 6= 0) или C(ν, α, a) = c
‖a‖1

ν
.

Более того, при большей гладкости a и α > 0 зависимость констант
K(ν, α, a) и C(ν, α, a) от ν может быть ослаблена. Например, при вих-
ревой форме

K(ν, α, a) = c
‖curl a‖2

L3

α
, C(ν, α, a) = c

‖curl a‖L∞

α
.
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Доказательство. Для определённости рассмотрим вихревую форму для
задачи типа Осеена. Отметим очевидное неравенство ‖curl a‖ ≤ ‖a‖1 для
a ∈ H1

0, более того, при условии div a = 0 неравенство обращается в ра-
венство. Там где потребуется сделаем замечания по ходу доказательства
об отличии в рассуждениях для конвективной формы. Докажем сначала
оценки (1.167) при условии α > 0. С этой целью выберем произволь-
ные ν > 0, α > 0, a ∈ H1

0, p ∈ L0
2 и рассмотрим вспомогательный вектор

скоростей u1 из H1
0, являющийся решением

α(u1,v) + ν(∇u1,∇v) + (curl a×u1,v) = −(p, div v), ∀v ∈ H1
0. (1.172)

По определению S имеем (Sp, p) = −(div u1, p). Следовательно, полагая
v = u1 в (1.172), получаем

(Sp, p) = α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2. (1.173)

Далее мы используем частный случай неравенства (1.97):

c0‖p‖2 ≤ (div ∆−1
0 ∇p, p) ≤ ‖p‖2 ∀ p ∈ L0

2. (1.174)

Рассмотрим ещё одну вспомогательную вектор-функцию u2 из H1
0,

являющуюся решением

(∇u2,∇v) = −(p, div v) ∀v ∈ H1
0. (1.175)

Так же, как и ранее, получаем

−(div ∆−1
0 ∇p, p) = ‖∇u2‖2 (1.176)

Положим теперь в (1.172) и (1.175) v = u1, вычтем (1.175) из (1.172) и
используем ε-неравенство с ε = ν для оценки (∇u2,∇u1). Получаем

2α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2 ≤ ν−1‖u2‖2
1.

Откуда оценка
(Sp, p) ≤ ν−1‖p‖2

непосредственно следует в силу (1.173), (1.174) и (1.176).
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Теперь докажем оценку снизу для S. Положим v = u2 в (1.172) и
(1.175). Вычитая (1.175) из (1.172), получаем следующую цепочку нера-
венств.

‖∇u2‖2 = α(u1,u2) + ν(∇u1,∇u2) + (curl a× u1,u2)

≤ ρα2‖u1‖2 +
1

4
‖∇u2‖2 + ν2‖∇u1‖2 +

1

4
‖∇u2‖2 + c‖curl a‖‖u1‖L3‖u2‖L6

≤ 1

2
‖∇u2‖2 + (ρα + ν)(α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2) + c‖curl a‖‖u1‖ 1

2‖u2‖
3
2
1

≤ 1

2
‖∇u2‖2 + (ρα + ν)(α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2) + c‖curl a‖2‖u1‖‖∇u1‖+

1

4
‖∇u2‖2

≤ 3

4
‖∇u2‖2 + (ρα + ν)(α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2) + c

‖curl a‖2

√
να

(α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2).

Для оценки |(curl a × u1,u2)| мы здесь использовали (1.156), (1.161) и
(1.162). Если рассматривается конвективная форма, то оценка

|(a·∇)u1,u2)| ≤ c‖a‖1‖u1‖ 1
2‖∇u1‖ 1

2‖∇u2‖

получается последовательным применением (1.158) и (1.163). Следова-
тельно, как в случае вихревой, так и конвективной формы, имеем

‖∇u2‖2 ≤ 4(ρα + ν + c
‖a‖2

1√
να

)(α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2).

Последнее неравенство вместе с (1.173), (1.174) и (1.176) доказывает
оценку (1.167) с константой K(ν, α, a) = c

‖a‖21√
να
.

Равенство (1.172) с v = u1 даёт

ν(div u1, div u1) ≤ −(div u1, p),

это ни что другое, как

ν(Sp, Sp) ≤ (Sp, p).

Делая замену q = Sp, получаем неравенство (1.169) с γ4 = ν.
Для доказательства оценки (1.168) зафиксируем произвольную q ∈

L0
2(Ω) и рассмотрим u2 – решение уравнения

α(u2,v) + ν(∇u2,∇v) + (curl a× u2,v) = −(q, div v), ∀v ∈ H1
0. (1.177)
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Аналогично (1.173) имеем

(Sq, q) = α‖u2‖2 + ν‖∇u2‖2.

По определению оператора S выполнено равенство (Sp, q) = −(div u1, q)
для u1 из (1.172), поэтому, полагая в (1.177) v = u1, получаем

(Sp, q) = α(u2,u1) + ν(∇u2,∇u1) + (curl a× u2,u1)

≤ (α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2)
1
2 (α‖u2‖2 + ν‖∇u2‖2)

1
2 + c‖curl a‖‖u1‖L4‖u2‖L4

≤ (Sp, p)
1
2 (Sq, q)

1
2 + c‖curl a‖‖u1‖ 1

4‖u2‖ 1
4‖∇u1‖ 3

4‖∇u2‖ 3
4

≤ (Sp, p)
1
2 (Sq, q)

1
2 + c‖curl a‖( 1

2ε
‖u1‖ 1

2‖∇u1‖ 1
2‖u2‖ 1

2‖∇u2‖ 1
2 +

ε

2
‖∇u1‖‖∇u2‖)

≤ (Sp, p)
1
2 (Sq, q)

1
2 + c‖curl a‖( 1

4εδ
‖u1‖‖u2‖+ (

δ

4ε
+

ε

2
)‖∇u1‖‖∇u2‖)

Если рассматривается конвективная форма, то оценка

|(a·∇)u1,u2)| ≤ c‖a‖1‖∇u‖ 1
4‖u2‖ 1

4‖∇u‖
3
4
1 ‖∇u2‖ 3

4

получается последовательным применением (1.158), (1.159) и (1.163). Так
как ε и δ – произвольные положительные константы, то выберем в по-
следнем неравенстве δ = 1

2

(
ν
α

) 1
2 и ε = 1

2

(
ν
α

) 1
4 . Получаем

(Sp, q) ≤ (Sp, p)
1
2 (Sq, q)

1
2 + c

‖curl a‖√
ν (αν)

1
4

(α‖u1‖‖u2‖+ ν‖∇u1‖‖∇u2‖)

≤ (Sp, p)
1
2 (Sq, q)

1
2 + c

‖a‖1√
ν (αν)

1
4

(α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2)
1
2 (α‖u2‖2 + ν‖∇u2‖2)

1
2

= (Sp, p)
1
2 (Sq, q)

1
2 + c

‖a‖1√
ν (αν)

1
4

(Sp, p)
1
2 (Sq, q)

1
2 .

Следовательно, как в случае вихревой, так и конвективной формы, оцен-
ка (1.168) доказана с C(ν, α, a) = c ‖a‖1√

ν (αν)
1
4
.

Оценка (1.170) доказывается аналогично (1.167). Вместо (1.175) мы
выбираем теперь u2, как решение уравнения

α(u2,v) + ν(∇u2,∇v) = −(p, div v), ∀v ∈ H1
0.

Слагаемое (curl a × u1,u2) оценивается точно так же, как при доказа-
тельстве (1.168).
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Заключительная оценка (1.171) доказывается следующим образом.
Для заданного p ∈ L0

2 рассмотрим p1 и p2, как решение вместе с u1 и u2

вариационных уравнений: ∀ {v, q} ∈ H1
0 × L0

2

α(u1,v) + ν(∇u1,∇v)− (p1, div v) = 0,

(div u1, q) = (p, q)
(1.178)

и
α(u2,v) + ν(∇u2,∇v) + (curl a× u2,v)− (p2, div v) = 0,

(div u2, q) = (p, q).
(1.179)

Неравенство (1.171) равносильно

γ5(p1, p) ≤ (p2, p) (1.180)

Более того, справедливы равенства

(p1, p) = (p1, div u2) = (p1, div u1) = α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2,
(p2, p) = (p2, div u1) = (p2, div u2) = α‖u2‖2 + ν‖∇u2‖2.

(1.181)

Положим в (1.178) v = u2, а в (1.179) v = u1, вычитание одного
равенства из другого даёт

(p1, div u2) = (p2, div u1)− (curl a× u2,u1) (1.182)

Также как при доказательстве оценки (1.168) получаем

|(curl a× u2,u1)| ≤ 1

2
(α‖u1‖2 + ν‖∇u1‖2) + c

‖a‖2
1

ν (αν)
1
2

(α‖u2‖2 + ν‖∇u2‖2).

Использование последней оценки вместе с (1.181) и (1.182) даёт (1.180).
Следовательно, неравенство (1.171) доказано.

Если функция a является более гладкой, то можно использовать дру-
гие оценки для кососимметричного слагаемого:

|(curl a× u,v)| ≤ c‖curl a‖L3‖u‖‖v‖L6

|(curl a× u,v)| ≤ c‖curl a‖L∞‖u‖‖v‖
Аналогичные предыдущему рассуждения приведут к другим константам
γ1, γ3 и γ5.

Точно также рассматривается случай α = 0. Единственное различие
– использование нормы ‖∇·‖ вместо ‖·‖ при оценке кососимметричного
слагаемого. Это всегда может быть сделано благодаря неравенству Фри-
дрихса.
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1.8 Выводы
В этой главе были рассмотрены уравнения и системы уравнений в част-
ных производных, возникающие, в частности, в приложениях, связан-
ных с моделированием движения жидкостей и газов. Эти задачи имеют
особенности при стремлении некоторых физических или численных па-
раметров к своим критическим значениям. Выше были доказаны апри-
орные оценки для решений и частных производных решений, в которых
особое внимание уделено зависимости “констант” от различных парамет-
ров. Эти оценки будут необходимы в следующей главе для доказатель-
ства оценок сходимости методов конечных элементов. Для задач сед-
лового типа были доказаны равномерные по соответствующим парамет-
рам условия устойчивости типа inf-sup неравенств. Эти оценки послужат
далее для обоснования универсальности по параметрам блочных пере-
обуславливателей для соответствующих матриц систем алгебраических
уравнений. В конце главы мы обсудили линеаризированные уравнения
Навье-Стокса в различных формах и получили оценки на операторы
окаймления для давления линеризованных систем уравнений.



Глава 2

Устойчивые методы конечных
элементов

Если в данной главе не сделано других предположений и уточнений,
то мы будем предполагать заданным семейство (Th) квазиравномерных
триангуляций Ω с параметром разбиения h. Через Vh ⊂ H1(Ω) будем обо-
значать кусочно-элементное подпространство H1(Ω), состоящее из кусоч-
но-полиномиальных функций степени r ∈ N.

Далее нам понадобится обратное неравенство вида

‖∇vh‖ ≤ µuh
−1‖vh‖ для всех vh ∈ Vh. (2.1)

Предположим следующие аппроксимационные свойства пространств
Vh (см, например, [67]): существует оператор интерполяции Ih : H1(Ω) →
Vh такой, что

‖u− Ihu‖ ≤ Chm‖u‖m , m = 0, . . . , r + 1 для u ∈ Hm(Ω) (2.2)
‖u− Ihu‖1 ≤ Chm−1‖u‖m , m = 1, . . . , r + 1 для u ∈ Hm(Ω) . (2.3)

В (2.2) мы использовали обозначение H0(Ω) := L2(Ω) и ‖ · ‖0 := ‖ · ‖.

2.1 Уравнения реакции-диффузии.
В этом разделе Vh является подпространством H1

0. Рассмотрим следую-
щую дискретную задачу: найти uh ∈ Vh такую, что

a(uh, vh) = (f, vh) для всех vh ∈ Vh. (2.4)

91
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где
a(u, v) = ε(∇u,∇v) + (d u, v) для u, v ∈ H1

0(Ω).

2.1.1 Сходимость.

Ниже доказаны оценки на норму разности между непрерывным реше-
нием и конечно-элементным. Для Ω ⊂ R2 этот результат был доказан в
[154]. Тем не менее, используемые в [154] рассуждения можно обобщить
на случай Ω ⊂ R3. В целях завершенности изложения ниже приводится
доказательство.

Лемма 2.1. Пусть u – решение (1.3), а uh – соответствующее конечно-
элементное решение (2.4). Тогда имеет место оценка

‖u− uh‖ ≤ c min

{
1,

h2

ε

}
‖f‖ (2.5)

с константой c, не зависящей от f, ε, h.

Доказательство. Положим eh = u− uh. Замечая, что

a(eh, vh) = 0 для всех vh ∈ Vh,

получаем

d0‖eh‖2 ≤ a(eh, eh) = a(u, eh) = (f, eh) ≤ ‖f‖‖eh‖,
следовательно,

‖eh‖ ≤ d−1
0 ‖f‖. (2.6)

Для произвольной vh ∈ Vh имеем

ε|eh|21 + d0‖eh‖2 ≤ a(eh, eh) = a(u− vh, eh)

≤ ε|u− vh|1|eh|1 + d1‖u− vh‖‖eh‖

≤ (ε|u− vh|21 +
d2

1

d0

‖u− vh‖2)
1
2 (ε|eh|21 + d0‖eh‖2)

1
2

В качестве vh возьмем интерполянт к u из Vh, удовлетворяющий (2.2) –
(2.3). Используя свойства (2.2) – (2.3) для m = 2 и априорные оценку
(1.6), выводим

ε|eh|21 + d0‖eh‖2 ≤ c
h2

ε
(1 +

h2

ε
)‖f‖2. (2.7)
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Теперь используем рассуждения двойственности. Пусть w ∈ H1
0 такое,

что a(w, v) = (eh, v) для всех v ∈ H1
0. Из Леммы 1.1 следует w ∈ H2(Ω)

и ‖w‖2 ≤ c
ε
‖eh‖. Путь wh – интерполянт к w из Vh, удовлетворяющий

(2.2) – (2.3). Выполняются соотношения:

‖eh‖2 = a(w, eh) = a(w − wh, eh) ≤ ε|w − wh|1|eh|1 + d1‖w − wh‖‖eh‖

≤ c (ε h‖w‖2|eh|1 + d1h
2‖w‖2‖eh‖) ≤ c(h|eh|1 + d1

h2

ε
‖eh‖)‖eh‖.

Теперь используя (2.6) и (2.7), мы получаем для h2

ε
≤ 1

‖eh‖ ≤ c(h|eh|1 +
h2

ε
‖f‖)

≤ c h
h

ε

(
1 +

h2

ε

) 1
2‖f‖+ c

h2

ε
‖f‖ ≤ c

h2

ε
‖f‖.

(2.8)

Комбинация (2.6) и (2.8) доказывает оценку (2.5).

2.2 Уравнения конвекции-диффузии.

2.2.1 Метод диффузии вдоль потока – конечных эле-
ментов.

В этом параграфе будет рассмотрен способ построения схем высокого по-
рядка сходимости для уравнений конвекции-диффузии, устойчивых к по-
явлению численных осцилляций. Метод известен под названием SUPG-
метод – аббревиатура от Streamline Upwinding Petrov Galerkin. Он был
предложен Бруксом и Хьюгесом в 1979 году и позже заслужил внимание
многих исследователей. Метод SUPG хорошо подходит для дискретиза-
ции уравнений с конвективными членами методом конечных элементов.

Предположим, что задана триангуляция Th области. Для каждого
элемента триангуляции задан некоторый параметр δτ , зависящий от ε и
a(x) = {a1(x), a2(x)}. В методе SUPG для уравнения конвекции-диффузии
конечно-элементное решение uh ∈ Vh удовлетворяет следующему соот-
ношению для любой функции vh из Vh

ε(∇uh,∇vh) + (a·∇uh, vh)

+
∑

τ∈Th
δτ (−ε∆uh + a·∇uh − f, a·∇vh)τ = (f, vh). (2.9)

Сделаем следующие пояснения.
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1. Первый и второй член в левой части (2.9), также как и правая
часть, возникают из слабой постановки задачи (1.9) и составля-
ют стандартный метод конечных элементов. Дополнительный член,
роль которого будет видна позже, можно рассматривать как равен-
ство (1.9) скалярно умноженное на a·∇vh на каждом элементе τ .
Для решения дифференциальной задачи (1.9) этот член обращает-
ся в ноль.

2. Третий член в (2.9) вычисляется поэлементно. Напомним обозна-
чение

(φ, ψ)τ :=

∫

τ

φ(x)ψ(x) dx

Так как на каждом отдельном элементе триангуляции функция uh

является гладкой (полином конечной степени), то третий член в
(2.9) определен корректно. Более того, для линейных или билиней-
ных конечных элементов справедливо: ∆uh = 0.

3. Если δτ = 0 для любого τ , то метод (2.9) превращается в стан-
дартный метод Галеркина конечных элементов для уравнения (1.9).
Стабилизирующий эффект дополнительного члена допускает яс-
ную трактовку для линейных или билинейных конечных элементов
и однородного параметра δτ = δ. В случае ∆uh = 0 единственным
“новым” членом, добавляемым в (2.9) и зависящим от uh, является

δ(a·∇uh, a·∇vh) = δ([a⊕ a]∇uh,∇vh).

Последнее выражение можно трактовать как дискретизацию ме-
тодом конечных элементов анизотропной диффузии (для гладкой
u):

−δ div ([a⊕ a]∇u). (2.10)

Главная ось тензора [a ⊕ a] совпадает с направлением потока a.
Поэтому (2.10) добавляет искусственную диффузию только вдоль
потока, а не изотропно, как методы искусственной вязкости, что де-
лает метод SUPG более точным. В тоже время, при δ > 0, благода-
ря дополнительной искусственной диффузии, мы можем ожидать
улучшение устойчивости схемы к появлению численных осцилля-
ций.
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4. В отличии от разностной схемы против потока 1-ого порядка и
методов искусственной вязкости в методе SUPG дополнительный
член ∑

τ

δτ (f, a·∇vh)

добавляется также в правую часть уравнения относительно uh, см.
соотношение (2.9). Так обеспечивается совместность конечно-эле-
ментной постановки задачи (2.9): для любой vh ∈ Vh непрерывное
решение уравнений (1.9) удовлетворяет (2.9), если его подставить
вместо uh. Это позволяет получить результаты о сходимости высо-
кого порядка для решения (2.9).

5. Оптимальный выбор параметра δτ является “тонким” вопросом. Го-
воря схематично, хорошо бы добавлять искусственную диффузию
только в тех подобластях Ω, где сеточное число Пеклета Peh велико.
Сеточное число Пеклета Peh определяется локально для каждого
элемента τ ∈ Th, как

Peh =
hτ‖a‖τ

2ε
,

где ‖a‖τ – локальная норма a на элементе τ (в дальнейшем для a
будем использовать норму из L∞), hτ – диаметр элемента τ .

Общей рекомендацией является выбор параметра δτ так, чтобы вы-
полнялся “закон двойной асимптотики”:

δτ ≈
h2

ε
для Peh → 0, (2.11)

δτ ≈
hτ

‖a‖τ

для Peh →∞. (2.12)

Как альтернативу (2.11), иногда рекомендуют выбирать δτ = 0 для
Peh ≤ 1, возвращаясь в этом случае к стандартному методу Галер-
кина.

Приведем некоторые конкретные примеры формул для выбора δτ

из тех, что часто встречаются в литературе:

δτ = 1
2

(
coth(Peh)− 1

Peh

)
, (2.13)

δτ = δ̄ hτ

‖a‖τ

Peh

(1+Peh)
, δ̄ ∈ [0.2, 1], (2.14)

δτ = hτ

2‖a‖τ

(
1− 1

Peh

)
для Peh ≥ 1, δτ = 0 иначе. (2.15)
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Теорема ниже представляет типичный результат (см., например, [112])
о сходимости высокого порядка для SUPG метода.

Естественной нормой для анализа устойчивости и сходимости мето-
да SUPG является следующая норма, зависящая от триангуляции, на
H1(Ω):

|||u||| :=
(

ε‖∇u‖2 +
∑
τ∈Th

δτ‖a·∇u‖2
τ

) 1
2

,

где предполагается, что a имеет конечную L∞-норму на каждом τ . Для
дальнейшего удобства введем еще обозначение

aτ := ‖a‖∞,τ = ess sup
x∈τ

(|a1(x)|+ |a2(x)|).

Наконец, нам понадобится константа µh из “второго” обратного неравен-
ства (первое было (2.1))

‖∆vh‖τ ≤ µh h−1
τ ‖∇vh‖τ ∀ τ ∈ Th, vh ∈ Vh. (2.16)

Заметим, что µh = 0 для линейных конечных элементов.

Теорема 2.1. Предположим, что a ∈ L∞(Ω) и div a = 0. Пусть u(x, y)
является достаточно гладким решением задачи (1.9). Рассмотрим за-
дачу (2.9) с параметрами δτ , удовлетворяющими условию

0 ≤ δτ ≤ h2
τ

µε
∀ τ ∈ Th, (2.17)

где µ = min{1, µh}. Тогда (2.9) имеет единственное решение uh из Vh и

|||u− uh|||2 ≤ c
∑
τ∈Th

(
ε + a2

τδτ + min

{
a2

τ

ε
,

1

δτ

}
h2

τ

)
h2k

τ ‖u‖2
Hk+1(τ) (2.18)

для k = 1, . . . , r.

Один из способов вывода формулы для параметра стабилизации δτ

– оптимизация оценки для ошибки (2.18) путем приравнивания членов,
зависящих от δτ . Получается

δτa
2
τh

2
τ ≈ min

{
a2

τ

ε
,

1

δτ

}
h4

τ ,
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что приводит к закону двойной асимптотики (2.11) - (2.12). Заметим, что
δτ , задаваемое формулами (2.13) и (2.14), удовлетворяет этому закону и
ограничению (2.17).
Следствие 1. Выберем параметр δτ по формуле (2.14). Подставляя в
(2.18), получаем после элементарных преобразований

|||u− uh|||2 ≤ c
∑
τ∈Th

(
εh2

τ + aτ
Peh

Peh + 1
h3

τ

+aτ min

{
Peh,

Peh + 1

Peh

}
h3

τ

)
h2(l−1)‖u‖2

Hl+1(τ)

≤ c
∑
τ∈Th

(
εh2

τ + aτh
3
τ

)
h2(l−1)‖u‖2

Hl+1(τ). (2.19)

Мы можем отмасштабировать, умножая на подходящую константу,
уравнения (1.9) так, чтобы выполнялось aτ ≤ 1. Тогда из (2.19) следует
хорошо известный порядок сходимости 3

2
для метода SUPG примени-

тельно к линейным конечным элементам и для достаточно малого ε
(ε . h):

|||u− uh||| ≤ c
(√

εhτ + h
3
2

)
‖u‖H2(Ω), h = max

τ
hτ . (2.20)

На самом деле, в случае специальных сеток может быть доказан более
высокий порядок сходимости, см. [165].

Обратимся к частному случаю задачи конвекции-диффузии, к урав-
нению, для которого будет проведен анализ многосеточного итерацион-
ного метода. Напомним, что слабая постановка задачи имеет вид: найти
u ∈ V такую, что

a(u, v) := ε(ux, vx) + ε(uy, vy) + (ux, v) = (f, v) для всех v ∈ V (2.21)

где (в случае однородных условий Дирихле) V := { v ∈ H1(Ω) | v =
0 на ∂Ω } – пространство Соболева. Для получения дискретной зада-
чи используем линейные конечные элементы относительно равномерной
триангуляции области с шагом дискретизации hk := 2−k и узлами сетки
xi,j = (ihk, jhk), 0 ≤ i, j ≤ h−1

k . Триангуляция получается проведением
диагоналей с юго-запада на северо-восток. Пусть Vk ⊂ V – простран-
ство непрерывных функций, кусочно-линейных на этой триангуляции и
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равных нулю на ∂Ω. Для дискретизации (2.21) применяется SUPG ме-
тод конечных элементов. Для определенных выше элементов этот метод
принимает вид: найти uk ∈ Vk

(ε + δkhk)((uk)x, vx) + ε((uk)y, vy) + ((uk)x, v) = (f, v + δkhkvx) ∀ v ∈ Vk.
(2.22)

Стабилизационный параметр определим равенством

δk =

{
δ̄ если hk

2 ε
≥ 1

0 иначе
(2.23)

Параметр δ̄ выбирается равным константе порядка 1.
Далее мы будем предполагать

δ̄ ∈ [
1

3
, 1] . (2.24)

Значение 1
3
в качестве нижней границы важно для дальнейшего анализа.

Выбор 1 в качестве верхней границы сделан для удобства и может быть
довольно произвольным.

В работе мы ограничимся рассмотрением случая доминирующей кон-
векции: Будем предполагать, что

ε ≤ 1

2
hk.

Вместо множителя 1
2
можно задаться другой произвольной константой

C. Однако в доказательствах появится больше технических деталей, –
необходимо будет различать случай δk = δ̄ и δk = 0, что сделает изложе-
ние менее понятным.

Мы считаем случай доминирующей конвекции наиболее интересным
для анализа. Многие результаты также имеют место и для произвольно
больших положительных ε, но доказательства в случае доминирующей
диффузии может сильно отличаться. Поэтому в целях ясности изложе-
ния мы ограничились случаем доминирующей конвекции. Заметим вы-
полнение ограничений

δk = δ̄ ∈ [
1

3
, 1] и

1

3
hk ≤ εk = ε + δ̄hk ≤ 3

2
hk. (2.25)
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Метод конечных элементов (2.22) порождает билинейную форму из
(1.13):

ak(u, v) := (ε + δkhk)(ux, vx) + ε(uy, vy) + (ux, v), u, v ∈ V,

для которой выполняется соотношение:

ak(v, v) = ε‖vy‖2 + (ε + δkhk)‖vx‖2 для v ∈ V. (2.26)

Наша цель – анализ сходимости многосеточного метода для численно-
го решения системы алгебраических уравнений, соответствующей задаче
(2.22). Для анализа сходимости конкретный вид правой части в (2.22) не
имеет значения (хотя он важен для высокого порядка точности SUPG
метода). Поэтому возможно рассмотрение дискретной задачи, у которой
правая часть порождена произвольной f ∈ L2(Ω): найти uk ∈ Vk такую,
что

ak(uk, vk) = (f, vk) для всех vk ∈ Vk. (2.27)

Далее понадобится вспомогательная непрерывная задача: найти u ∈ V
такую, что

ak(u, v) = (f, v) для всех v ∈ V. (2.28)

Отметим, что u и uk зависят от стабилизирующей добавки (δkhk) в би-
линейной форме, а также, что они отличаются от решений задач (2.21)
и (2.22).

Далее в разделе 2.2 мы будем рассматривать детально случай кра-
евых условий Дирихле на границе вытекания ΓE, как технически более
сложный. Для случая условий Неймана на ΓE ограничимся формули-
ровкой результатов.

Вывод оценок для дискретного решения задачи (2.27) зачастую удоб-
но проводить в алгебраических терминах, поэтому следующий раздел
вводит обозначения для матрицы жесткости системы и ее декомпозиций.

2.2.2 Матрица жесткости

Рассмотрим систему алгебраических уравнений для задачи (2.27), если
Vk – пространство кусочно-линейных непрерывных элементов. Рассмот-
рим ее сеточный шаблон и матрицу жесткости для билинейной форме
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ak(·, ·). Матрица жесткости Ak на уровне k будет задаваться соотноше-
нием

〈Akx, y〉 = ak(Pkx, Pky) для всех x, y ∈ Xk.

Во внутренних узлах области шаблон дискретизации имеет вид

1

h2
k




0 −ε 0
−εk 2(εk + ε) −εk

0 −ε 0


 +

1

hk




0 −1
6

1
6

−1
3

0 1
3

−1
6

1
6

0


 . (2.29)

Пусть nk := h−1
k − 1 и

Âx :=
1

h2
k

tridiag(−1, 2,−1) ∈ Rnk×nk ,

Ây :=
1

h2
k

tridiag(−1, 2,−1) ∈ Rnk×nk .

Более того, пусть Îk – единичная матрица размерности nk × nk. Введем
матрицы размерности Nk ×Nk:

Ax := Îk ⊗ Âx, Ay := Ây ⊗ Îk.

Мы будем использовать разложения матрицы жёскости Ak вида:

Ak = (ε + (δk − 1

3
)hk)Ax + εAy + Dk (2.30)

с некоторой матрицей Dk. Это разложение соответствует записи шаблона
в виде

ε̄k

h2
k




0 0 0
−1 2 −1

0 0 0


 +

ε

h2
k




0 −1 0
0 2 0
0 −1 0


 +

1

6hk




0 −1 1
−4 4 0
−1 1 0


 (2.31)

где ε̄k = ε + (δk − 1
3
)hk > 0.

Нам также понадобится вспомогательная матрица Dx (дискретная
производная назад во внутренних точках):

Dx := Îk ⊗ D̂x , где D̂x :=
1

hk

tridiag(−1, 1, 0) ∈ Rnk×nk .
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2.2.3 Априорные оценки для дискретной задачи

Наша первая задача – доказать аналог оценки (1.26) для конечно-эле-
ментного решения uk задачи (2.27). С этой целью рассмотрим вектор
φ = (φ0, . . . , φnk+1) такой, что φi > 0 для всех i = 1, . . . , nk, φnk+1 = 0, и

0 ≤ −φi − φi−1

hk

≤ H + c0
φi

εk

, i = 1, . . . , nk (2.32)

с некоторыми константами c0 ∈ (0, 4
9
), H > 0. (В случае условий Неймана

на ΓE считаем H = 0). Пусть Φ = Îk ⊗ Φ̂, где Φ̂ – диагональная матрица
размера nk × nk, i-ый диагональный элемент которой равен φi. Введем
скалярное произведение в Xk: 〈·, ·〉Φ := 〈Φ ·, ·〉 и норму ‖ · ‖Φ.

Лемма 2.2. Пусть k > 1. Для решения uk задачи (2.27) с f = fk ∈ Vk

выполняется оценка

ε̄kφ1

∫

ΓW

(uk)
2
x dy + ‖Dxu‖2

Φ ≤ c (H‖fk‖2 + ‖Mkf‖2
Φ) (2.33)

с некоторой константой c > 0. Здесь u = P−1
k uk ∈ Xk – вектор значений

функции uk в узлах сетки, f = P−1
k fk ∈ Xk, и Mk – матрица масс.

Доказательство. Прежде всего отметим связь между разностью значе-
ний функции vk ∈ Vk в узлах сетки и нормой ее производной по x:

‖(vk)x‖2
ω =

∑

(i,j)∈I

(vk(xi+1,j)− vk(xi,j)

hk

)2

h2
k, (2.34)

где ω ⊂ Ω – подобласть {(x, y)| x ∈ (i0hk, i1hk), y ∈ (0, 1)}, I – набор
индексов (i, j) таких, что i = i0, . . . , i1 − 1. Отметим также равенство:

∫

ΓW

(vk)
2
x dy =

nk∑
j=1

hk

(
v1,j − v0,j

hk

)2

.

По определению Ak вектор u удовлетворяет системе уравнений:

Aku = Mkf. (2.35)

Умножим (2.35) скалярно на Φ Dx u. Рассмотрим разложение (2.30) мат-
рицы Ak и изучим вклад каждого слагаемого. Заметим, что условие
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(2.32) влечет φi ≤ hkH + (1 + 3c0)φi+1. Используя это неравенство, легко
проверить (удобно воспользоваться шаблоном (2.31)):

〈Dku, Dx u〉Φ ≥
(

1

3
− c0

4

) nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui,j − ui−1,j

hk

)2

(2.36)

−hkH

12

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
k

(
ui+1,j − ui,j

hk

)2

.

Здесь и далее ui,j – значение uk в узле сетки xi,j. Произведения с первым
и последним членом в (2.30) дают соответственно

ε〈Ayu, Dx u〉Φ = −ε

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

h2
k

)(
ui,j − ui−1,j

hk

)

=
hk ε

2

nk∑
i=1

nk∑
j=0

h2
kφi

(
ui,j+1 − ui,j − ui−1,j+1 + ui−1,j

h2
k

)2

−ε

2

nk∑
i=1

nk∑
j=0

h2
k

(
φi+1 − φi

hk

)(
ui,j+1 − ui,j

hk

)2

≥ 0

ε̄k〈Axu, Dx u〉Φ = −ε̄k

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
k

)(
ui,j − ui−1,j

hk

)

=
ε̄kφ1

2

nk∑
j=1

hk

(
u1,j − u0,j

hk

)2

+
hk ε̄k

2

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
k

)2

+
ε̄k

2

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
k

(
φi+1 − φi

hk

)(
ui+1,j − ui,j

hk

)2

≥ ε̄kφ1

2

nk∑
j=1

hk

(
u1,j − u0,j

hk

)2

− c0

2

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui,j − ui−1,j

hk

)2

− ε̄kH

2

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
k

(
ui+1,j − ui,j

hk

)2

.

Собираем полученные неравенства вместе, используем, что εk > ε̄k и c0 <
4
9
, и применяем неравенство Коши для оценки 〈Mkf, Dx u〉Φ. Следователь-
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но, мы доказываем следующую оценку с константой c =
(

1
3
− 3c0

4

)
> 0:

ε̄kφ1

2

∫

ΓW

(uk)
2
x dy + c ‖Dxu‖2

Φ ≤ 〈Mkf, Dx u〉Φ

+(
hk

12
+

εk

2
)H

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
k

(
ui+1,j − ui,j

hk

)2

В силу (2.25), (2.34) выводим

ε̄kφ1

2

∫

ΓW

(uk)
2
x dy + c ‖Dxu‖2

Φ ≤ c−1 ‖Mkf‖2
Φ + 2εk H‖(uk)x‖2.

Теперь для доказательства (2.33) достаточно проверить оценку:

εk‖(uk)x‖2 ≤ C ‖fk‖2. (2.37)

Мы докажем (2.37) с константой C =
√

3e. Положим в (2.27) vk = uk,
получим равенство ε‖(uk)y‖2 + εk‖(uk)x‖2 = (fk, uk). Теперь (2.37) будет
следовать из оценки для L2-нормы:

‖uk‖ ≤ C ‖fk‖. (2.38)

Проведем рассуждения сходные доказательству оценки L2-нормы для ре-
шения непрерывной задачи. А именно, рассмотрим диагональную мат-
рицу E = Îk ⊗ Ê, где Ê – диагональная матрица размера nk × nk с
элементами eii = exp(ihk). Найдем матрицу E−1AkE. Непосредственные
вычисления приводят к разложению:

E−1AkE = εAy + ε̄kAx + B +
3

2
e−hkDx + M,

где B – кососимметричная матрица, а матрица M соответствует шабло-
ну: 


0 0 a13

a21 a22 a23

a31 0 0


 ,

где 



a22 =
2

3

(
1− e−hk

hk

)
a13 =

1

6

(
ehk − 1

hk

)

a21 = a23 = ε̄k

(
ehk + e−hk − 2

2h2
k

)
a31 =

1

6

(
1− e−hk

hk

)
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С помощью теоремы Гершгорина и используя, что ε̄k ≤ 7
6
hk, легко убе-

диться, что λmin(M+MT ) > 2
3
при hk ≤ 1

4
. Так как для остальных матриц

в разложении справедливо Ax, Ay, Dx > 0 и B = −BT , то

〈E−1AkEz, z〉 ≥ 〈Mz, z〉 ≥ 1

3
‖z‖2 ∀ z ∈ Xk.

Подставим z = E−1u и, применяя неравенство Коши, получим

‖E−1Mkf‖ ≥ 1

3
‖E−1u‖. (2.39)

Так как для матрицы масс λmax ≤ 1, то справедливы оценки

‖E−1Mkf‖ ≤ ‖Mkf‖ ≤ ‖M
1
2
k f‖ = ‖fk‖

‖E−1u‖ ≥ e−1‖u‖ ≥ e−1‖M
1
2
k u‖ = e−1‖uk‖.

Подставляя эти неравенства в (2.39), мы доказываем (2.38). Лемма до-
казана.

Благодаря связи (2.34) между нормой конечно-элементной функцией
uk и вектором её значений в узлах u = Pkuk имеем 〈Axu, u〉 = ‖(uk)x‖2, и
в силу (3.1) ‖u‖ w ‖uk‖. Поэтому оценка (2.37) может быть записана, в
виде

εk〈Axu, u〉 ≤ C ‖Aku‖2. (2.40)

А оценка (2.38) может быть записана, в виде

‖u‖ ≤ C ‖Aku‖. (2.41)

Более того, неравенство (2.37) и оценка (2.37) в матрично-векторной фор-
ме влекут

〈Aku, Dxu〉Φ + H ‖A−1
k u‖2 ≥ c ‖Dxu‖Φ. (2.42)

Нам будут полезны еще две леммы. Одна дает оценку снизу на ска-
лярное произведение 〈Aku, u〉Φ, вторая снабдит нас оценкой на разницу
решений дискретных задач с условиями Дирихле и Неймана на границе
вытекания.

Лемма 2.3. Рассмотрим Φx = Îk⊗ Φ̂x, где Φ̂x – диагональная матрица
размера nk × nk с i-м элементом равным [φx]i = (φi+1 − φi)h

−1
k . До-

полнительно предположим: для любого i > 0 выполняется либо оценка
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|[φx]i−1/[φx]i| ≤ d2, либо [φx]i−1 = [φx]i = 0. В предположениях леммы 2.2
справедлива оценка

〈Aku, u〉Φ ≥ ε〈Ayu, u〉Φ + (
1

6
(2− d)− 1

9
)〈−Φxu, u〉 − 9

4
H ε̄2

k〈Axu, u〉 (2.43)

для произвольного u ∈ Xk

Доказательство. Рассмотрим разложение (2.30) матрицы Ak:

Ak = ε̄kAx + εAy + Dk.

Сначала докажем оценку

〈Dku, u〉Φ ≥ 1

6
(2− d)〈−Φxu, u〉. (2.44)

Заметим, что
Dk = blocktridiag(D̂x, 4D̂x,−D̂T

x ).

Обозначим K := 1
6
ΦkDk = 1

6
blocktridiag(Φ̂kD̂x, 4Φ̂kD̂x,−Φ̂kD̂

T
x ). Следова-

тельно,

K + KT =
1

6
blocktridiag

(
Φ̂kD̂x− D̂xΦ̂k, 4(Φ̂kD̂x + D̂T

x Φ̂k),−Φ̂kD̂
T
x + D̂T

x Φ̂k

)

Простыми вычислениями проверяем

Φ̂kD̂x + D̂T
x Φ̂k = −Φ̂x +

1

hk

tridiag(−φi, φi + φi+1,−φi+1)1≤i≤nk
=: −Φ̂x + R

(2.45)
и −Φ̂kD̂

T
x + D̂T

x Φ̂k = −Φ̂xT̂ , где n := nk, T̂ := tridiag(0, 0, 1) ∈ Rnk×nk .
Получаем

1

2
(K + KT ) = − 1

12
blocktridiag

(
T̂ T Φ̂x, 4Φ̂x, Φ̂xT̂

)

+
1

12
blocktridiag

( 1

hk

φnene
T
n , 4R,

1

hk

φneneT
n

)

≥ − 1

12
blocktridiag

(
T̂ T Φ̂x, 4Φ̂x, Φ̂xT̂

)

Через Φ̂−1
x (Φ−1

x ) обозначим псевдо-обратный оператор к Φ̂x (Φx). Имеем

1

2
Φ
− 1

2
x (K + KT )Φ

− 1
2

x ≥ 1

12
blocktridiag

(
Φ̂
− 1

2
x T̂ T Φ̂

1
2
x , 4I, Φ̂

1
2
x T̂ Φ̂

− 1
2

x

)
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Заметим, что

‖Φ̂− 1
2

x T̂ T Φ̂
1
2
x‖∞ = ‖Φ̂

1
2
x T̂ Φ̂

− 1
2

x ‖∞ = max
i≥3k+2

(φi−1 − φi

φi − φi+1

) 1
2

= d

Следовательно, 1
2
Φ
− 1

2
x (K + KT )Φ

− 1
2

x ≥ 1
12

(4 − 2d)I. Итак, мы доказали
оценку

1

6
ΦkDk = K ≥ 1

6
(2− d)Φx,

т.е. (2.44).
Далее вычисляем

ε̄k〈Axu, u〉Φ = ε̄k

nk+1∑
i=1

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui,j − ui−1,j

hk

)2

+ε̄k

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
k

(
φi+1 − φi

hk

)(
ui+1,j − ui,j

hk

)
ui,j

≥ ε̄k

nk+1∑
i=1

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui,j − ui−1,j

hk

)2

−1

9

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
ku

2
i,j

(
φi − φi+1

hk

)

−9

4
ε̄2

k

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
k

(
φi − φi+1

hk

)(
ui+1,j − ui,j

hk

)2

(из (2.32)) ≥ (1− 9c0

4
)ε̄k

nk+1∑
i=1

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui,j − ui−1,j

hk

)2

−9

4
Hε̄2

k

nk+1∑
i=1

nk∑
j=1

h2
k

(
ui,j − ui−1,j

hk

)2

−1

9

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
ku

2
i,j

(
φi − φi+1

hk

)
.

Наконец, заметим, что
∑nk+1

i=1

∑nk

j=1 h2
k

(
ui,j−ui−1,j

hk

)2

= 〈Axu, u〉. Следова-
тельно,

ε̄k〈Axu, u〉Φ ≥ −1

9
〈−Φxu, u〉 − 9

4
Hε̄2

k〈Axu, u〉.
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Используя это неравенство и (2.44) получаем (2.43).

Лемма 2.4. Пусть ûk – решение задачи (1.14) аппроксимированной по
методу конечных элементов. Пусть uk – решение (2.27). Тогда в пред-
положениях леммы 2.2 справедлива оценка

ε〈Ayr, r〉Φ ≤ c hkH‖fk‖2, (2.46)

где r – вектор значений в узлах сетки разности rk = ûk − uk.

Доказательство. Оценка (2.46) следует из (2.43) и оценки (см. (2.37))

εk〈Axr, r〉 = εk‖(rk)x‖2 ≤ εk‖(uk)x‖+ εk‖(ûk)x‖ ≤ c ‖fk‖2.

Зависимость против потока и оценки вдали от ΓE.

В этом параграфе изучается зависимость решения дискретной задачи от
значений правой части f вверх по течению, а также от граничных значе-
ний на границе вытекания ΓE. Большинство результатов имеет аналоги
в случае дифференциальной задачи, которые были доказаны в § 1.2.1.

Рассмотрим вектор

φξ
i =

{
1−H0, если ihk ∈ [0, ξ]

exp
(
− ihk−ξ

4hk

)
−H0, если ihk ∈ (ξ, 1]

для i = 0, . . . , nk + 1,

где H0 = exp
(
−1−ξ

4hk

)
. Из определения следует

−(φξ
i − φξ

i−1) = (exp(
1

4
)− 1) (φξ

i + H0), если (i− 1)hk ∈ (ξ, 1].

Поэтому, используя εk ≤ 3
2
hk, получаем

0 ≤ −φξ
i − φξ

i−1

hk

≤ 3

2
(exp(

1

4
)− 1)(

φξ
i

εk

+
2H0

3hk

), i = 1, . . . , nk + 1.

Для любого ξ вектор φξ
i удовлетворяет условию леммы 2.2 с константами

c0 = 3
2
(exp(1

4
)− 1) < 4

9
и H = 2

3
c0H0 h−1

k . Пусть правая граница Ωξ совпа-
дает с разбиением, т.е. ξ = ihk для некоторого i. Из леммы 2.2 выводим
следствие.
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Следствие 2.1. Рассмотрим fk ∈ Vk такую, что supp(fk) ∈ Ωη. Пусть
uk – соответствующее решение задачи (2.27). Предположим η − ξ ≥
8 hk p | ln hk|, p > 0 и 1− η ≥ 4hk | ln hk|. Тогда

‖(uk)x‖L2(Ωξ) ≤ c hp
k‖fk‖, (2.47)

‖(uk)y‖L2(Ωξ) ≤ c ξ hp−1
k ‖fk‖, (2.48)

nk∑
j=1

h2
ku

2
i,j ≤ c h2p+2

k ‖fk‖2. (2.49)

Доказательство. Оценка (2.47) является следствием (2.33). Действи-
тельно, рассмотрим неравенства

‖(uk)x‖L2(Ωξ) =
∑

i: ih≤ξ

nk∑
j=1

h2
k

(
ui,j − ui−1,j

hk

)2

=
1

1−H0

∑

i: ih≤ξ

nk∑
j=1

h2
kφi

(
ui,j − ui−1,j

hk

)2

≤ c ‖Dxu‖2
Φ ≤ c

(‖Mkf‖2
Φ + H ‖fk‖2

)

≤ c (max
ih≥η

φi)‖Mkf‖2 + c h2p
k ‖fk‖2

≤ c

(
max
ih≥η

(φi) + h2p
k

)
‖fk‖2 ≤ c h2p

k ‖fk‖2.

Оценка (2.48) следует из обратного неравенства, неравенства Фридрихса
и (2.47):

‖(uk)y‖L2(Ωξ) ≤ c h−1
k ‖uk‖L2(Ωξ) ≤ c ξ h−1

k ‖(uk)x‖L2(Ωξ) ≤ c ξhp−1
k ‖fk‖.

Перейдем к проверке (2.49). При нашем выборе Φ константа d из условия
леммы 2.3 равна e1/8. Применим (2.43) , неравенство Коши (аналогично
(1.36)) и (2.37), получим

〈−Φxu, u〉 ≤ c h2p+1
k ‖fk‖2.

С другой стороны

〈−Φxu, u〉 =

nk∑
i=1

nk∑
j=1

h2
k

φξ
i − φξ

i+1

hk

u2
i,j ≥

nk∑
j=1

h2
k

φξ
i − φξ

i+1

hk

u2
i,j
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Осталось заметить, что для индекса i : ihk = ξ имеем (φξ
i − φξ

i+1)h
−1
k =

(1− ehk)h−1
k .

При p = 0 доказательство оценок (2.47) – (2.49) не использует пред-
положение supp(fk) ∈ Ωη. Сформулируем этот случай в виде отдельного
следствия.

Следствие 2.2. Пусть fk ∈ Vk и uk – соответствующее решение задачи
(2.27). Предположим, что 1− ξ ≥ 4hk | ln hk|. Тогда имеет место оценка

‖(uk)x‖L2(Ωξ) ≤ c ‖fk‖, (2.50)
nk∑
j=1

h2
ku

2
i,j ≤ c h2

k‖fk‖2. (2.51)

Следствие 2.3. Рассмотрим fk ∈ Vk такую, что supp(fk) ∈ Ωη. Пусть
u и uk – решения задач (2.28) и (2.27), соответственно. Предположим
η − ξ ≥ 8 hk p | ln hk|, p > 0 и η ≥ 1− 4hk | ln hk|, тогда

‖(u− uk)x‖L2(Ωξ) ≤ c hp
k‖fk‖,

‖(u− uk)y‖L2(Ωξ) ≤ c max{
√

εk

ε
;

ξ

hk

}hp
k‖fk‖.

Для проверки следствия 2.3 необходимо применить оценки (1.33),
(1.35), (2.47), (2.48) и неравенство треугольника.

Результат следствия 2.3 показывает, что H1-норма ошибки около гра-
ницы втекания ΓW может быть сделана мала, если правая часть равна
нулю в достаточно большой подобласти (Ω \ Ωη) около ΓW . Для дока-
зательства свойства аппроксимации нам понадобится это свойство для
случая ξ = εk | ln hk| и p = 5

8
> 1

2
. Поэтому рассмотрим η = 5hk| ln hk| +

εk| ln hk|. Выбираем Ωη такую, что левая её граница совпадает с раз-
биением. Воспользуемся соотношениями | ln hk| = k ln 2 и 2

3
εk ≤ hk, и,

следовательно, (εk + 5hk)| ln hk| ≤ 4khk, k > 1. Определим на каждом
сеточном уровне вспомогательную подобласть

ΩW
k := { (x, y) ∈ Ω | x < 4khk }. (2.52)

Благодаря неравенствам ξ
hk

hp
k ≤ ch

1
2
k ≤ c hk√

ε
следствие 2.3 непосред-

ственно влечет
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Следствие 2.4. Рассмотрим fk ∈ Vk такую, что fk = 0 в ΩW
k . Тогда в

Ωw := {(x, y) ∈ Ω|x < εk| ln hk|} справедливы оценки

‖(u− uk)x‖L2(Ωw) ≤ c h
1
2
k ‖fk‖,

‖(u− uk)y‖L2(Ωw) ≤ c
hk√

ε
‖fk‖.

2.2.4 Сходимость.

Продолжим вывод глобальных оценок на норму ошибки u − uk. Как и
ранее, u и uk – решения задач (2.28) и (2.27) с правой частью f = fk из
Vk.

Известно, что регулярность решения непрерывной задачи ухудшается
около границы вытекания ΓE. Это затрудняет получение удовлетвори-
тельных оценок на ошибку вблизи ΓE. Поэтому мы определим подоб-
лость Ωint

k , отделённую от ΓE, в которой интересующие нас оценки будут
выполняться. Итак, определим Ωint

k и норму по подобласти:

Ωint
k := {(x, y) ∈ Ω|x < 1− 3khk},

‖ · ‖int := ‖ · ‖L2(Ωint
k ).

Лемма 2.5. Имеют место оценки

‖(u− uk)x‖int ≤ c ‖fk‖ (2.53)

‖(u− uk)y‖int ≤ c
hk

ε
‖fk‖. (2.54)

Доказательство. Оценка (2.53) следует из (1.37) и (2.50) в силу нера-
венства треугольника. Неравенство (2.54) следует из оценки

‖(u− uk)y‖int ≤ ‖uy − ûy‖int + ‖(uk)y − (ûk)y‖int + ‖(ûk)y − ûy‖int,

где û и ûk определены в леммах 1.3 и 2.4. Теперь оценка на первый
слагаемый в правой части следует из леммы 1.3, применённой в случае
φ = φξ, ξ = 1 − εk| ln εk|. Оценка на второй слагаемый из леммы 2.4,
применённой в случае φi = φξ

i , ξ = 1 − 4hk| ln hk|. Осталось проверить
оценку на третий слагаемый вида

‖(ûk)y − ûy‖ ≤ c
hk

ε
‖fk‖ (2.55)
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Напомним, что û и ûk – решения непрерывной и, соответственно, дис-
кретной задач с условиями Неймана на границе вытекания. Оценка (2.55)
доказывается с помощью стандартных рассуждений, основанных на ис-
пользовании ортогональности Галёркина, аппроксимационных свойств
пространства Vk (здесь краевые условия на ΓE не накладываются) и
априорных оценках (1.17). Действительно, обозначая ek = (ûk)y − ûy,
имеем

ε‖(ek)y‖2 + (ε + δ̄hk)‖(ek)x‖2 +
1

2

∫

ΓE

e2
k dy = ak(ek, ek)

= inf
vk∈Vk

ak(ek, u− vk) ≤ inf
vk∈Vk

(
ε‖(ek)y‖‖(u− vk)y‖

+(ε + δ̄hk)‖(ek)x‖‖(u− vk)x‖+ ‖(ek)x‖‖u− vk‖
)

≤ c
(
ε hk‖(ek)y‖‖u‖H2 + h2

k‖(ek)x‖‖u‖H2

)

≤ c
(
hk‖(ek)y‖‖fk‖+

h2
k

ε
‖fk‖2

) ≤ ε

2
‖(ek)y‖2 + c

h2
k

ε
‖fk‖2.

Оценка (2.55) доказана.

Основным результатом этого раздела является

Лемма 2.6. Пусть правая часть (2.28) и (2.27) fk ∈ Vk равна нулю в
ΩW

k . Тогда справедлива оценка

‖u− uk‖int ≤ c
h2

k

ε
‖fk‖. (2.56)

Доказательство. Определим ek := u − uk. Пусть w ∈ H2(Ω) является
решением задачи

−εwyy − εkwxx − wx = êk в Ω, w = 0 на ∂Ω. (2.57)

Здесь êk = ek в Ωint
k и êk = 0 в Ω \ Ωint

k .
Заметим, что для этой задачи ΓE – граница ”втекания”, а ΓW – грани-

ца ”вытекания”. Умножим (2.57) на ek, интегрируя по частям, получаем

‖ek‖2
int = ε((ek)y, wy) + εk((ek)x, wx) + ((ek)x, w) = ak(ek, w).

Из свойства ортогональности по Галеркину следует, что для любой vk ∈
Vh

‖ek‖2
int = ε ((ek)y, (w − vk)y)+εk ((ek)x, (w − vk)x)+((ek)x, w − vk) . (2.58)
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Пусть Ωw – подобласть, определенная в следствии 2.4, определим также
подобласть около границы вытекания Ωe := {(x, y) ∈ Ω|x > 1−εk| ln hk|},
а оставшуюся часть области обозначим через ω = Ω\(Ωw ∪ Ωe). В каче-
стве vk возьмем узловой интерполянт к w. Теперь оценим скалярные
произведения из (2.58). При этом интегралы по ω, Ωw и Ωe рассмотрим
раздельно. Мы продолжаем (2.58), как

‖ek‖2
int ≤ c ε hk ‖(ek)y‖ω ‖w‖H2(ω) + c εk hk ‖(ek)x‖ω ‖w‖H2(ω)

+c h2
k ‖(ek)x‖ω ‖w‖H2(ω) + IW + IE

≤ c h2
k‖fk‖1

ε
‖êk‖+ IW + IE. (2.59)

Получая первое неравенство в (2.59), мы воспользовались аппроксима-
ционными свойствами Vk, а получая второе, оценками (2.53), (2.54) и
замечанием 1.1 к оценке (1.37) для H2-нормы с p = 0.

Слагаемое IW включает интегралы по Ωw:

IW = ε ((ek)y, (w − vk)y)Ωw + εk ((ek)x, (w − vk)x)Ωw + ((ek)x, w − vk)Ωw

Для оценки IW используем следствие 2.4 и априорные оценки для реше-
ния непрерывной задачи из (1.25) применительно к решению сопряжен-
ной задачи (2.57):

ε ((ek)y, (w − vk)y)Ωw ≤ c ε ‖(ek)y‖Ωw ‖wy‖ ≤ c hk

√
ε ‖fk‖ ‖wy‖

≤ c hk ‖fk‖ ‖êk‖ ,

εk ((ek)x, (w − vk)x)Ωw ≤ c εk ‖(ek)x‖Ωw ‖wx‖ ≤ c εk

√
hk ‖fk‖ ‖wx‖

≤ c εk ‖fk‖ ‖êk‖ ,

((ek)x, w − vk)Ωw ≤ c hk ‖(ek)x‖Ωw ‖wx‖ ≤ c hk ‖fk‖ ‖êk‖ .

Аналогично оценим интегралы входящие в IE, но теперь воспользуемся
тем, что êk – правая часть уравнения (2.57), равна нулю около границы
ΓE (на расстоянии 3khk > εk(| ln hk|+ | ln εk|). Для сопряженной задачи
(2.57) ΓE является границей втекания, и мы пользуемся оценками (1.33)
- (1.35) с p = 1

2
для решения w и правой части êk (см. замечание 1.1).

Таким образом

ε ((ek)y, (w − vk)y)Ωe ≤ c ε ‖(ek)y‖ ‖wy‖Ωe ≤ c
√

ε ‖fk‖ ‖wy‖Ωe

≤ c hk ‖fk‖ ‖êk‖ ,
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εk ((ek)x, (w − vk)x)Ωe ≤ c εk ‖(ek)x‖ ‖wx‖Ωe ≤ c
√

εk ‖fk‖ ‖wx‖Ωe

≤ c hk ‖fk‖ ‖êk‖ ,

((ek)x, w − vk)Ω2E ≤ c hk ‖(ek)x‖ ‖wx‖Ωe ≤ c hk ‖fk‖ ‖êk‖ .

Подставляя полученные неравенства в (2.59) и используя ε ≤ 1
2
hk, полу-

чаем

‖ek‖2
int ≤ c

h2
k

ε
‖fk‖‖êk‖+ c hk‖fk‖‖êk‖ ≤ c

h2
k

ε
‖fk‖‖êk‖ = c

h2
k

ε
‖fk‖‖ek‖int.

Лемма доказана.

Результаты доказанных лемм в следующем смысле являются неулуч-
шаемыми, в лемме 2.5 нельзя заменить норму ‖ · ‖int на глобальную L2-
норму, а в лемме 2.6 нельзя отказаться от условия равенства нулю пра-
вой части в части области приграничной к ΓW . Оба эти эффекта будут
иллюстрированы численными экспериментами в разделе 3.3.5.

2.3 Система уравнений с кососимметричной
реакцией.

В этом разделе мы будем использовать ортогональную L2 проекцию Ph :
L2(Ω) → Vh, которая определяется через равенство

(Phu,vh) = (u,vh) ∀ vh ∈ Vh. (2.60)

Метод конечных элементов для дискретизации задачи (1.39) состоит
в следующем: найти uh ∈ Vh такую, что

a(uh,vh) = (f ,vh) ∀ vh ∈ Vh. (2.61)

Для того чтобы измерять влияние различных членов, входящих в (1.38),
мы введём сеточные числа1:

Ekh =
ε

‖w‖∞h2
, Dh =

αh2

ε
.

Вначале мы докажем устойчивость a(u,v) на Vh.
1Обозначение и определение Ek выбраны так, чтобы согласовываться с определе-

нием числа Экмана в теории вращающихся объемов жидкостей. Однако это лишь
частный случай для рассматриваемой системы (w = const).
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2.3.1 Устойчивость дискретной задачи.

В этом разделе будет доказано inf-sup условие на билинейную форму
дискретной задачи гарантирующее устойчивость. Заметим, что данное
условие слабее условия эллиптичности.

Лемма 2.7. Пусть выполнены условия (A1) и (A2) (см. стр. 45). Ес-
ли Ekh > 1 и Dh < 1, также предполагаем выполнение условия (A3).
Существует константа τ ∈ (0, 1] такая, что

inf
uh∈Vh

sup
vh∈Vh

a(uh,vh)

|||uh|||τ |||vh|||τ ≥ C > 0. (2.62)

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент uh ∈ Vh. Заметим,

(w × uh, Ph(w × uh)) = (Ph(w × uh), Ph(w × uh)),
(uh, Ph(w × uh)) = 0.

В силу (1.43) и условия (A2) справедливо

cw‖uh‖2 ≤ (|w| × uh, 1× uh) = (Ph(|w| × uh), 1× uh)

= (|Ph(w × uh)|, 1× uh) ≤ ‖Ph(w × uh)‖‖uh‖

и, таким образом,

(α + cw)‖uh‖ ≤ α‖uh‖+ ‖Ph(w × uh)‖. (2.63)

Возьмём
τ = min{1, µ−2

u , c̃−1} , (2.64)

с некоторой константой c̃, не зависящей от всех параметров, которая
будет определена в ходе доказательства. Пусть κ := τ‖w‖−1

∞ . Используя
(2.63), получаем

α‖uh‖2 + κ‖w × uh‖2 ≤ (α + κ‖w‖2
∞)‖uh‖2

≤ 2(α + κ‖w‖2
∞)

(α + cw)2
(α2‖uh‖2 + ‖Ph(w × uh)‖2)

≤ 2(α + κ‖w‖2
∞)(α + κ−1)

(α + cw)2
(α‖uh‖2 + κ‖Ph(w × uh)‖2).



2.3. Система уравнений с кососимметричной реакцией. 115

Так как, в силу определения (2.64), τ−1 + τ ≤ max{1, µ2
u, c̃}+ 1 ≤ C , то,

используя условие (A1), получаем

(α + κ‖w‖2
∞)(α + κ−1)

(α + cw)2
=

α2 + (τ−1 + τ)α‖w‖∞ + ‖w‖2
∞

(α + cw)2

≤ C
α2 + ‖w‖2

∞
(α + cw)2

≤ C(1 + η2) ≤ C .

Следовательно,

α‖uh‖2 + κ‖w × uh‖2 ≤ C(α‖uh‖2 + κ‖Ph(w × uh)‖2) . (2.65)

Для доказательства (2.62) положим vh = uh + κPh(w × uh). Вычисляем

a(uh,vh) = ε‖∇uh‖2 + α‖uh‖2 + εκ(∇uh,∇Ph(w × uh)) + κ‖Ph(w × uh)‖2

≥ε‖∇uh‖2 + α‖uh‖2 − εκ‖∇uh‖ ‖∇Ph(w × uh)‖+ κ‖Ph(w × uh)‖2.

(2.66)

Для получения оценки слагаемого ‖∇Ph(w×uh)‖ рассмотрим раздельно
три случая: Ekh ≤ 1 (случай 1), Dh ≥ 1 (случай 2), Ekh > 1 и Dh < 1
(случай 3).
В первом случае имеем:

(εκ)
1
2‖∇Ph(w × uh)‖ ≤

(
ετµ2

u

‖w‖∞h2

) 1
2

‖Ph(w × uh)‖

= (Ekhτµ2
u)

1
2‖Ph(w × uh)‖ ≤ ‖Ph(w × uh)‖ .

(2.67)

Используя это в (2.66) и применяя неравенство Коши-Шварца, получаем

a(uh,vh) ≥ 1

2
ε‖∇uh‖2 + α‖uh‖2 +

1

2
κ‖Ph(w × uh)‖2. (2.68)

Во втором случае имеем:

ε
1
2 κ‖∇Ph(w × uh)‖ ≤ ε

1
2 κµuh

−1‖w‖∞‖u‖ = τµuD
− 1

2
h α

1
2‖u‖

≤ τ
1
2 µuD

− 1
2

h α
1
2‖u‖ ≤ α

1
2‖u‖ .

(2.69)

Используя это в (2.66) и применяя неравенство Коши-Шварца, получаем

a(uh,vh) ≥ 1

2
ε‖∇uh‖2 +

1

2
α‖uh‖2 + κ‖Ph(w × uh)‖2. (2.70)
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В третьем случае вначале заметим, что условие (A3) и соотношение
(1.53) влекут

‖∇(w × uh)‖2 =
2∑

i=1

‖(uh)i∇w‖2 + ‖w∇(uh)i‖2 + 2((uh)i∇w, w∇(uh)i)

≤ 2
2∑

i=1

‖(uh)i∇w‖2 + ‖w∇(uh)i‖2 ≤ c1‖w‖2
∞‖∇uh‖2 .

Нам понадобится тот факт, что L2-ортогональная проекция ограничена
в H1-норме (см. [49]):

‖Phu‖1 ≤ c2‖u‖1 для u ∈ H1
0 .

В качестве константы c̃ в (2.64) мы выберем c̃ = 2c2
√

c1, теперь получим

κ‖∇Ph(w × uh)‖ ≤ c2κ‖∇(w × uh)‖ ≤ c2

√
c1κ‖w‖∞‖∇uh‖ ≤ 1

2
‖∇uh‖ .

(2.71)
Подставляя это в (2.66), выводим

a(uh,vh) ≥ 1

2
ε‖∇uh‖2 + α‖uh‖2 + κ‖Ph(w × uh)‖2. (2.72)

Комбинируя соотношения (2.68), (2.70), (2.72) с (2.65), приходим к оценке

a(uh,vh) ≥ C|||uh|||2τ . (2.73)

Результаты в (2.67), (2.69) и (2.71) влекут

εκ2‖∇Ph(w × uh)‖2 ≤ |||uh|||2τ .

Используя последнее неравенство, рассмотрим цепочку оценок

|||vh|||2τ = ε‖∇(uh + κPh(w × uh))‖2 + α‖uh + κPh(w × uh)‖2

+ κ‖Ph(w × uh + κw × Ph(w × uh))‖2

≤ 2(ε‖∇uh‖2 + εκ2‖∇Ph(w × uh)‖2) + α‖uh‖2 + κ2α‖Ph(w × uh)‖2

+ 2κ(‖Ph(w × uh)‖2 + κ2‖Ph(w × Ph(w × uh))‖2)

≤ 2ε‖∇uh‖2 + 2|||uh|||2τ + α(1 + τ 2)‖uh‖2 + 2κ(1 + τ 2)‖Ph(w × uh)‖2

≤ 2ε‖∇uh‖2 + 2α‖uh‖2 + 4κ‖Ph(w × uh)‖2 + 2|||uh|||2τ
≤ 6|||uh|||2τ .

Комбинация последней оценки и (2.73) завершает доказательство.
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Замечание 2.1. Заметим, что τ из леммы 2.7 не зависит от ε, α или w.

Замечание 2.2. Используя другую норму (зависящую от сетки)

|||u|||τ,h = (ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 +
τ

‖w‖∞‖Ph(w × u)‖2)
1
2 (2.74)

устойчивость a(·, ·) на Vh может быть доказана без привлечения условий
(A1) и (A2) на w, так как оценка (2.65) не требуется. Более того, непре-
рывность a(·, ·) на Vh ×H1

0 относительно нормы (2.74) также выполня-
ется в отсутствии предположений (A1), (A2). Устойчивость и непрерыв-
ность влекут удовлетворительную оценку сходимости метода конечных
элементов в норме ||| · |||τ,h (см. материал для задачи Осеена в разде-
ле 2.6). Однако, для некоторых рассуждений, построенных на рассмот-
рении сопряженной задачи, при доказательстве свойства аппроксимации
для многосеточного метода (см. Теорему 2.3 и раздел 3.4) нам требуется
непрерывность формы a(·, ·) на H1

0×H1
0, а в этом случае норма (2.74) не

подходит.

2.3.2 Сходимость.

Оценка сходимости метода конечных элементов из теоремы ниже до-
казывается путём стандартных рассуждений, основанных на свойстве
ортогональности Галёркина, устойчивости, непрерывности и аппрокси-
мационных свойствах конечных элементов.

Теорема 2.2. Пусть u и uh являются решениями (1.39) и (2.61), соот-
ветственно. Пусть выполняются предположения леммы 2.7, возмём
τ ∈ (0, 1], как в лемме 2.7. Выполняются следующие неравенства

|||u− uh|||τ ≤ Cτ hj(ε
1
2‖u‖j+1 + (α

1
2 + ‖w‖

1
2∞)‖u‖j) , j = 0, 1, (2.75)

|||u− uh|||τ ≤ Cτ h(ε
1
2 + (α

1
2 + ‖w‖

1
2∞)h)‖u‖2 . (2.76)

Константы Cτ не зависят от ε, α, w, u и h, но могут зависеть от
τ .

Доказательство. Пусть ûh – произвольный элемент из Vh. Возьмём τ
такое, как в лемме 2.7, тогда существует vh ∈ Vh такое, что

C|||uh − ûh|||τ |||vh|||τ ≤ a(uh − ûh,vh).
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Используя ортогональность Галёркина и оценку непрерывности (1.57),
получаем

a(uh − ûh,vh) = a(u− ûh,vh) ≤ Cτ |||u− ûh|||τ |||vh|||τ .
Следовательно, выполнено

|||uh − ûh|||τ ≤ Cτ |||u− ûh|||τ . (2.77)

Из неравенства треугольника и (2.77) следует, что

|||u− uh|||2τ ≤ Cτ |||u− ûh|||2τ
≤Cτ

(
ε‖∇(u− ûh)‖2 + α‖u− ûh‖2 +

τ

‖w‖∞‖w × (u− ûh)‖2

)

≤ Cτ

(
ε‖u− ûh‖2

1 + (α + τ‖w‖∞)‖u− ûh‖2
)

(2.78)

В силу (2.2) и (2.3) можем рассмотреть такой элемент ûh = Ihu, для
которого выполнено

‖u− ûh‖2
1 ≤ Ch2j‖u‖2

j+1 , ‖u− ûh‖2 ≤ Ch2j‖u‖2
j , j = 0, 1.

Использование данных оценок в (2.78) доказывает (2.75). Если в (2.78)
использовать неравенства

‖u− ûh‖2
1 ≤ Ch2‖u‖2

2 , ‖u− ûh‖2 ≤ Ch4‖u‖2
2 ,

получаем результат в (2.76).
Заметим, что величина ‖w‖∞ входит в оценки (2.75) – (2.76) так же,

как значение α, которое измеряет реакцию.
Теперь докажем оценку сходимости в L2-норм. Этот результат крайне

важен при анализе сходимости многосеточного метода.

Теорема 2.3. Предположим выполнение условий (A1), (A2), (A3). Для
произвольного f ∈ L2(Ω) пусть u и uh являются решениями (1.39) и
(2.61), соответственно. Тогда

‖u− uh‖ ≤ C min
{h2

ε
,

1

α + ‖w‖∞
}
‖f‖ (2.79)

справедливо с некоторой константой C, не зависящей от ε, α, w, h и f .
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Доказательство. Возмём f ∈ L2(Ω) и пусть u, uh будут решениями
(1.39) и (2.61), соответственно. Из (2.75) и оценки на H2-норму (1.47)
следуют соотношения

|||u− uh|||τ ≤ Cτh
(
ε

1
2‖u‖2 + (α

1
2 + ‖w‖

1
2∞)‖u‖1

)

≤ Cτ
h√
ε

(
ε2‖u‖2

2 + ε(α + ‖w‖∞)‖∇u‖2
) 1

2 ≤ Cτ
h√
ε
‖f‖.

(2.80)

Теперь используем аргументы двойственности. Для этого введём в рас-
смотрение сопряжённую билинейную форму

a∗(u,v) = ε(∇u,∇v) + α(u,v)− (w × u,v) для u,v ∈ H1
0 ,

и сопряжённую задачу

найти ũ ∈ H1
0 такую, что a∗(ũ,v) = (f̃ ,v) для всех v ∈ H1

0 ,

с f̃ := u − uh ∈ H1
0 ⊂ L2(Ω). Пусть ũh ∈ Vh является решением дис-

кретной сопряжённой задачи, т.е., a∗(ũh,vh) = (f̃ ,vh) для всех vh ∈ Vh.
Заметим, что a∗(·, ·) совпадает с a(·, ·), если в a(·, ·) заменить w на −w.
Утверждения леммы 2.7 и теоремы 2.2 не зависят от sign(w), а следо-
вательно, справедливы и для сопряженной задачи. Более того, в силу
того, что выбор τ в лемме 2.7 не зависит от w (см. замечание 2.1), оценка
(2.80) выполняется для исходной и сопряжённой с тем же τ . Используя
эти оценки сходимости для исходной и сопряжённой задачи и результат
из теоремы 2.2, выводим

‖u− uh‖2 = (f̃ , f̃) = a∗(ũ, f̃) = a(f̃ , ũ) = a(u− uh, ũ)

= a(u− uh, ũ− ũh) ≤ Cτ |||u− uh|||τ |||ũ− ũh|||τ
≤ Cτ

h2

ε
‖f‖ ‖f̃‖ = Cτ

h2

ε
‖f‖ ‖u− uh‖.

Таким образом, имеет место ‖u−uh‖ ≤ Cτ
h2

ε
‖f‖, что доказывает первую

оценку в (2.79). Для проверки второй оценки заметим, что благодаря
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(1.44) и (A1) выполняется

‖u− uh‖ ≤ 1

α + cw

(α‖u− uh‖+ ‖w × (u− uh)‖)

≤ 1

α + ‖w‖∞
α + ‖w‖∞

α + cw

(
α

1
2 +

‖w‖
1
2∞

τ
1
2

)

×
(

α
1
2‖u− uh‖+

τ
1
2

‖w‖
1
2∞
‖w × (u− uh)‖

)

≤ 2

α + ‖w‖∞ (1 + η)τ−
1
2 (α

1
2 τ

1
2 + ‖w‖

1
2∞)|||u− uh|||τ

≤ Cτ
1

α + ‖w‖∞ (α
1
2 + ‖w‖

1
2∞)|||u− uh|||τ

(2.81)

Наконец, заметим, что с помощью (2.75) при j = 0 и результатов в (1.44),
(1.47) получается

(α
1
2 + ‖w‖

1
2∞)|||u− uh|||τ ≤ (α

1
2 + ‖w‖

1
2∞)(ε

1
2‖u‖1 + (α

1
2 + ‖w‖

1
2∞)‖u‖)

≤ ε
1
2 (α

1
2 + ‖w‖

1
2∞)‖u‖1 + 2(α + ‖w‖∞)‖u‖

≤ ε
1
2 (α

1
2 + ‖w‖

1
2∞)‖u‖1 + 2(1 + η)(‖w × u‖+ α‖u‖)

≤ C
(
ε(α + ‖w‖∞)‖∇u‖2 + α2‖u‖2 + ‖w × u‖2

) 1
2

≤ C‖f‖

Последнее неравенство в комбинации с (2.81) влечет вторую оценку в
(2.79).

2.3.3 Численная иллюстрация.

В этом разделе приведены результаты нескольких численных экспери-
ментов, изучающих сходимость метода конечных элементов для системы
(1.38) и иллюстрирующих теоретический материал параграфа 2.3.2. В
качестве Vh выбираем пространство кусочно-линейных вектор-функций
относительно равномерной триангуляции. Параметров разбиения слу-
жит h = hk = 2−k, k = 4, 5, . . . , 9.

В приведенных ниже экспериментах мы рассматриваем задачи с из-
вестным a priori непрерывным решением u ∈ H2(Ω)∩H1

0, удовлетворяю-
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щим системе (1.39). Ошибка метода конечных элементов измеряется сле-
дующим образом. Пусть ûh ∈ Vh – узловой интерполянт непрерывного
решения u, а uh ∈ Vh – решение дискретной задачи по методу конечных
элементов. В качестве индикатора ошибки рассматривается величина

err(u, h, ε) =
‖ûh − uh‖

‖f‖ (2.82)

Рассмотрим задачу при различном выборе функции w. Заметим, что
в случае (линеаризованных) уравнений Навье-Стокса w = curlv = −∂v2

∂x
+

∂v1

∂y
, где v = (v1(x, y), v2(x, y)) – приближение к полю скоростей жидкости.

В примере I мы рассмотрим задачу, соответствующую потоку с одним
и двумя вращающимися вихрями. В примере II возмём поток v, имею-
щий параболический пограничный слой. В обоих примерах правая часть
выбирается таким образом, что непрерывное решение u совпадает с по-
лем скоростей v. Это является разумным выбором, если задача (1.39)
возникает из рассмотрения линеаризованной системы Навье-Стокса.

Результаты расчетов будут приведены для случая α = 0. Для α > 0
эксперименты показывают только лучшие результаты, чем для α = 0.

Пример Ia. Положим vr = (v1, v2), где

v1(x, y) = 4(2y − 1)x(1− x),
v2(x, y) = −4(2x− 1)y(1− y) ,

(2.83)

и w = curlvr. Данное поле vr описывает вращающийся вихрь. Для w
условия (A2) и (A3) выполнены. Относительно условия (A1) заметим,
что ‖w‖∞ = O(1) и cw = 0. Однако, отталкиваясь от того факта, что w
обращается в ноль только в угловых точках области, можем сказать, что
условие (A1) “почти” выполнено. Для различных значений h и ε величина
err(u, h, ε) показана в таблице 2.1.

На рисунке 2.1 разности (u1− (uh)1)(0.5, y) и (∂u1

∂y
− ∂(uh)1

∂y
)(0.5, y) меж-

ду (производными) первых компонент непрерывного решения и решения
методом конечных элементов показаны при ε = 10−6. Из-за симметрии
график ошибки нарисован только на половине интервала (Рис. 2.1b).
График для ошибки в производной нарисован только на отрезке [0, 0.1]
около границы (Рис. 2.1a). Хорошо виден численный погранслой, харак-
терный при численном решении уравнений реакции-диффузии.
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Таблица 2.1: err(u, h, ε) в Примере Ia
h

ε 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

1 4.5e-4 1.1e-4 2.8e-5 7.2e-6 1.8e-6 4.5e-7
1e-2 8.6e-3 2.1e-3 5.2e-4 1.3e-4 3.3e-5 8.2e-6
1e-4 1.0e-2 2.7e-3 7.0e-4 1.7e-4 4.4e-5 1.1e-5
1e-6 1.0e-2 2.7e-3 7.7e-4 2.1e-4 5.4e-5 1.3e-5
1e-8 1.0e-2 2.7e-3 7.7e-4 2.1e-4 5.9e-5 1.6e-5

Пример Ib. Рассматриваем vR = (v1, v2), где

v1(x, y) = 1
ψ

sin(ψπx) cos(πy),

v2(x, y) = − cos(ψπx) sin(πy).
(2.84)

и w = curlvR. В этом примере моделируется ситуация двух вихрей,
вращающихся в противоположных направлениях. Заметим, что условия
(A1) и (A2) не выполняются. Параметр ψ положим равным 1.6. Один
вихрь полностью находится внутри области, в которой ведутся вычис-
ления, второй вихрь лишь частично. Функция w (функция вихря) для
данного примера показана на рисунке 2.2a. Обратим внимание на переме-
ну знака функции w при x = 0.625. Ошибка метода конечных элементов,
приведенная в таблице 2.2, больше, чем в примере Ia ( это может быть
обусловлено “существенным” нарушением условий (A1) и (A2)).

Таблица 2.2: err(u, h, ε) для примера Ib
h

ε 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

1 1.9e-3 4.9e-4 1.2e-4 3.0e-5 7.5e-6 1.9e-6
1e-2 1.5e-2 3.6e-3 9.0e-4 2.3e-4 5.7e-5 1.4e-5
1e-4 4.8e-2 7.1e-3 1.8e-3 4.5e-4 1.1e-4 2.9e-5
1e-6 1.4e-1 7.8e-2 1.0e-2 9.5e-4 2.3e-4 5.7e-5
1e-8 1.4e-1 9.7e-2 6.7e-2 2.9e-2 2.0e-3 1.4e-4

На рисунке 2.3 показан график разности (u1 − (uh)1)(0.5, y) для ε =
10−6. Заметим, что некоторые локальные осцилляции наблюдаются в
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Рис. 2.1: Ошибка метода конечных элементов в Примере Ia, ε = 10−6,
x = 0.5 a) в производной по y, b) в решении

окрестности x = 0.625, т.е. как раз там, где локально нарушается условие
(A1).

Пример II. Положим vl = (v1, v2), где

v1(x, y) = 1− exp(−y/
√

ε),
v2(x, y) = 0,

(2.85)

и w = curlvl. Данный выбор моделирует параболический погранслой в
поле скоростей жидкости. Ширина параболического погранслоя пропор-
циональна

√
ε. Заметим, что ‖w‖∞ = O(ε−1/2). Величина завихренности

равна ε−
1
2 около границы и экспоненциально убывает вне погранслоя

(см. рис. 2.2b). Как и ранее, выбираем f таким образом, что непрерыв-
ное решение совпадает с модельным полем скоростей: u = vl. Ошибка
метода конечных элементов приведена в таблице 2.3. L2-норма правой
части f равна O(ε−

1
4 ) при ε → 0, поэтому для получения абсолютных

значений ошибки, ‖ûh − uh‖, необходимо применить соответствующее
масштабирование результатов из таблицы 2.3 (например, умножить на
10 для ε = 10−4), (см. (2.82)).

На рисунке 2.4 приведены u1(0.5, y) и (uh)1(0.5, y) для случая ε = 10−3

и ε = 10−4 и нескольких значений h. Конечно-элементное решение явля-
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Рис. 2.2: a) Функция w в примере Ib; b) Функция w в примере II, ε = 10−3.
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Рис. 2.3: Ошибка метода конечных элементов в примере Ib, ε = 10−6,
y = 0.5
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Таблица 2.3: err(u, h, ε) в примере II
h

ε 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

1 7.4e-6 1.8e-6 4.5e-7 1.1e-7 2.8e-8 7.0e-9
1e-2 3.7e-3 8.6e-3 2.1e-4 5.3e-5 1.3e-5 2.2e-6
1e-4 4.2e-2 2.4e-2 3.1e-3 6.8e-4 1.6e-4 4.1e-5
1e-6 1.2e-2 1.2e-2 1.2e-2 1.2e-2 1.0e-2 8.0e-4
1e-8 3.9e-3 3.7e-3 3.7e-3 3.7e-3 3.6e-3 3.6e-3

ется плохим приближением к непрерывному, если пограничный слой в
решении не разрешается сеткой, т.е. h > ε

1
2 . Однако, при h ∼ ε

1
2 ре-

зультаты являются вполне приемлемыми, несмотря на то, что сеточные
числа Рейнольдса и Ek−1

h остаются очень большими (например, ≈ 102

для ε = 10−4). Более того, даже при очень грубых сетках в дискрет-
ном решении не наблюдается глобальных осцилляций. Можно ожидать,
что заметное улучшение качества аппроксимации можно получить, если
комбинировать стандартный метод Галёркина с локальным измельчени-
ем сетки внутри погранслоя.

Напомним, что теоретические результаты из предыдущих разделов
доказывают в случае α = 0 оценку

err(u, h, ε) ≤ c min{ε−1h2, ‖w‖−1
∞ } (2.86)

при некоторых ограничениях на w. Эти ограничения “почти выполняют-
ся” для примера Ia и не выполняются для примера Ib и II.

Численные эксперименты, действительно, показывают зависимость
вида O(h2) величины err(u, h, ε), пока ε не слишком мало. Однако, в
последнем случае мы наблюдаем наличие не зависящей от ε и h оценки
сверху для err(u, h, ε) из (2.86), а сходимость O(h2) обнаруживает себя
для достаточно малых h. При фиксированном h и ε → 0 наблюдается
рост ошибки (до какого-то предела). В примерах Ia,b этот рост более
плавный, чем O(ε−1), что указывает на возможную неоптимальность ε-
зависимости в оценке (2.86).
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Рис. 2.4: Точное решение и решение методом конечных элементов в при-
мере II, x = 0.5: a) ε = 10−3; b) ε = 10−4

2.4 Обобщённая система Стокса.

2.4.1 Устойчивые дискретизации.

Метод конечных элементов для обобщенной задачи Стокса (1.61) состоит
в нахождении пары {uh, ph} из Vh ×Qh такой, что

a(uh, ph;vh, qh) = f(vh) ∀ {vh, qh} ∈ Vh ×Qh . (2.87)

Здесь Vh и Qh – конечно-элементные аппроксимации пространств H1
0(Ω)

и L0
2(Ω), и

f(vh)= (f ,v)− (g, q)

a(u, p ; v, q)= ε(∇u,∇v) + α(u,v) + ξ(div u, div v)− (p, div v) + (div u, q),

ξ ≥ 0 – дополнительный параметр, в случае ε ↓ 0 выбор ξ = ξ0 > 0
вместо ξ = 0 имеет выраженный стабилизирующий эффект.

В этом разделе мы предполагаем, что пара конечно-элементных про-
странств (Vh,Qh) является LBB-устойчивой с константой β̂, не завися-



2.4. Обобщённая система Стокса. 127

щей от h:

inf
qh∈Qh

sup
vh∈Vh

(div vh, qh)

‖∇vh‖‖qh‖ ≥ β̂ > 0 . (2.88)

Неравенство (2.88) может рассматриваться, как дискретный аналог
неравенства Нечаса (1.68). Считается, что условие (2.88) для метода ко-
нечных элементов для задач с седловой точкой впервые появилось в ра-
ботах [30], [59]. Так при равенстве выражения в правой части (2.88) нулю
может не существовать uh и ph, удовлетворяющих (2.87) (см., например,
упражнение 4.4 в [168]). Если infsup-выражение из (2.88) положитель-
но, но стремится к 0 при h → 0, то единственное решение (2.87) хотя и
существует, но может не сходится к непрерывному решению дифферен-
циальной задачи (1.61).

Важному условию (2.88) не будет удовлетворять, например, следую-
щий выбор: в качестве Vh возьмем кусочно-линейную конформную ап-
проксимацию H1

0(Ω), а в качестве Qh кусочно-линейные (или кусочно-
постоянные) функции ph. Соответствующие пары имеют обозначения
P1−P1 и P1−P0. Выбор, удовлетворяющий LBB условию, будет кусочно-
линейное (постоянное) давление ph относительно некоторой триангуля-
ции и скорость uh кусочно-линейная относительно триангуляции вдвое
чаще, см. рисунок 2.5. Стандартное обозначение этих пар: P1isoP2 − P1

и P1isoP2 − P0. Также (2.88) выполнено для пары P2 − P1 (кусочно-
квадратичная скорость и кусочно-линейное давление). Другой пример
пары пространств, удовлетворяющей (2.88) – это неконформные элемен-
ты Крузе-Равиа – P̃1 − P0 (кусочно-постоянное давление ph и кусочно-
линейная скорость uh на той же триангуляции, при этом uh – непрерыв-
на только в серединах сторон элементов триангуляции). Так как некон-
формные элементы uh могут быть разрывны на ребрах треугольников в
триангуляции, то билинейные формы в (2.87) должны быть определены
поэлементно. Детальный анализ и другие пары Vh,Qh можно найти в
[60].

Чтобы применить абстрактную теорию из § 1.4.5 обозначим:

√
γh := inf

qh∈Qh

sup
vh∈Vh

(div vh, qh)

‖vh‖V‖qh‖ .

где ‖u‖V =
(
ε‖∇u‖2+α‖u‖2+ξ‖div u‖2

) 1
2 . Заметим, что в силу (2.88) вы-

полнено γh > 0. Для дальнейшего анализа в этом параграфе рассмотрим
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Рис. 2.5: Пример LBB-устойчивой пары (P1isoP2 − P0).

дискретную задачу в виде линейной системы алгебраических уравнений
в Rn+m. С этой целью рассмотрим стандартные базисы в Vh и Qh и со-
ответствующие изоморфизмы:

JV : Rn → Vh, n := dim(Vh), JQ : Rm → Qh, m := dim(Qh) .

Пусть матрицы жёсткости A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×n и матрица масс M̂ ∈
Rm×m задаются соотношениями

〈Ax, y〉 = a1(JV x, JV y) ∀ x, y ∈ Rn ,

〈Bx, y〉 = b(JV x, JQy) ∀ x ∈ Rn, y ∈ Rm ,

〈Mx, y〉 = (JQx, JQy) ∀ x, y ∈ Rm .

(2.89)

Билинейные формы a1 и b для обобщенной задачи Стокса заданы в
(1.110). Напомним также обозначение нормы в H1

0 × L2
0

‖|u, p‖| = (
ε‖∇u‖2 + α‖u‖2 + ξ‖div u‖2 + ‖p‖2

) 1
2 .

Теперь докажем infsup неравенство для a на Vh ×Qh:

Лемма 2.8. Выполняется условие:

inf
{uh,ph}∈Vh×Qh

sup
{vh,qh}∈Vh×Qh

a(uh, ph;vh, qh)

|‖uh, ph|‖ |‖vh, qh|‖
=

1

2
min{ 2,

√
1 + 4γh − 1 }

Доказательство. Полагая B̃ := M− 1
2 B, получаем

√
γh := inf

y∈Rm
sup
x∈Rn

〈Bx, y〉
〈Ax, x〉 1

2 〈My, y〉 1
2

= inf
y∈Rm

sup
x∈Rn

〈B̃x, y〉
‖x‖A‖y‖ .

(2.90)
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Пусть L :=

(
I A− 1

2 B̃T

B̃A− 1
2 0

)
. Заметим, что

inf
{uh,ph}∈Vh×Qh

sup
{vh,qh}∈Vh×Qh

a(uh, ph;vh, qh)

|‖uh, p|‖ |‖vh, qh|‖

= inf
z∈Rn+m

sup
w∈Rn+m

〈 (
I A− 1

2 BT M− 1
2

M− 1
2 BA− 1

2 0

)
z, w

〉

‖z‖‖w‖
= inf

z∈Rn+m
sup

w∈Rn+m

〈Lz, w〉
‖z‖‖w‖ = inf

z∈Rn+m

‖Lz‖
‖z‖ = ‖L−1‖−1 .

Теперь мы применяем лемму 1.14.

2.4.2 Сходимость.

Благодаря оценке непрерывности (1.106) и infsup неравенству из лем-
мы 2.8 стандартными рассуждениями выводится оценка на норму ошиб-
ки в методе конечных элементов.

Теорема 2.4. Пусть {u, p} – решение непрерывной задачи (1.104), а
{uh, ph} – конечно-элементное решение (2.87). Имеет место оценка:

|‖u− uh, p− ph|‖ ≤
(
1 + Ĉ(γh, Γ)

)
min

vh∈Vh,qh∈Qh

|‖u− vh, p− qh|‖ ,

где Ĉ(γh, Γ) :=

√
1 + 4Γ + 1

min{ 2,
√

1 + 4γh − 1 } .
(2.91)

константа Γ – определена в (1.105).

Доказательство. Для произвольных vh ∈ Vh, qh ∈ Qh определим e :=
u−vh, eh = uh−vh, g := p−qh, gh := ph−qh Из свойства ортогональности
Галёркина следует

a(eh, gh;wh, rh) = a(e, g;wh, rh) ∀ {wh, rh} ∈ Vh ×Qh .

Используя это вместе с оценкой непрерывности (1.106) и infsup неравен-
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ством из леммы 2.8 получаем для некоторых (wh, rh) ∈ Vh ×Qh:

|‖eh, gh|‖ ≤ 2

min{ 2,
√

1 + 4γh − 1 }
a(eh, gh;wh, rh)

|‖wh, rh|‖
=

2

min{ 2,
√

1 + 4γh − 1 }
a(e, g;wh, rh)

|‖wh, rh|‖

≤
√

1 + 4Γ + 1

min{ 2,
√

1 + 4γh − 1 }|‖e, g|‖ .

Осталось воспользоваться неравенством треугольника:

|‖u− uh, p− ph|‖ ≤ |‖eh, gh|‖+ |‖e, g|‖.

Применим доказанную теорему для анализа сходимости метода ко-
нечных элементов для обобщенной системы Стокса. Заметим, что били-
нейная форма a(·, ·) зависит от ξ, и в отличии от дифференциального
случая дискретное решение, вообще говоря, зависит от ξ. Для произ-
вольной пары {u, p} ∈ H1

0 × L0
2 выполняется

1
2
(ε

1
2‖∇u‖+ ξ

1
2‖div u‖+ α

1
2‖u‖+ ‖p‖)

≤ ‖|u, p‖| ≤
(ε

1
2 + ξ

1
2 )‖∇u‖+ α

1
2‖u‖+ ‖p‖ .

Используя это в теореме 2.4, получаем оценку ошибки

ε
1
2‖∇(u− uh)‖+ ξ

1
2‖div (u− uh)‖+ α

1
2‖u− uh‖+ ‖p− ph‖

≤ 2(1 + Ĉ(γh, Γ))
(

min
vh∈Vh

{(ε 1
2 + ξ

1
2 )‖∇(u− vh)‖+ α

1
2‖u− vh‖}

+ min
qh∈Qh

‖p− qh‖
)

. (2.92)

Теперь будем анализировать зависимость множителя Ĉ(γh, Γ) от пара-
метров ε, α, ξ и шага сетки h.
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Теорема 2.5. Справедливо следующее

Ĉ(γh, Γ) ≤ 1

4β̂2
(
√

5 + 1)2 max{β̂2 , ε + ξ}
min{1 ,

√
ε + ξ} =: Ĉ0(ε, ξ), если α = 0 ,

(2.93)

Ĉ(γh, Γ) ≤ 1

4β̂2
(
√

5 + 1)2 max{β̂2 , ε + c2
F + ξ}

min{1 ,
√

ε + ξ} =: Ĉ1(ε, ξ), если α = 1 .

(2.94)

Доказательство. Будем рассматривать α ∈ [0, 1]. Для x ≥ 0 выполня-
ются оценки:

√
1 + 4x + 1 ≤ (

√
5 + 1) max{ 1,

√
x }√

1 + 4x− 1 ≥ (
√

5− 1) min{ 1, x } .

Поэтому,

Ĉ(γh, Γ) ≤ 1

4
(
√

5 + 1)2 max{1 ,
√

Γ}
min{1 , γh} . (2.95)

Используя неравенство Фридрихса, получаем

‖uh‖V = ε‖∇uh‖2 + α‖uh‖2 + ξ‖div uh‖2 ≤ (ε + αc2
F + ξ)‖∇uh‖2 .

Из LBB-условия следует

γh ≥ β̂2

ε + αc2
F + ξ

. (2.96)

Из (1.105) имеем оценку

Γ ≤ 1

ε + ξ
. (2.97)

В силу результатов в (2.96) и (2.97) в (2.95) и выбора α ∈ {0, 1} получаем
оценки (2.93) и(2.94).

2.4.3 Эффект ∇div стабилизации

Следствие 2.5. Заметим, что оценки для Ĉ(γh, Γ) в теореме 2.5 тако-
го же вида, как для C(γ, Γ) в теореме 1.9. Следовательно, следствие 1.3
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также применимо: Ĉ0(ε, 0) и Ĉ1(ε, 0) неограниченно растут при ε ↓ 0, в то
время, как для ξ0 > 0 множители Ĉ0(ε, ξ0) и Ĉ1(ε, ξ0) равномерно огра-
ничены при ε ↓ 0. В силу теоремы 2.4 это имеет непосредственное вли-
яние на ошибку метода конечных элементов. В целях большей ясности
рассмотрим конкретную конечно-элементную пару. Как пример выбе-
рем LBB-устойчивые конформные элементы P1isoP2/P0. Будем исполь-
зовать стандартные аппроксимационные свойства (2.2), (2.3) и предпо-
ложим достаточную регулярность решения задачи Стокса {u, p} . Утвер-
ждение (2.92) и теорема 2.5 влекут следующие оценки для ε ∈ (0, 1]:

• Для α = 0, ξ = 0:

ε
1
2‖∇(u− uh)‖+ ‖p− ph‖ ≤ Cε−

1
2 h(ε

1
2‖u‖2 + ‖p‖1) . (2.98)

• Для α = 0, ξ = 1:

ε
1
2‖∇(u−uh)‖+‖div (u−uh)‖+‖p−ph‖ ≤ Ch(‖u‖2 +‖p‖1) . (2.99)

• Для α = 1, ξ = 0:

ε
1
2‖∇(u−uh)‖+‖u−uh‖+‖p−ph‖ ≤ Cε−

1
2 h(ε

1
2‖u‖2 +‖u‖1 +‖p‖1) .

(2.100)

• Для α = 1, ξ = 1:

ε
1
2‖∇(u−uh)‖+‖div (u−uh)‖+‖u−uh‖+‖p−ph‖ ≤ Ch(‖u‖2+‖p‖1) .

(2.101)

Заметим, что для малых ε оценки при наличии ∇div -стабилизации (ξ =
1) значительно лучше, чем без неё (ξ = 0). Эти оценки указывают, что
чем больше H1-норма давления по сравнению с H2-нормой скорости, тем
более важным является наличие ∇div члена. Также заметим, что при
наличии ∇div -стабилизации член ‖div (u − uh)‖ входит в левую часть
оценки ошибки, в то время, как при ξ = 0 не входит.

Замечание 2.3. Для получения оценки при α = 0, ξ = 0 можно также
использовать замену переменных p̃ = ε−1p и тогда стандартная оцен-
ка для задачи Стокса повлечет (неулучшаемую) оценку для ошибки в
методе конечных элементов (например, для P1isoP2/P0):

‖∇(u− uh)‖+ ε−1‖p− ph‖ ≤ Ch(‖u‖2 + ε−1‖p‖1) . (2.102)

Для малых ε эта оценка лучше, чем (2.98), но хуже, чем оценка в (2.99)
для метода с ∇div -стабилизацией.
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Замечание 2.4. Благодаря масштабированию ξ̃ = ξ
∆t
, ε̃ = ε

∆t
, ũ = ∆t u

результаты при α = 1 в (2.100) и (2.101) непосредственно влекут оценки
для дискретизации нестационарной задачи Стокса. Пусть {ũh, ph} – дис-
кретное решение P1isoP2/P0 конечными элементами масштабированно-
го обобщённого уравнения Стокса. Оценки в (2.100), (2.101) могут быть
переписаны, как

ε̃
1
2‖∇(ũ− ũh)‖+

1√
∆t
‖ũ− ũh‖+

√
∆t‖p− ph‖ ≤

{
C h√

ε̃ ∆t
(ε̃

1
2‖ũ‖2 + 1√

∆t
‖ũ‖1 +

√
∆t‖p‖1) , если ξ = 0,

Ch( 1√
∆t
‖ũ‖2 +

√
∆t‖p‖1) если ξ = 1 .

(2.103)

Численные результаты раздела 2.4.4 показывают, что оценки (2.100)
и (2.101) достаточно точны, а следовательно, оценка (2.103) также точна.
Эта оценка, однако, не является удовлетворительной для случая ∆t ¿ 1
в контексте нестационарных задач. Для получения более адекватных
оценок в нестационарном случае должна применяться специальная тех-
ника, которая принимает в расчёт эволюционный характер задачи.

Замечание 2.5. Естественно, если мы добавляем член ∇div , то мы
должны задаться конкретным значением параметра ξ. Численные экс-
перименты показывают, что результат не очень сильно зависит от этого
выбора, хотя ξ не должно быть слишком большим. Указание на разумное
значение может быть получено из следующих рассуждений. Предполо-
жим, что minvh∈Vh

‖∇(u − vh)‖ ∼ minqh∈Qh
‖p − qh‖ (в нашем примере

пары P1isoP2/P0 это имеет место для ‖u‖2 ∼ ‖p‖1), и предположим, что
α = 0, и ε достаточно мало (на самом деле, достаточно ε ≤ β̂2). В этом
случае баланс между слагаемыми в (2.92) достигается, если ξ = O(1).
Константа в Ĉ (2.92) также зависит от ξ. Выбор ξ = β̂2 минимизирует Ĉ.
Более того, при некоторых предположениях на область Ω и триангуля-
цию выполняется β̂2 = O(1) (см. [179]). Поэтому при этих предположе-
ниях выбор ξ ∼ β̂2 представляется разумным. Численные эксперименты
со стандартными тестовыми задачами, движущаяся каверна и обращён-
ная назад ступенька, которые можно найти в [175] успешно использо-
вали значение ξ ∈ [0.1, 0.2], в то время как для единичного квадрата и
P1isoP2/P0 элементов выполнено β̂ ≈ 0.44.
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2.4.4 Численная иллюстрация.

Для численного примера рассмотрим уравнения Стокса (1.61) на Ω =
(0, 1)×(0, 1). Правая часть f выбирается так, что непрерывным решением
служит

u1(x, y) = 4(2y − 1)x(1− x),

u2(x, y) = −4(2x− 1)y(1− y),

p(x, y) = 3(x3 + y3 − 0.5).

Заметим, что непрерывное решение не зависит от параметров ε, α. Для
построения дискретизации зададим равномерную триангуляцию с шагом
h. Выберем P1isoP2−P0 конечные элементы (см. § 2.4.1). Как уже отме-
чалось эта пара является LBB устойчивой, т.е. условие (2.88) выполнено.

Таблица 2.4: Зависимость от ε: h = 1/32, α = 0

Вязкость
Параметр Величина 1 10−2 10−4

‖∇(u− uh)‖ 5.0e-2 4.4e-0 4.0e+2
ξ=0 ‖u− uh‖ 4.1e-4 3.7e-2 3.7e-0

‖p− ph‖ 3.5e-2 3.5e-3 3.5e-3
‖∇(u− uh)‖ 4.7e-2 3.8e-1 5.5e-1

ξ=0.1 ‖u− uh‖ 3.8e-4 3.4e-3 5.0e-3
‖p− ph‖ 3.8e-2 3.8e-3 3.4e-3

В таблицах 2.4 и 2.5 показана ошибка для задачи с α = 0 на сетках
h = 1

32
и h = 1

64
, соответственно. Для задачи без ∇div -стабилизации

(ξ = 0) рост ошибки в скорости порядка O(ε−1), как и следовало из тео-
рии, хорошо виден. Для задачи со стабилизацией (ξ = 0.1) зависимость
существенно слабее (доказанной оценкой является O(ε−

1
2 )). Заметим, что

ошибка в давлении не чувствительна к изменению коэффициента вязко-
сти и стабилизации, что согласуется с (2.102) (для ξ = 0) и (2.99) (для
ξ > 0). Сравнивая результаты в таблицах 2.4 и 2.5, отметим сходимость
порядка O(h) в градиенте скорости и в давлении и порядка O(h2) в ско-
рости, как и предсказывалось теорией.
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Таблица 2.5: Зависимость от ε: h = 1/64, α = 0

Вязкость
Параметр Величина 1 10−2 10−4

‖∇(u− uh)‖ 2.5e-2 2.0e-0 2.0e+2
ξ=0 ‖u− uh‖ 1.0e-4 9.5e-3 9.5e-1

‖p− ph‖ 1.7e-2 1.2e-3 1.2e-3
‖∇(u− uh)‖ 2.4e-2 1.8e-1 2.5e-1

ξ=0.1 ‖u− uh‖ 9.8e-5 8.5e-4 5.0e-3
‖p− ph‖ 1.9e-2 1.9e-3 1.7e-3

В таблице 2.6 показаны результаты для α = 1. В этом случае, как и
следовало из результатов в (2.100), (2.101), для малых значений ε вклю-
чение члена ∇div позволяет существенно уменьшить ошибку как в дав-
лении, так и в скорости.

Таблица 2.6: Зависимость от ε: h = 1/64, α = 1

Вязкость
Параметр Величина 1 10−2 10−4

‖∇(u− uh)‖ 2.5e-2 2.0e-0 1.7e+2
ξ=0 ‖u− uh‖ 1.0e-4 9.3e-3 7.6e-1

‖p− ph‖ 1.7e-2 2.8e-3 1.6e-1
‖∇(u− uh)‖ 2.4e-2 1.9e-1 3.6e-1

ξ=0.1 ‖u− uh‖ 9.8e-5 8.4e-4 1.6e-3
‖p− ph‖ 1.9e-2 1.9e-3 1.7e-3

2.5 Задача Стокса с интерфейсом.

В этом разделе рассматривается дискретизация вариационной задачи
Стокса с интерфейсом, с помощью семейства конформных конечных эле-
ментов для скоростей и давления. Предположения на триангуляцию до-
вольно общие.
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Рассмотрим семейство триангуляций {Th} в смысле [66, 67]. Важным
предположением для нашего анализа является предположение о согласо-
ванности Th с разбиением области на подобласти Ω1, Ω2, а именно пред-
положим

∃ T (i)
h ⊂ Th : ∪{T | T ∈ T (i)

h } = Ωi, i = 1, 2 (2.104)

Это предположение выполнено, если Ω1 и Ω2 являются многоугольника-
ми (многогранниками).

Замечание 2.6. В задачах вычислительной гидродинамики для двух-
фазных течений более реалистичным является предположение, что Γ =
∂Ω1 ∩ ∂Ω2 гладкая . В этом случае предположение (2.104), вообще го-
воря, не выполнено. Однако в данных приложениях обычной практикой
является приближение Γ дискретным интерфейсом Γh, который в свою
очередь есть поверхность многогранника. При таком подходе предполо-
жение (2.104) всё ещё имеет смысл. На сколько известно автору пока не
существует строго анализа погрешностей для уравнений (Навье)-Стокса
возникающих при приближении гладкого Γ кусочно-гладким Γh. Тео-
ретический анализ подобных погрешностей для уравнения Пуассона с
интерфейсом можно найти в [65]. Оценки в [65], однако, не являются
универсальными относительно скачка в коэффициенте диффузии.

Рассмотрим пару конечно-элементных пространств Vh ⊂ V и Qh ⊂
L2

0(Ω) = { p ∈ L2(Ω) | (p, 1) = 0 }, являющуюся LBB-устойчивой с кон-
стантой β̂, т.е. выполняется условие (2.88)

Заметим, что в силу отличной факторизации в пространстве M, а
именно (p, 1)M = 0, вообще говоря, Qh * M. Для сохранения согласован-
ности конечно-элементной задачи и непрерывной определим

Mh = { ph = p̃h + α1 | p̃h ∈ Qh, α ∈ R т.ч. (ph, 1)M = 0 }.
Теперь Mh ⊂M, а функции из Mh и Qh отличаются на константу.

Для рассуждений в этом разделе удобно (хотя и не обязательно) опре-
делить билинейную форму a : (H1

0 ×M)× (H1
0 ×M) → R

a(u, p;v, q) := (ν∇u,∇v)− (div v, p) + (div u, q). (2.105)

Конечно-элементная задача состоит в нахождении {uh, ph} ∈ Vh ×Mh

таких, что

a(uh, ph;vh, qh) = (f ,vh) ∀ {vh, qh} ∈ Vh ×Mh . (2.106)
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Далее мы докажем непрерывность (теорема 2.7) и устойчивость в конеч-
но-элементных пространствах (теорема 2.8) билинейной формы a(·, ·).
Данные оценки будут универсальными относительно h и коэффициента
вязкости ν. Как следствие мы получим универсальную и оптимальную
оценку сходимости метода конечных элементов в “естественной” норме.

При доказательстве infsup-условия ниже мы будем использовать раз-
ложение похожее, но не совпадающее с разложением из раздела 1.5.
Пусть p̄h ∈Mh будет M-ортогональной проекцией p̄ на Mh,

(p̄− p̄h, qh)M = 0 ∀ qh ∈Mh

и определим одномерное подпространствоM0,h := span(p̄h) пространства
Mh. Рассмотрим (·, ·)M -ортогональное разложение M (а, следовательно,
и Mh): M = M0,h ⊕M⊥

0,h,. Для функции p ∈ M будем использовать обо-
значения

p = p0,h + p⊥0,h, p0,h ∈M0,h, p⊥0,h ∈M⊥
0,h. (2.107)

Далее понадобится следующий простой результат.

Лемма 2.9. Для любой ph = p0,h + p⊥0,h ∈Mh справедливо

(p⊥0,h, 1)Ωk
= 0 для k = 1, 2

Доказательство. Заметим, что по определению (p⊥0,h, p̄h)M = 0. Исполь-
зуя (p⊥0,h, p̄h)M = p⊥0,h, p̄)M , мы получаем

0 =
1

|Ω1|(p
⊥
0,h, 1)Ω1 −

1

|Ω2|(p
⊥
0,h, 1)Ω2 (2.108)

Так как p⊥0,h ∈M, имеем (p⊥0,h, 1)M = 0 и, следовательно,

(p⊥0,h, 1)Ω1 + ε−1(p⊥0,h, 1)Ω2 = 0 (2.109)

Соотношение (2.108) вместе с (2.109) доказывает лемму.

Далее нам понадобится константа

µh :=
‖p̄− p̄h‖M

‖p̄‖M

, (2.110)

которая характеризует “качество”, с которым можно приблизить p̄ в про-
странстве конечно-элементных функций. Заметим, что µh = 0, если Mh
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содержит кусочно-постоянные функции. В общем случае справедливо
µh = O(h̃

1
2 ), где h̃ максимальный диаметр элементов триангуляции Th,

имеющих непустое пересечение с интерфейсом Γ. Заметим, что µh ≤ 1 и
µh ≤ c h̃

1
2 с некоторой константой c, не зависящей от ν.

2.5.1 Infsup-условие устойчивости

Infsup-условие устойчивости, соответствующее конечно-элементной зада-
че, будет доказано в теореме 2.6.

Для доказательства infsup-условия нам необходима следующая про-
стая лемма.

Лемма 2.10. Для любой p0,h ∈M0,h существует p0 ∈M0 такая, что

‖p0,h − p0‖M = µh‖p0‖M (2.111)

‖p0,h‖M =
√

1− µ2
h ‖p0‖M (2.112)

Доказательство. По определению пространстваM0,h справедливо p0,h =
αp̄h с некоторой константой α ∈ R. Положим p0 = αp̄. Так как p̄h яв-
ляется M-ортогональной проекцией p̄ на M0,h, p0,h – M-ортогональная
проекция p0 на M0,h. Такой выбор p0 влечет (2.111) в силу определения
µh. Соотношение в (2.112) следует из

‖p0‖2
M = ‖p0,h − p0‖2

M + ‖p0,h‖2
M = µ2

h‖p0‖2
M + ‖p0,h‖2

M

Далее нам понадобятся дополнительные предположения на Vh. Рас-
смотрим p̃ = ν−1p̄, где p̄ была определена в (1.128). p̃ имеет нулевое
среднее, т.е. (p̃, 1) = 0. Предположим, что пространство Vh такого, что
существует константа β̂c > 0, не зависящая от h такая, что

sup
vh∈Vh

(div vh, p̃)

‖∇vh‖ ≥ β̂c‖p̃‖ . (2.113)

Замечание 2.7. Предположение (2.113) является довольно слабым. От-
метим два случая, когда оно заведомо выполнено. Так, пусть h0 – пара-
метр сетки, соответствующий самому грубому разбиению. Тогда (2.113)
очевидно выполнено для Vh0 с некоторой константой β̂c = β̂c(h0). Ес-
ли семейство конечно-элементных пространств {Vh}h≤h0 является вло-
женным, тогда (2.113) выполнено с константой β̂c = β̂c(h0) для всех
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Vh. Другой случай тривиального выполнения (2.113), если Mh содержит
кусочно-постоянные функции. Тогда (2.113) сразу вытекает из (2.88).

Следующая теорема является основным результатом раздела.

Теорема 2.6. Существуют положительные константы C1 и C2, не
зависящие от ε и h такие, что для произвольной ph ∈Mh выполняются
оценки

если µh ≤ C1 тогда (2.114)

sup
uh∈Vh

(div uh, ph)

‖uh‖ν

≥ C2‖ph‖M ∀ ph ∈Mh (2.115)

Доказательство. Доказательство теоремы 2.6 похоже на доказатель-
ство теоремы 1.10. Зафиксируем произвольную ph ∈ Mh и разложим
её, как в (2.107). Сначала рассмотрим компоненту p⊥0,h. Из леммы 2.9
следует, что (p⊥0,h, 1)Ωk

= 0 для k = 1, 2 мы можем использовать LBB
условие (2.88) в каждой подобласти. Это снабдит нас некоторыми функ-
циями u1 ∈ Vh : u1 = 0 в Ω2 и u2 ∈ Vh : u2 = 0 в Ω1 такими, что
выполнены следующие соотношения с положительными константами c1,
c1, не зависящими от h, ε и ph, :

‖p⊥0,h‖2
Ω1

= (div u1, p
⊥
0,h)Ω1 и c1‖∇u1‖Ω1 ≤ ‖p⊥0 ‖Ω1 . (2.116)

Аналогично, используя масштабирование, получаем

‖ε− 1
2 p⊥0,h‖2

Ω2
= (div u2, p

⊥
0,h)Ω2 и c2‖ε 1

2∇u2‖Ω2 ≤ ‖ε− 1
2 p⊥0,h‖Ω2 (2.117)

с константой c2 > 0. Суммируем (2.116) и (2.117). Имеем для ũh :=
u1 + u2:

‖p⊥0,h‖2
M = (div ũh, p

⊥
0,h) и ĉ ‖ũh‖ν ≤ ‖p⊥0,h‖M , (2.118)

с ĉ := min{ c1, c2 }. Теперь рассмотрим вторую компоненту p0,h. Возьмём
p0 ∈M0 такую же, как в лемме 2.10. Справедливо

‖p0,h − p0‖M = µh‖p0‖M , ‖p0,h‖M =
√

1− µ2
h ‖p0‖M (2.119)

Для p̃0 := ν−1p0 выполнено (p̃0, 1) = (p0, 1)M = 0. Из предположения
(2.113) следует, что существует вектор-функция ūh ∈ Vh такая, что

‖p̃0‖2 = (div ūh, p̃0) и β̂c ‖∇ūh‖ ≤ ‖p̃0‖
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С помощью тех же рассуждений, что были использованы при доказа-
тельстве теоремы 1.10, легко показать

‖p0‖2
M = (div ūh, p0) и ‖ūh‖ν ≤ c−1

3 ‖p0‖M (2.120)

с c3 = β̂c c̃(Ω)
1
2 и константой c̃(Ω) из (1.135). Заметим, что (div ũh, p0) =

0. Используя это вместе с (2.118), (2.120), получаем для произвольной
α > 0:

(div (αũh + ūh), ph) = α
(
div ũh, p0 + (p0,h − p0) + p⊥0,h

)

+
(
div ūh, p0 + (p0,h − p0) + p⊥0,h

)

= α ‖p⊥0,h‖2
M + α (div ũh, p0,h − p0)

+ ‖p0‖2
M +

(
div ūh, (p0,h − p0) + p⊥0,h

)
.

Мы предполагаем, что µ2
h ≤ 1

2
. Из (2.119) следует

‖p0,h‖2
M ≤ ‖p0‖2

M ≤ 2 ‖p0,h‖2
M

и замечая оценку ‖ν 1
2 div vh‖ ≤

√
d ‖vh‖ν для vh ∈ Vh, выводим

(div (αũh + ūh), ph) ≥ α ‖p⊥0,h‖2
M + ‖p0,h‖2

M − α
√

d‖ũh‖ν‖p0,h − p0‖M

−
√

d‖ūh‖ν

(‖p0,h − p0‖M + ‖p⊥0,h‖M

)

≥ α ‖p⊥0,h‖2
M + ‖p0,h‖2

M − α
√

2d ĉ−1µh‖p⊥0,h‖M‖p0,h‖M

− c−1
3

√
2d‖p0,h‖M

(√
2µh‖p0,h‖M + ‖p⊥0,h‖M

)

= α ‖p⊥0,h‖2
M + (1− 2c−1

3

√
d µh)‖p0,h‖2

M

−
√

2d
(
αĉ−1µh + c−1

3

)‖p0,h‖M‖p⊥0,h‖M

Положим µh ≤ c3
4
√

d
, тогда 1 − 2c−1

3

√
dµh ≥ 1

2
, и с помощью неравенства

Коши получаем

(div (αũh + ūh), ph) ≥
(
α− 2d(αĉ−1µh + c−1

3 )2
)‖p⊥0,h‖2

M +
1

4
‖p0,h‖2

M

Теперь рассмотрим соотношения

µh ≤ 1

α0

, α0 :=
1

4
+ 2d(ĉ−1 + c−1

3 )2
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и вектор-функцию uh := α0ũh + ūh. Имеем

(div uh, ph) ≥ 1

4
‖ph‖2

M

‖uh‖2
ν ≤ 2(α2

0‖ũh‖2
ν + ‖ūh‖2

ν) ≤ C ‖ph‖2
M

с константой C, не зависящей от h и ν. Следовательно, полагая C1 =
min

{
1√
2
, c3

4
√

d
, 1

α0

}
доказываем утверждение теоремы.

Заметим, что если h достаточно мало, но не зависит от ν, то условие
µh ≤ C1 в (2.114) выполнено.

2.5.2 Оценки для решения

С помощью стандартных рассуждений докажем непрерывность и infsup-
устойчивость для билинейной формы a(·, ·) из (2.106). На произведении
пространств рассмотрим норму

‖|u, p‖| = (‖u‖2
ν + ‖p‖2

M

) 1
2 {u, p} ∈ H1

0 ×M

Так как (ν∇u,∇u) = ‖u‖2
ν и используя лемму 1.15, мы непосредственно

получаем следующее утверждение о непрерывности формы.

Теорема 2.7. Существует константа C, не зависящая от ν такая,
что

a(u, p;v, q) ≤ C‖|u, p‖| ‖|v, q‖|
для произвольных {u, p}, {v, q} ∈ H1

0 ×M.

Infsup-устойчивость для билинейной формы a(·, ·) и метода конечных
элементов доказана в следующей теореме.

Теорема 2.8. Предположим выполнение условия (2.114). Существует
константа c > 0, не зависящая от ν и h такая, что

sup
{vh,qh}∈Vh×Mh

a(uh, ph;vh, qh)

‖|vh, qh‖| ≥ c ‖|uh, ph‖| ∀ {uh, ph} ∈ Vh ×Mh

Доказательство. Возьмём произвольную пару {uh, ph} ∈ Vh×Mh. Тео-
рема 2.6 влечёт существование некоторой zh ∈ Vh такой, что ‖zh‖ν =
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‖ph‖M и −(div zh, ph) ≥ c‖ph‖2
M с c > 0. Положим vh := uh + czh, qh := ph.

Имеем

a(uh, ph;uh, ph) = ‖uh‖2
ν ,

a(uh, ph; zh, 0) ≥ c

2
‖ph‖2

M − 1

2c
‖uh‖2

V.

Умножаем второе неравенство на c и прибавляем его к первому. Это даёт
нам

a(uh, ph;uh + czh, ph) ≥ 1

2
‖uh‖2

V +
c2

2
‖ph‖2

M ≥ c1 ‖|uh, ph‖|2 , (2.121)

где c1 = 1
2
min{ 1, c2 }. Легко получается оценка:

‖|vh, ph‖|2 ≤ 2(‖uh‖2
ν + c2‖zh‖2

ν) + ‖ph‖2
M

= 2‖uh‖2
ν + (2c2 + 1)‖ph‖2

M ≤ 2(c2 + 1)‖|uh, ph‖|2
(2.122)

Комбинирование оценок (2.121) и (2.122) завершает доказательство.
В силу доказанных теорем для конечно-элементной задачи (2.106) по-

лучаем немедленное следствие о существовании единственного решения
{uh, ph} и оценку

‖|uh, ph‖| ≤ c−1‖f‖V′h
с константой c из теоремы 2.8. Более того, если f ∈ L2(Ω), то неравенство
Коши и неравенство типа Пуанкаре (1.138) влекут априорную оценку

‖|uh, ph‖| ≤ c−1 CP‖ν− 1
2 f‖. (2.123)

Напомним, что в замечании 1.12 обсуждалась зависимость оптимальной
константы Пуанкаре от ν.

2.5.3 Сходимость

В этом параграфе доказывается оценка на разность решения методом
конечных элементов и решения дифференциальной задачи Стокса с ин-
терфейсом.

Теорема 2.9. Пусть {u, p} – решение дифференциальной задачи (1.125),
а {uh, ph} – решение методом конечных элементов (2.106). Предполо-
жим, что условие (2.114) выполнено. Тогда существует константа C,
не зависящая от h и ν такая, что выполняется оценка

‖|u− uh, p− ph‖| ≤ C min
vh∈Vh

min
qh∈Mh

‖|u− vh, p− qh‖|.



2.6. Система Осеена. 143

Доказательство. Для произвольной vh ∈ Vh, qh ∈ Mh определим e :=
u−vh, eh = uh−vh, g := p−qh, gh := ph−qh. Из свойства ортогональности
Галёркина следует

a(eh, gh; zh, rh) = a(e, g; zh, rh) ∀ {zh, rh} ∈ Vh ×Mh .

Используя это вместе с оценкой непрерывности и infsup-устойчивостью,
получаем с некоторой {zh, rh} ∈ Vh ×Mh:

‖|eh, gh‖| ≤ c−1a(eh, gh; zh, rh)

‖|zh, rh‖| = c−1a(e, g; zh, rh)

‖|zh, rh‖|
≤ c−1C‖|e, g‖|.

Используем эту оценку в неравенстве треугольника ‖|u − uh, p − ph‖| ≤
‖|eh, gh‖|+ ‖|e, g‖|.

С помощью теоремы 2.9 и аппроксимационных свойств конечных эле-
ментов можно получить оценки норм ошибки через нормы старших про-
изводных решения и далее через норму правой части. Однако для подоб-
ных рассуждений необходима информация о гладкости решений задачи
Стокса с интерфейсом. На сколько на известно этот вопрос пока открыт.

2.6 Система Осеена.
Метод конечных элементов будем изучать для следующей обобщенной
задачи типа Осеена. Как и ранее, предполагаем 0 < ν ≤ 1, α ≥ 0 и
однородные краевые условия Дирихле

L(U) := −ν∆u + αu + (a · ∇)u + w × u +∇p = f в Ω,

div u = g в Ω,

u = 0 на ∂Ω.

(2.124)

Случай a ≡ 0 соответствует вихревой форме задачи Осеена, в то
время как случай w ≡ 0 – конвективной форме. Случай, когда оба члена
с a и w ненулевые также имеет смысл. Так, например, может случится,
если в уравнении Навье-Стокса играют роль силы Кориолиса.

Вариационная формулировка (2.124) имеет вид: для заданных f ∈
H−1(Ω), g ∈ L0

2 найти U := {u, p} ∈ W := V × L0
2 такую, что

a(U, V ) = f(V ) ∀ V := {v, q} ∈ W, (2.125)
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a(U, V ) := ν(∇u,∇v) + (αu + w × u + (a · ∇)u,v)

−(p, div v) + (q, div u)

f(V ) := (f ,v) + (g, q).

Относительно триангуляции Th := {τ} области Ω будем предполагать
регулярность формы, т.е. выполнение hτ/ρτ ≤ c для всех элементов τ
с константой c 6= c(h). Здесь hτ и ρτ – диаметры минимального шара
описанного вокруг τ и, соответственно, максимального шара вписанного
в τ . Предположим (для простоты), что триангуляция точна, т.е. Ω =
∪τ∈Th

τ .
Пространства Vh ⊂ V и Qh ⊂ L0

2 предположим состоящими из ку-
сочно-полиномиальных функций степеней l ∈ N и k ∈ N0. По-мимо
обратного неравенства (2.1) нам понадобятся обратные неравенства

‖∆vh‖τ ≤ µuh
−1
τ ‖∇vh‖τ , ‖∇qh‖τ ≤ µph

−1
τ ‖qh‖τ . (2.126)

Метод конечных элементов Галёркина для (2.125) имеет вид: найти
Uh = {uh, ph} ∈ Wh = Vh ×Qh такую, что

a(Uh, Vh) = f(Vh) ∀ Vh = {vh, qh} ∈ Wh (2.127)

В данном разделе будем предполагать

a ∈ L∞(Ω) ∩H1
0(Ω), div a = 0; w ∈ L∞(Ω)2d−3.

Для линеаризации уравнений Навье-Стокса предположение на гладкость
вектор-функцию a являются разумными, если она является конечно-
элементной скоростью. Условие div a = 0 необходимо только для обеспе-
чения кососимметричности билинейной формы (a·∇u,v). Хотя это усло-
вие на a выполняется обычно в некотором слабом смысле и кососиммет-
ричность билинейной формы может быть потеряна, существует несколь-
ко стандартных способов восстановить кососимметричность на практике.
Один из них – включить в слабую формулировку форму 1

2
((a·∇u,v) −

(a·∇v,u)) вместо (a·∇u,v) (см, например, [146]). Мы будем иметь в виду
эту возможность, которая не меняет дальнейшего анализа.

Для вихревых членов кососимметричность билинейной формы (w ×
u,v), а следовательно, и закон сохранения энергии для конечно-элемент-
ного решения, выполнен для любых w благодаря свойствам векторно-
го произведения. Заметим, что если w = curluh, где uh – конечно-
элементное поле скоростей, то w является ограниченной функцией и
‖w‖∞ ≤ c h−1‖uh‖∞ для фиксированного h.
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В общем случае метод конечных элементов в форме (2.127) может
терять устойчивость по двум причинам:

(i) Пара конечно-элементных пространств Vh×Qh не является LBB-
устойчивой. Для исправления может быть рассмотрена специальная ста-
билизация давления, см. § 2.6.3.

(ii) Сетка слишком груба, чтобы разрешать локальные особенности
решения при доминирующих конвективных или вихревых членах, т.е.
когда

Reτ = ν−1‖a‖∞,τhτ À 1 и/или Ek−1
τ = ν−1‖w‖∞,τh

2
τ À 1. (2.128)

В этом случае необходимо добавление какой-то искусственной вязкости,
см. следующий параграф. Для 3-х мерного случая определим ‖w‖∞,G =
ess supG

∑3
i=1 |wi| так, что ‖w × u‖G ≤ ‖w‖∞,G‖u‖G. Мы также введем

безразмерную величину Dτ = ν−1α h2
τ , измеряющую вклад реакции.

2.6.1 SUPG метод конечных элементов.

Далее мы рассмотрим следующую стабилизированную форму метода Га-
лёркина (2.127): найти Uh = {uh, ph} ∈ Wh такую, что

ah(Uh, Vh) = fh(Vh) ∀Vh = {vh, qh} ∈ Wh, (2.129)

где

ah(U, V ) := a(U, V ) +
∑

τ

(ξτdiv u, div v)τ

+
∑

τ

(L(U), δa
τ (a · ∇)v + δw

τ w × v + δp
τ∇q)τ , (2.130)

fh(V ) := f(V ) +
∑

τ

(
(ξτg, div v)τ + (f , δa

τ (a · ∇)v + δw
τ w × v + δp

τ∇q)τ

)
.

Метод Галёркина (2.127) является частным случаем (2.129), если поло-
жить ξτ = δa

τ = δw
τ = δp

τ = 0.
Схема (2.129) построена (из соображений точности) согласованного

типа, т.е. сумма стабилизирующих членов обращается в ноль для глад-
кого решения системы (2.124). Это влечет свойство обобщенной ортого-
нальности Галёркина:

ah(U − Uh, Vh) = 0 ∀ Vh ∈ Wh. (2.131)

Далее мы анализируем сходимость этой схемы.
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Замечание 2.8. Другим методом стабилизации похожим на (2.129) -
(2.130) является, так называемый, метод подсеточного моделирования
или GLS метод [70]. В этом методе берутся другие тестовые функции во
втором стабилизационном члене в (2.130) и в fh(V ), так последний член в
(2.130) принимает вид −∑

τ δτ (L(U),L∗(V ))τ , где L∗ -сопряженный опе-
ратор. Этот метод был изучен для задачи Осеена с дополнительными
силами Кориолиса. Более важное отличие настоящей работы в том, что
мы рассматриваем линейные проблемы в контексте уравнений Навье-
Стокса, при этом оба кососимметричных члена в (2.124) появляются в
результате линеаризации нелинейности. Результаты для уравнений Осе-
ена с дополнительными силами Кориолиса получаются как частный слу-
чай нашего анализа.

Замечание 2.9. К недостаткам метода (2.129), особенно в трехмерном
случае, можно отнести большое процессорное время, необходимое для
генерирования всех стабилизационных членов [150]. Более того, алгеб-
раическая структура, возникающей системы алгебраических уравнений,
может сильно усложняться, приводя к нехватке эффективных итераци-
онных методов. В этом аспекте ситуация отличается, если вместо (2.129)
используются менее точные аппроксимации разностями против потока,
которые приводят к возникновению в алгебраической системе M-матриц
и сохраняют структуру метода Галёркина. В связи с выше сказанным
мы заинтересованы во включении в схемы как можно меньшего числа
необходимых стабилизирующих членов. Поэтому введены различные па-
раметры δx

τ , x ∈ {a,w, p}. Однако, в наших выкладках мы всегда будем
считать δa

τ и δw
τ равными. Это предположение облегчит и без того весь-

ма громоздкий анализ и не является серьезным ограничением, так как в
интересующих нас системах типа Осеена, как правило, либо a = 0, либо
w = 0.

2.6.2 Метод без стабилизации давления.

В данном разделе изучается схема (2.129) в случае LBB устойчивой пары
скорость-давление. Эту схему, мы обозначим, как "Схема A", а предпо-
ложения на параметры следующие.

Схема A: δp
τ ≡ 0, δτ := δa

τ = δw
τ ≥ 0, ξτ ≥ 0.

Так как δp
τ = 0, то этот случай мы будем ещё называть "частичной ста-

билизацией".
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Оценка устойчивости схемы

Начнем с получения inf-sup условия устойчивости для билинейной фор-
мы ah(·, ·) на пространстве Wh = Vh ×Qh относительно нормы ‖ · ‖a:

‖V ‖2
a = |[V ]|2a + σa‖q‖2,

|[V ]|2a = ν‖∇v‖2 + α‖v‖2 +
∑

τ

(
ξτ‖div v‖2

τ + δτ ‖(a · ∇)v + w × v‖2
τ

)

(2.132)
параметр σa > 0 определен далее.

Лемма 2.11. Предположим выполнение следующих условий для пара-
метров стабилизации:

0 ≤ δτ ≤ 1

3
min

{
λ0β

2
0h

2
τ

µ2
pN

2
a

;
h2

τ

µ2
uν

;
1

α

}
, 0 ≤ ξτ ≤ ξ ≤ N2

a (2.133)

с подходящим λ0. Определим величины

Na =
√

ν +
√

αCF + (‖a‖∞ + CF‖w‖∞)
CF√

ν + C2
F α

,

Ma =
√

δa(‖a‖∞ + CF‖w‖∞), δa = sup
τ

δτ . (2.134)

Тогда существует положительные константы βa 6= βa(h, ν) и σa =
1
27

β2
0N

−2
a такие, что

inf
Uh∈Wh

sup
Vh∈Wh

ah(Uh, Vh)

‖Uh‖a ‖Vh‖a

≥ βa (2.135)

для достаточно малого h = supτ hτ : h ≤ CF µu.

Прежде, чем приступить к доказательству заметим, что первое усло-
вие на δτ в (2.133) является довольно обременительным, если α = 0
и ν ¿ 1. Однако оно исчезает в случае, если давление приближается
кусочно-постоянными элементами, так как тогда µp = 0. Более того, для
любых конечных элементов для давления, если α > 0, то Na остается
ограниченным, и условие на δτ более не обременительно.

Доказательство. Возмём произвольную Uh ∈ Wh. Ниже построим Vh ∈
Wh, удовлетворяющую (2.135).
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(i) Будем использовать следующие обозначения:

A2 := ν‖∇uh‖2 + α‖uh‖2, B2 := ‖ph‖2,

Y 2 :=
∑

τ

δτ‖ − ν∆uh + αuh +∇ph‖2
τ ,

X2 :=
∑

τ

δτ‖(a · ∇)uh + w × uh‖2
τ , Z2 :=

∑
τ

ξτ‖div uh‖2
τ ,

поэтому |[Uh]|2a = A2 + X2 + Z2. На первом шаге положим Vh = Uh в
(2.130), тогда

ah(Uh, Uh) ≥ A2 + X2 + Z2 − Y X.

Наибольшее беспокойство доставляет член Y X. С помощью неравенства
треугольника и обратного неравенства (2.126), используя (2.133), полу-
чаем

Y 2 ≤ ν‖∇uh‖2 + α‖uh‖2 + λ‖ph‖2 = A2 + λB2

где λ := λ0β
2
0N

−2
a . Далее из неравенства Юнга

ah(Uh, Uh) ≥ 1

2
(A2 + X2 + Z2)− λ

2
B2. (2.136)

(ii) Воспользуемся следующей формой условия (2.88):

∃ zh ∈ Vh : (div zh, ph) ≥ β0‖ph‖‖∇zh‖ (2.137)

с константой β0 6= β0(h). Мы всегда можем предположить ‖∇zh‖ = ‖ph‖.
Рассмотри теперь выражение

ah(Uh, (−zh, 0)) = (ph, div zh)−
4∑

i=1

Ti ≥ β0B
2 −

4∑
i=1

Ti.

Стандартные оценки и интегрирование по частям конвективного слага-
емого влекут

T1 := ν(∇uh,∇zh) + (αuh + w × uh, zh)− (uh, (a · ∇)zh)

≤
(√

ν +
√

αCF + (‖a‖∞ + CF‖w‖∞)
CF√

ν + C2
F α

)
A ‖∇zh‖

= NaAB.
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Аналогично, используя ξ, δa и Ma, задаваемые в (2.133) и (2.134), полу-
чаем

T2 :=
∑

τ

ξτ (div uh, div zh)τ ≤
√

ξ ZB ≤ Na ZB,

T3 :=
∑

τ

δτ (−ν∆uh + αuh +∇ph,w × zh + (a · ∇)zh)τ

≤ Y
√

δa(‖a‖∞ + ‖w‖∞CF )B ≤ (
A +

√
λB

)
MaB,

T4 :=
∑

τ

δτ (w × uh + (a · ∇)uh,w × zh + (a · ∇)zh)τ

≤ X
√

δa(‖a‖∞ + ‖w‖∞CF )B ≤ Ma XB.

Из этих оценок и неравенства Юнга с κ > 0 выводим

ah(Uh, (−zh, 0)) ≥ β0B
2 −

(
Na(A + Z) + Ma(A +

√
λB + X)

)
B

≥
(

β0 −Ma

√
λ− 3κ

2

)
B2 − 1

2κ
(Na + Ma)

2
(
A2 + X2 + Z2

)
.

Используем условие (2.133) и получаем для h ≤ CF µu неравенство 2Ma ≤
Na. Теперь из определения λ (с λ0 ≤ 1

2
) имеем Ma

√
λ ≤ 1

4
β0. Можем

продолжить выкладки, как

ah(Uh, (−zh, 0)) ≥ β0

2
B2 − 27

4β0

N2
a

(
A2 + X2 + Z2

)
. (2.138)

(iii) Положим Vh := Uh + ρa(−zh, 0) с некоторой ρa > 0, тогда из (2.136),
(2.138) получаем

ah(Uh, Vh) = ah(Uh, Uh) + ρaah(Uh, (−zh, 0))

≥
(

1

2
− 27ρaN

2
a

4β0

) (
A2 + X2 + Z2

)
+

(
β0ρa

2
− λ

2

)
B2.

Положим константы равными

ρa =
1

27
β0N

−2
a , σa = β0ρa =

1

27
β2

0N
−2
a .

Теперь выбирая λ0 = 1
54
, имеем λ = 1

2
β0ρa. Поэтому

ah(Uh, Vh) ≥ 1

4

(
A2 + X2 + Z2 + σaB

2
) ≡ 1

4
‖Uh‖2

a. (2.139)
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(iv) Для таких h, что 2Ma ≤ Na, выполняется оценка

‖(−zh, 0)‖2
a = ν‖∇zh‖2 + α‖zh‖2

+
∑

τ

[
δτ‖(a · ∇)zh + w × zh‖2

τ + ξτ‖div zh‖2
τ

]

≤ (
ν + αC2

F + 2δa(‖a‖2
∞ + C2

F‖w‖2
∞) + ξτ

) ‖∇zh‖2

≤ 3N2
aB2.

По определению ρa и σa имеем ρ2
aN

2
a ≤ 1

27
σa, следовательно,

‖Vh‖2
a ≤ 2‖Uh‖2

a + 2ρ2
a‖(−zh, 0)‖2

a

≤ 2
(|[Uh]|2a + (σa + ρ2

aN
2)‖ph‖2

) ≤ 20

9
‖Uh‖2

a.

Последняя оценка вместе с (2.139) влечет (2.135) с βa = 3
8
√

5
.

Сходимость и выбор параметров

Пусть U = {u, p} ∈ W и Uh = {uh, ph} ∈ Wh – решения непрерывной и
дискретной задач, соответственно. Далее через Û = {ûh, p̂h} ∈ Wh будем
обозначать подходящий для U . Рассмотрим ошибку Eh = {eu, ep} = {u−
uh, p− ph} и положим

{ηu, ηp} := {u− ûh, p− p̂h}, {χu, χp} := {ûh − uh, p̂h − ph}.

Свойство ортогональности Галеркина (2.131) и Лемма 2.11 влекут суще-
ствование некоторой Vh = {vh, qh} ∈ Wh такой, что

βa‖χu, χp‖a‖Vh‖a ≤ ah({χu, χp}, Vh) = −ah({ηu, ηp}, Vh). (2.140)

Лемма 2.12. Для произвольной U = {u, p} ∈ W такой, что LU |τ ∈
L2(τ) ∀τ ∈ Th и произвольной Vh ∈ Wh справедливо

ah(U, Vh)

≤ C ‖Vh‖a

{
|[U ]|a +

( ∑
τ (σ−1

a ‖∇u‖2
τ + (‖a‖2

∞ + C2
F‖w‖2

∞)ν−1‖u‖2
τ )

) 1
2

+
( ∑

τ 2(ν + ξτ )
−1‖p‖2

τ

) 1
2

+
( ∑

τ δτ‖ − ν∆u + αu +∇p‖2
τ

) 1
2

}
.

(2.141)
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Доказательство. Симметричные слагаемые в билинейной форме ah ог-
раничены сверху произведением |[U ]|a|[Vh]|a. Интегрирование по частям
кососимметричных дает

|(a · ∇u + w × u,vh)| ≤ ‖a‖∞ + CF‖w‖∞√
ν

‖u‖√ν‖∇vh‖, (2.142)

(div u, qh) ≤ 1√
σa

‖∇u‖√σa‖qh‖. (2.143)

Далее, получаем

−(p, div vh) ≤
( ∑

τ

2(ν + ξτ )
−1‖p‖2

τ

) 1
2
(
ν‖∇vh‖2 +

∑
τ

ξτ‖div vh‖2
τ

) 1
2
.

Наконец, рассмотрим оставшиеся стабилизационные члены.

∑
τ

δτ (−ν∆u + αu +∇p, (a · ∇)vh + w × vh)τ

≤
( ∑

τ

δτ‖ − ν∆u + αu +∇p‖2
τ

) 1
2
( ∑

τ

δτ‖(a · ∇)vh + w × vh)‖2
τ

) 1
2
.

Мы получаем утверждение (2.141) вспоминая определение норм ‖ · ‖a и
|[·]|a.

Теперь берем (2.140) вместе с (2.141) и U = {ηu, ηp}. После сокраще-
ния на ‖Vh‖a имеем оценку

‖χu, χp‖a ≤ Cβ−1
a ‖ηu, ηp‖a

Используем неравенство треугольника:

‖Eh‖a ≤ ‖χu, χp‖a + ‖ηu, ηp‖a

и локальные интерполяционные свойства и, обозначая aτ = ‖a‖∞,τ , wτ =
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‖w‖∞,τ , получаем

‖Eh‖2
a ≤ C

∑
τ

{(
δτ + σah

2
τ + h2

τ (ν + ξτ )
−1

)
h2k

τ |p|2Hk+1(τ)

+
(
ν + σ−1

a +
(
αC2

F + (‖a‖2
∞ + C2

F‖w‖2
∞)ν−1

)
h2

τ

+ ξτ + δτ (a
2
τ + w2

τh
2
τ )

)
h2l

τ |u|2Hl+1(τ)

}

≤ C
∑

τ

(
δτ + h2

τN
−2
a + h2

τ (ν + ξτ )
−1

)
h2k

τ |p|2Hk+1(τ)

+C
∑

τ

(
ν + N2

a + ξτ + δτ (a
2
τ + w2

τ )
)
h2l

τ |u|2Hl+1(τ).

Вторая оценка справедлива в силу ограничений (2.133) и σa ∼ N−2
a .

Заметим, что для LBB-устойчивых конечных элементов скорость-
давление обычно справедливо k ≤ l − 1. Разумный выбор параметров
стабилизации, тогда

0 ≤ δτ ≤ β2
0h

2
τ

54µ2
pN

2
a

; ξτ ∼ N2
a ( ≥ ν), (2.144)

где Na задано в (2.134). Таким образом доказываем теорему 2.10.

Теорема 2.10. Предположим выполнение условия LBB-устойчивости
(2.88). Для метода конечных элементов (2.129) и следующего выбора
параметров: δp

τ ≡ 0 and δτ = δa
τ = δw

τ , удовлетворяющего условиям
(2.144), имеет место оценка сходимости

‖Eh‖2
a ≤ C

∑
τ

(
h2(k+1)

τ N−2
a ‖p‖2

Hk+1(τ) + N2
ah2l

τ |u|2Hl+1(τ)

)
. (2.145)

Замечание 2.10. Параметры δτ входят в определение нормы в левой
части (2.145) и, будучи положительными, позволяют получить дополни-
тельный контроль над ошибкой

Замечание 2.11. Предположим, что l = k +1 ≥ 1. Тогда оценка (2.145)
полезна, если N2

a = O(1). Это выполняется, при масштабирование ‖a‖∞+
CF‖w‖∞ ≤ 1, если α = O(1). Это условие не обременительно, если рас-
сматривается нестационарная задача, и производятся шаги по времени
δt = α−1 > 0. Ограничение становится обременительным, если α = 0.
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При α À 1 второе слагаемое в правой части оценки (2.145) может быть
большим, но ошибка в скорости по-прежнему контролируется, так как
в норму ‖ · ‖a входит член, зависящий от α (см. (2.132)). В тоже время,
(2.145) не дает удовлетворительной оценки для ошибки в давлении, если
α À 1.

Замечание 2.12. Как и в случае задачи Стокса, стабилизирующий член
ξτ (div ·, div ·)τ с достаточно большим ξτ остается необходим.

Замечание 2.13. Константа в оценке (2.145) не зависит от δτ при вы-
полнении условий (2.144). Численные эксперименты из [70] показывают,
что стабилизация может быть необходима даже при a = 0, если сеточное
число Ekτ велико.

Оценка (2.145) может быть улучшена при ν ¿ 1, если Qh состоит
из кусочно-постоянных функций (k = 0). Это популярный выбор для
LBB-устойчивых аппроксимаций. Как уже отмечалось на странице 147,
условие (2.133) существенно менее обременительно теперь. Поэтому за-
меняем (2.142) на

|(a · ∇u + w × u,vh)| ≤
( ∑

τ

δτ‖a · ∇vh + w × vh‖2
) 1

2
( ∑

τ

δ−1
τ ‖u‖2

τ

) 1
2
.

Уравнивая слагаемые в правой части оценки для ошибки, придем к “стан-
дартному” выбору δτ ∼ h2

τ [ν(1 + Reτ + Ek−1
τ + Dτ )]

−1. Хотя зависимость
правой части от Na остается такая же (в силу множителя σ−1

a в (2.141)),
мы получаем лучший контроль над конвективным членом в норме ‖Eh‖a.

Возможно улучшить оценку так, что множитель σ−1
a исчезнет из пра-

вой части (2.141). Однако, придется пожертвовать локальным характе-
ром анализа. Это можно сделать следующим образом: в доказательстве
леммы 2.12 не используем оценку (2.143), а переносим |(div u, qh)| в пра-
вую часть (2.141), при этом слагаемое σ−1

a ‖∇u‖2
τ в (2.141) не появляется.

Более того, в качестве интерполянта {ûh, p̂h} рассмотрим решение сле-
дующей дискретной задачи Стокса:

(∇(ûh−u),∇vh)−(p̂h−p, div vh)+(div (uh−u), qh) = 0, ∀ {vh, qh} ∈ Wh.

Для областей с достаточно регулярной границей (см. [84], [73]) имеем
оценку с h = supτ hτ :

h−1‖ûh − u‖+ ‖∇(ûh − u)‖+ ‖p̂h − p‖ ≤ c h (‖u‖H2 + ‖p‖H1). (2.146)
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Это свойство интерполяции и равенство (div ηu, χp) = 0 приводит к сле-
дующему результату.

Теорема 2.11. Предположим, что Qh состоит из кусочно-постоян-
ных функций и δτ ∼ δa = h2[ν(1 + Reh + Ek−1

h + Dh)]
−1, где Reh =

||a||∞h
ν

, Ek−1
h = ||w||∞h2

ν
, Dh = αh2

ν
и ξτ ∼ ξ = O(1), στ ∼ σ ≤ β0N

−2
a .

Предположим, что выполняется (2.146) и выполняется LBB-условие.
Тогда для ошибки метода (2.129) справедлива оценка:

‖Eh‖2
a ≤ C{1 + ν(1 + Reh + Ek−1

h + Dh) + σ}h2(‖u‖2
2 + |p|21).

Замечание 2.14. В [108] можно найти результат сходимости для некон-
формных конечных элементов аналогичный теореме 2.11 для случая w =
0, α = 0.

Анализ с модифицированным LBB условием

Оценки для частично стабилизированной схемы, доказанные в предыду-
щем параграфе являются удовлетворительными, если параметр α при-
нимает умеренные положительные значения, либо давление аппроксими-
руется кусочно-постоянными элементами. В противном случае констан-
ты в оценке для ошибки растут с увеличением сеточных чисел Reh и
Ek−1

h . Эти результаты можно улучшить и перенести на случай более об-
щих аппроксимаций давления, модифицируя технику анализа. Однако,
это приведет к выбору отличных параметров стабилизации и довольно
жестким ограничениям на сетку. В этом параграфе мы будем рассмат-
ривать только случай w = 0. Оценки будут получены в норме ‖| · ‖|a,
задаваемой соотношением

‖|V ‖|2a = |[V ]|2a + σa

∑
τ

‖∇q‖2
τ ,

|[V ]|2a = ν‖∇v‖2 + α‖v‖2 +
∑

τ

(
ξτ‖div v‖2

τ + δτ ‖(a · ∇)v‖2
τ

)
.

Как уже отмечалось в предыдущем параграфе, если аппроксимация дав-
ления не кусочно-постоянная, то трудности доставляет следующее слага-
емое из (2.129):

∑
τ δτ (∇ph, (a·∇)vh)τ . Чтобы побороть эту трудность для

аппроксимаций давления более высоких порядков, мы обнаружили весь-
ма полезным некоторое модифицированное LBB условий. К сожалению,
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нам удалось доказать его только при следующим условии на триангуля-
цию:

(sup
τ

hτ ) (inf
τ

hτ )
−1 ≤ c. (2.147)

Это условие не допускает локального сгущения сеток.

Лемма 2.13. Предположим, что в области Ω справедлива H2-оценка
для решения задачи Стокса (см. [73]). Рассмотрим LBB-устойчивую
конечно-элементную аппроксимацию, причем Qh ⊂ H1(Ω). Тогда выпол-
няется следующее inf-sup условие:

inf
ph∈Qh

sup
uh∈Vh

(div uh, ph)

‖∇ph‖‖uh‖ ≥ β1 > 0, (2.148)

где β1 не зависит от h.

Доказательство. Обозначим через Sh(ε) : Qh → Qh оператор, задавае-
мый соотношением Sh(ε) = B A(ε)−1B∗, где операторы A(ε) : Vh → Vh

и B : Vh → Qh определяются из равенств:

(A(ε)uh,vh) = ε(∇uh,∇vh) + (uh,vh) ∀uh,vh ∈ Vh,

(Buh, qh) = (div uh, qh) ∀uh ∈ Vh, qh ∈ Qh.

Пусть ∆−1
h – оператор, разрешающий конечно-элементную задачу Пуас-

сона с краевыми условиями Неймана: для произвольной qh ∈ Qh

rh = ∆−1
h qh ⇐⇒ −(∇rh,∇ξ) = (qh, ξ) ∀ξ ∈ Qh. (2.149)

Следствие 4.1 из [50] дает оценку

c0((h
2I −∆−1

h )−1ph, ph) ≤ (Sh(h
2)ph, ph) ∀ph ∈ Qh. (2.150)

где c0 – положительная константа, не зависящая от h, I – единичный
оператор. Непосредственно проверяем для произвольной ph ∈ Qh

(Sh(h
2)ph, ph) = sup

uh∈Vh

(ph, Buh)
2

(A(h2)uh,uh)
= sup

uh∈Vh

(div uh, ph)
2

h2‖∇uh‖2 + ‖uh‖2

≤ sup
uh∈Vh

(div uh, ph)
2

‖uh‖2
. (2.151)



156 Глава 2. Устойчивые методы конечных элементов

С другой стороны (2.148) эквивалентно неравенству

β1‖∇ph‖ ≤ sup
uh∈Vh

(div uh, ph)

‖uh‖ ∀ph ∈ Qh.

Поэтому, благодаря (2.150) и (2.151) достаточно доказать, что

c1‖∇ph‖2 ≤ ((h2I −∆−1
h )−1ph, ph) ∀ph ∈ Qh (2.152)

с некоторой c1 > 0, не зависящей от h. Для доказательства (2.152) за-
фиксируем произвольную ph ∈ Qh и рассмотрим qh = (h2I − ∆−1

h )−1ph.
Тогда по определению имеем

h2qh −∆−1
h qh = ph. (2.153)

Положим rh = ∆−1
h qh,что влечет rh = h2qh− ph. Подставляя это выраже-

ние в (2.149) и выбирая ξ = ph, получаем

−h2(∇qh,∇ph) + ‖∇ph‖2 = (qh, ph).

Это дает нам
(qh, ph) ≥ 1

2
‖∇ph‖2 − 1

2
h4‖∇qh‖2. (2.154)

Теперь умножим скалярно (2.153) на qh и получим

(ph, qh) = h2‖qh‖2 + ‖qh‖2
−1 ≥ h2‖qh‖2.

В силу обратного неравенства (3.100) имеем

(ph, qh) ≥ µ−1
p h4‖∇qh‖2. (2.155)

Комбинируем (2.154) с (2.155) и выводим

(ph, qh) ≥ (2 + µp)
−1‖∇ph‖2.

Последняя оценка влечет (2.152) с c1 = (2 + µp)
−1.

Замечание 2.15. Лемма 2.13 может быть применена, к примеру, для
семейства пар "скорость-давления"Тейлора-Худа Pk+1/Pk, k ≥ 1. Для
частного случая k = 1 условие (2.148) находим в [40].
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Оценка устойчивости доказана в следующей лемме. Положим σa = σ0h
2.

Лемма 2.14. Предположим, что уравнения (2.124) масштабированы
так, что ‖a‖∞ ∼ 1. Пусть выполняются следующие условия на пара-
метры стабилизации

δτa
2
τ ≤ ξτ ≤ ξ; 0 ≤ δτ = δ0h

2
τ ≤ min

{ν + αh2
τµ

−2
u

8a2
τ

;
h2

τ

3µ2
uν

;
1

3α

}
(2.156)

с ξ = O(1), aτ := ‖a‖∞,τ . Тогда существуют положительные констан-
ты βa 6= βa(h, ν) и σ0, с которыми выполняется оценка

inf
Uh∈Wh

sup
Vh∈Wh

ah(Uh, Vh)

‖|Uh‖|a ‖|Vh‖|a
≥ βa. (2.157)

Доказательство. Доказательство похоже на доказательство леммы 2.11.
Остановимся на различиях. Используем следующие изменённые обозна-
чения:

X̃2 :=
∑

τ

δτ‖(a · ∇)uh‖2
τ , Ỹ 2 :=

∑
τ

δτ‖ − ν∆uh + αuh +∇ph‖2
τ ,

и B̃2 := ‖∇ph‖2. Следовательно, |[Uh]|2a = A2 + X̃2 + Z2. Обозначим
δ = maxτ δτ .

Сначала положим Vh = Uh в (2.129), что влечет ah(Uh, Uh) ≥ |[Uh]|2a −
X̃Ỹ . Используя неравенство треугольника, обратные неравенства (2.126)
и (2.156), выводим

Ỹ 2 ≤ 3
∑

τ

δτ

(‖ν∆uh‖2
τ + ‖αuh‖2

τ + ‖∇ph‖2
τ

) ≤ A2 + 3δB̃2. (2.158)

Следовательно,

ah(Uh, Uh) ≥ 1

2
|[Uh]|2a −

3δ

2
B̃2. (2.159)

Лемма 2.13 гарантирует существование zh ∈ Vh такого, что (div zh, ph) ≥
β1‖∇ph‖‖zh‖ и β1 6= β1(h). Более того, можем считать ‖zh‖ = ‖∇ph‖ = B̃.
Рассмотрим теперь

ah(Uh, {zh, 0}) = (ph, div zh)−
4∑

i=1

T̃i ≥ β1B̃
2 −

4∑
i=1

T̃i.
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Стандартные оценки и неравенство (2.156) влекут

T̃1 := T1 ≤ max
τ

(√
ν + αh2

τµ
−2
u µu

√
2

hτ

+
aτ

√
2√

ν + αh2
τµ

−2
u

)
A B̃

T̃2 := T2 ≤ max
τ

√
ξτµu

hτ

ZB̃

T̃3 :=
∑

τ

δτ (−ν∆uh + αuh +∇ph, (a · ∇)zh)τ ≤ max
τ

√
δτ aτµu

hτ

Ỹ B̃

≤ max
τ

√
ξτµu

hτ

AB̃ + max
τ

√
3δτaτµu

hτ

B̃2 ≤ max
τ

√
ξτµu

hτ

A B̃ +
1

4
β1B̃

2,

T̃4 :=
∑

τ

δτ ((a · ∇)uh, (a · ∇)zh)τ ≤ X̃ max
τ

√
δτ aτµu

hτ

B̃

≤ max
τ

√
ξτµu

hτ

X̃B̃.

В последней оценке для T̃3 использовалось неравенство (2.158) для до-
статочно малого hτ . Положим

ζa := max
τ

(√
ν + αh2

τµ
−2
u µu

√
2

hτ

+
aτ

√
2√

ν + αh2
τµ

−2
u

+
√

ξτh
−1
τ µu

)
.

Используя неравенство Юнга и оценки для Ti, получим

ah(Uh, (−zh, 0)) ≥ β1B̃
2 − ζa(A + X̃ + Z)B̃ − 1

4
β1B̃

2

≥ 1

2
β1B̃

2 − 3

β1

ζ2
a |[Uh]|2a. (2.160)

Выберем Vh := Uh + ρa{−zh, 0} с некоторым ρa > 0. Теперь (2.159),
(2.160) дают

ah(Uh, Vh) ≥
(

1

2
− 3ρaζ

2
a

β1

)
|[Uh]|2a +

β1ρa − 3δ

2
B̃2

≥ min

{
1

2
− 3ρaζ

2
a

β1

;
β1ρa − 3δ

2σa

} (|[Uh]|2a + σaB
2
)
.(2.161)

Выберем теперь подходящим образом ρa и σa. Условия (2.156) влекут

ζa ≤ max
τ

(√
ν + αh2

τµ
−2
u µu

√
2

hτ

+
1

2
√

δτ

+

√
ξτµu

hτ

)
≤ max

τ

c

hτ
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Здесь мы использовали выбор δ = δ0h
2
τ . Фиксируя ρaζ

2
a = β1

12
, получаем

для квазиравномерной сетки

β1ρa − 3δ =
β2

1

12ζ2
a

− 3δ ≥ β2
1h

2
min

12c2
− 3δ0h

2
max ≥

(
β1c1

12c2
− 3δ0

)
h2 =: β̃1h

2.

Подходящий выбор δ0 обеспечивает нас положительной константой β̃1.
Полагаем σa = 2β̃1h

2, теперь оценка (2.161) приводит к

ah(Uh, Vh) ≥ 1

4
‖|Uh‖|2a. (2.162)

Более того, выполнены оценки

‖| − zh, 0‖|2a = ν‖∇zh‖2 + α‖zh‖2 +
∑

τ

[
δτ‖(a · ∇)zh‖2

τ + ξτ‖div zh‖2
τ

]

≤ max
τ

(
νµ2

u

h2
τ

+ α + max
τ

(
δτ a2

τµ
2
u

h2
τ

+
ξτµ

2
u

h2
τ

))
B̃2 ≤ ζ2

aB̃
2.

По определению ρa имеем ρ2
aζ

2
a = β1

12
ρa, поэтому

‖|Vh‖|2a ≤ 2‖|Uh‖|2a + 2ρ2
a‖| − zh, 0‖|2a ≤ 2

(
1 +

β1ρa

12σa

)
‖|Uh‖|2a.

Далее, получаем β1ρa =
β2
1

12ζ2
a
≤ β2

1h2

12c2
и

1 +
β1ρa

12σa

≤ 1 +
β2

1h
2

12c2 · 2β̃1h2
= 1 +

β2
1

24c2β̃1

=: Q2.

Последнее неравенство, вместе (2.162), обеспечивает желаемую оценку
(2.157) с β = 1

4
√

2Q
.

Существенное ограничение на параметр стабилизации δτ происходит
из (2.156):

δτ = δ0h
2
τ ≤

ν + αh2
τµ

−2
u

8a2
τ

. (2.163)

Условие (2.163) выполнено для умеренных и больших значений α.Если
рассмотреть наихудшую ситуацию для (2.163), когда α = 0, то получа-
ется ограничение

Reτ :=
hτaτ

ν
≤ 1

2
√

2δ0ν
.
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Заметим, что граница “разрешенных” значений Reτ здесь отодвинута
существенно дальше, чем в случае (нестабилизированного) метода Га-
лёркина, в котором удовлетворительная оценка устойчивости возможна
лишь при Reτ = O(1). Более того, в проведенных нами численных экспе-
риментах ограничение (2.163) не наблюдается. Эксперименты показыва-
ют равномерную оценку при α = 0 и ν → 0. Следовательно, результаты
леммы 2.14 могут быть неоптимальными при α → 0. С другой стороны
случай α = 0 и ν → 0 может являться не самым актуальным с точки
зрения приложений, так как при больших числах Рейнольдса течения,
как правило, нестационарные.

В качестве следующего шага мы получаем оценку непрерывности для
ah.

Лемма 2.15. Для произвольной U = {u, p} ∈ W такой, что −ν∆u +
∇ p ∈ L2(τ) ∀ τ ∈ Th, и произвольной Vh ∈ Wh \ {0} справедлива оценка

ah(U, Vh)

‖|Vh‖|a
≤ |[U ]|a +

1√
σa

‖u‖+
( ∑

τ

3a2
τ

ν + αh2
τ + a2

τδτ

‖u‖2
τ

) 1
2 (2.164)

+
( ∑

τ

3

ν + αh2
τ + ξτ

‖p‖2
τ

) 1
2

+
( ∑

τ

δτ‖ − ν∆u + αu +∇p‖2
τ

) 1
2
.

Доказательство. Доказательство производится аналогично доказатель-
ству леммы 2.12.

Наша дальнейшая цель – получить оценку сходимости и найти опти-
мальный набор параметров стабилизации {δτ} и {ξτ}. Пусть {u, p} ∈ W
и {uh, ph} ∈ Wh – решения непрерывной и дискретной задачи, соответ-
ственно.

Теорема 2.12. Предположим, что в области Ω справедлива H2-оценка
для решения задачи Стокса. Рассмотрим LBB-устойчивую конечно-
элементную аппроксимацию, причем Qh ⊂ H1(Ω). Предположим вы-
полнение условия (2.147) и масштабирования уравнений такого, что
‖a‖∞ ∼ 1. Пусть параметры

ξτ = ξ ∼ 1, δτ ∼ h2
τ/ξ, σa ∼ h2 (2.165)

удовлетворяют условию (2.156). Тогда для ошибки Eh = {u−uh, p−ph}
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справедлива равномерная оценка

‖|Eh‖|2a ≤ C
∑

τ

(
h2(k+1)

τ |p|2Hk+1(τ) + h2l
τ |u|2Hl+1(τ)

)
, C 6= C(h, ν, α).

(2.166)

Доказательство. Используем леммы 2.14 и 2.15 с U = {ηu, ηp}. Получа-
ем

βa‖|χu, χp‖|a ≤ |[{ηu, ηp}]|a +
1√
σa

‖ηu‖

+
( ∑

τ

δτ‖ − ν∆ηu + αηu +∇ηp‖2
τ

) 1
2

+
( ∑

τ

3

ν + αh2
τ + ξτ

‖ηp‖2
τ

) 1
2

+
( ∑

τ

3a2
τ

ν + αh2
τ + a2

τδτ

‖ηu‖2
τ

) 1
2
.

Неравенство треугольника ‖|Eh‖|a ≤ ‖|χu, χp‖|a + ‖|ηu, ηp‖|a, стандартные
свойства интерполяции и предположения νδτ ≤ Ch2

τ и αδτ ≤ C из (2.156)
дают оценки

‖|Eh‖|2a ≤ C
∑

τ

{(
δτ + σa +

h2
τ

ν + αh2
τ + ξτ

)
h2k

τ |p|2Hk+1(τ) (2.167)

+
(
ν + αh2

τ + ξτ +
h2

τ

σa

+ δτa
2
τ +

a2
τ

ν + αh2
τ + a2

τδτ

h2
τ

)
h2l

τ |u|2Hl+1(τ)

}
.

Оценка (2.167) вместе с условиями на параметры (2.165) приводят к же-
лаемому результату.

2.6.3 Метод со стабилизацией давления

В данном разделе изучается схема (2.129) в случае, когда условие LBB
устойчивости для пары скорость-давление не обязательно выполнено. В
этом общем случае при построении Vh и Qh можно рассматривать мно-
гочлены одинаковых степеней, т.е. l = k > 0. Схему с полной стабили-
зацией, мы обозначим, как "Схема B", а предположения на параметры
следующие.

Схема B: δτ := δp
τ = δa

τ = δw
τ ≥ 0, ξτ ≥ 0.

Этот случай мы будем ещё называть "полной стабилизацией".
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В случае конечно-элементного давления для упрощения рассуждений
предположим Qh ⊂ L2

0∩H1(Ω). Тем не менее, анализ без труда обобщает-
ся на случай разрывных аппроксимаций давления, если дополнительный
стабилизационные члены, учитывающие скачки давления вдоль сторон
элементов, добавляются в вариационную формулировку, см., например,
[135], Гл. IV.3.1.

Оценка устойчивости схемы

Начнем с проверки inf-sup условия устойчивости для метода в простран-
стве Wh = Vh ×Qh относительно нормы ‖ · ‖b определенной, как

‖V ‖2
b = |[V ]|2b + σb‖q‖2, (2.168)

|[V ]|2b = ν‖∇v‖2 + α‖v‖2 +
∑

τ

(
ξτ‖div v‖2

τ

+δτ ‖(a · ∇)v + w × v +∇q‖2
τ

)
. (2.169)

значение параметра σb > 0 будет выбрано далее. Используя обозначения
aτ = ‖a‖∞,τ , wτ = ‖w‖∞,τ , определим величины

M2
b = 2 max

τ
{δτ

(
a2

τ + C2
Fw2

τ

)}, (2.170)

Nb =
√

ν +
√

αCF + (‖a‖∞ + CF‖w‖∞)CF ν−
1
2 . (2.171)

Лемма 2.16. В рассматриваемом нами случае B предположим выпол-
нение следующих условий для параметров стабилизации:

µ0h
2
τ ≤ δτ ≤ 1

2
min

{
h2

τ

µ2
uν

,
1

α

}
, 0 ≤ ξτ ≤ ξ ≤ N2

b (2.172)

с подходящей константой µ0 > 0, определенной ниже. Тогда существу-
ют положительные константы βb 6= βb(h, ν) и σb = cN−2

b такие, что

inf
Uh∈Wh

sup
Vh∈Wh

ah(Uh, Vh)

‖Uh‖b ‖Vh‖b

≥ βb (2.173)

при достаточно малом h = supτ hτ : h ≤ CF min{µu, 1}.
Доказательство. Доказательства далее проводятся также, как в слу-
чае A, но с некоторыми изменениями. Зафиксируем произвольную Uh =
{uh, ph} ∈ Wh и введём дополнительные обозначения:

X̃2 =
∑

τ

δτ‖(a · ∇)uh + w × uh +∇ph‖2
τ .
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Чтобы восполнить недостающее LBB условие устойчивости на Wh, рас-
сматривается некоторая стабилизация давления. Начнем со следующего
вспомогательного результата.

Лемма 2.17. Предположим, что константы µ0 > 0 из условия (2.172)
и Nb из (2.171), удовлетворяют соотношению

CIµ
− 1

2
0 ≤ 1

2
CSNb, (2.174)

где CI и CS – некоторые константы из интерполяционных оценок, опре-
делены далее в доказательстве. Тогда для произвольной ph ∈ Qh, най-
дется zh ∈ Vh такая, что

(ph, div zh) ≥ ‖ph‖2 − 1

2
CΩNb(A + X̃)‖ph‖ (2.175)

с некоторой константой CΩ > 0.

Доказательство. Неравенство Нечаса обеспечивает существование z ∈
V (см. Следствие 2.4 в [84]) такой, что div z = ph, с ‖∇z‖ ≤ β̄0‖ph‖. Более
того, ранее мы предполагали существование оператора интерполяции Ih :
V → Vh такого, что

zh = Ihz, ‖∇zh‖ ≤ CS‖∇z‖ ≤ CSβ̄0‖ph‖, ‖z− zh‖τ ≤ CIhτ |z|H1(τ)

для всех элементов разбиения τ ∈ Ω. Интегрирование по частям, нера-
венство треугольника и (2.172) влекут

(ph, div zh) = (ph, div z)− (ph, div (z− zh))

≥ ‖ph‖2 −
∣∣∣∣∣
∑

τ

(∇ph, z− zh)τ

∣∣∣∣∣

≥ ‖ph‖2 −
∣∣∣∣∣
∑

τ

((a · ∇)uh + w × uh +∇ph, z− zh)τ

∣∣∣∣∣

−
∣∣∣∣∣
∑

τ

((a · ∇)uh + w × uh, z− zh)τ

∣∣∣∣∣ = ‖ph‖2 − S1 − S2,

S1 ≤ X̃
( ∑

τ

(δτ )
−1C2

I h
2
τ |z|2H1(τ)

) 1
2 ≤ µ

−1/2
0 CI β̄0X̃‖ph‖,

S2 ≤
∑

τ

CIhτ |z|H1(τ) max
τ

ν−1/2(aτ + CFwτ )
√

ν|uh|H1(τ)

≤ CI β̄0 max
τ

ν−1/2hτ (aτ + CFwτ )A ‖ph‖ ≤ CI β̄0NbA ‖ph‖.
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Последняя оценка справедлива при h ≤ CF . Теперь утверждение (2.175)
следует с CΩ = CI β̄0 и благодаря (2.174).

Лемма 2.17, накладывая ограничение на µ0, приводит к оценки снизу
для δτ :

C0h
2
k

ν + CF (α + ν−1(‖a‖∞ + CS‖w‖∞)2)
≤ δτ . (2.176)

Константа C0 в (2.176) может быть взята достаточно малой, так как
мы можем выбрать константу CS в (2.174) сколь угодно большой, но не
зависящей от параметров задачи. Таким образом, оценка снизу (2.176)
не противоречит оценке сверху в (2.172).

Продолжим доказательство леммы 2.16:
(i) Также как в разделе 2.6.2 получаем с использованием обратного нера-
венства и условия (2.172)

ah(Uh, Uh) ≥ 1

2
(A2 + X̃2 + Z2). (2.177)

(ii) Следующий шаг может быть сделан с помощью леммы 2.12 и нера-
венства ‖∇zh‖ ≤ CΩ‖ph‖.

ah(Uh, {−zh, 0}) = (ph, div zh)−
4∑

i=1

Ti ≥ B2 − CΩ

2
Nb(A + X̃)B −

4∑
i=1

Ti,

T1 = ν(∇uh,∇zh) + (αuh + w × uh, zh)− (uh, (a · ∇)zh) ≤ CΩNbAB,

T2 =
∑

τ

ξτ (div uh, div zh)τ ≤
√

ξ ZB ≤ CΩNbZB,

T3 =
∑

τ

δτ (−ν∆uh + αuh,w × zh + (a · ∇)zh)τ ≤ CΩMbAB,

T4 =
∑

τ

δτ (w × uh + a · ∇uh +∇ph,w × zh + a · ∇zh)τ ≤ CΩMbX̃B.

Предполагая hτ ≤ CF µu, чтобы обеспечить Mb ≤ Nb, используем нера-
венство Юнга с κ = 1

3

ah(Uh, {−zh, 0}) ≥ B2 − 2CΩNb

(
A + Z + X̃

)
B (2.178)

≥
(

1− 3κ

2

)
B2 − 2C2

ΩN2
b

κ

(
A2 + X̃2 + Z2

)
=

1

2
B2 − 6C2

ΩN2
b |[U ]|2b .
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(iii) Положим Vh := Uh + ρb{−zh, 0} с некоторой константой ρb > 0 и
получим благодаря (2.177), (2.178):

ah(Uh, Vh) ≥
(

1

2
− 6ρbC

2
ΩN2

)
|[U ]|2b +

ρb

2
B2.

Пусть ρb := 1
24C2

ΩN2
b
и σb := 2ρb = 1

12C2
ΩN2

b
, тогда

ah(Uh, Vh) ≥ 1

4

(
A2 + X̃2 + Z2 + σbB

2
)
≡ 1

4
‖Uh‖2

b . (2.179)

(iv) С достаточно малым h таким, что Mb ≤ Nb, имеем

‖ − zh, 0‖2
b = ν‖∇zh‖2 + α‖zh‖2 +

∑
τ

(
δτ‖a · ∇zh + w × zh‖2

τ

+ξτ‖div zh‖2
τ

)

≤ (
ν + αC2

F + M2
b + ξ

) ‖∇zh‖2 ≤ 3C2
ΩN2

b B2.

По определению ρb и σb получаем ρ2
bC

2
ΩN2

b ≤ 1
48

σb. Следовательно,

‖Vh‖2
b ≤ 2‖Uh‖2

b + 2ρ2
b‖ − zh, 0‖2

b

≤ 2
(|[Uh]|2b + (σb + 3C2

Ωρ2
bN

2
b )‖ph‖2

) ≤ 13

6
‖Uh‖2

b ,

что вместе с (2.179) влечет (2.173) с константой βb = 1
4

√
6
13
. Лемма 2.16

доказана.

Сходимость и выбор параметров

Свойство ортогональности Галёркина (2.131) и лемма 2.16 обеспечивают
существование Vh ∈ Wh такой, что

βb‖χu, χp‖b ‖Vh‖b ≤ ah({χu, χp}, Vh) = −ah({ηu, ηp}, Vh). (2.180)

Лемма 2.18. Для произвольной U = {u, p} ∈ W такой, что LU |τ ∈
L2(τ) ∀τ ∈ Th, и произвольной Vh = {vh, qh} ∈ Wh имеет место оценка

ah(U, Vh) ≤ C ‖Vh‖b

(
|[U ]|b +

( ∑
τ

(δτ )
−1‖u‖2

τ

) 1
2 (2.181)

+
( ∑

τ

2(ν + ξτ )
−1‖p‖2

τ

) 1
2

+
( ∑

τ

δτ‖ − ν∆u + αu‖2
τ

) 1
2

)
.
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Доказательство. Симметричная часть формы ah ограничена произве-
дением норм |[U ]|b |[V ]|b. Аналогично доказательству леммы 2.11 имеем

((a · ∇)u + w × u,vh) + (div u, qh) ≤
( ∑

τ

(δτ )
−1‖u‖2

τ

) 1
2

×
∑

τ

δτ‖(a · ∇)vh + w × vh +∇qh‖2
τ ,

−(p, div vh) ≤
( ∑

τ

2(ν + ξτ )
−1‖p‖2

τ

) 1
2
(
ν‖∇vh‖2 +

∑
τ

ξτ‖div vh‖2
τ

) 1
2
.

Наконец, оценим оставшиеся стабилизационные члены
∑

τ

δτ (−ν∆u + αu, (a · ∇)vh + w × vh +∇qh)τ

≤ A
( ∑

τ

δτ‖(a · ∇)vh + w × vh +∇qh‖2
τ

) 1
2
.

Благодаря определению норм ‖ · ‖b и |[·]|b получаем оценку (2.181).
Аналогично доказательству теоремы 2.10 положим U = {ηu, ηp}. Те-

перь (2.180), неравенство треугольника и локальные свойства интерпо-
ляции дают

‖Eh‖2
b ≤ C

{ ∑
τ

(
δτ + h2

τ (ν + ξτ )
−1 + σbh

2
τ

)
h2k

τ |p|2Hk+1(τ) +

(
ν + αC2

F h2
τ + ξτ + δτ (a

2
τ + w2

τh
2
τ +

ν2

h2
τ

+ α2h2
τ ) +

h2
τ

δτ

)
h2l

τ |u|2Hl+1(τ)

}
.

Выбираем параметр δτ приравнивая коэффициенты при слагаемых, за-
висящих от u. Это приводит к соотношению:

δτ ∼ h2
τ [ν(1 + Reτ + Ek−1

τ + Dτ )]
−1. (2.182)

Чтобы с одной стороны удовлетворить ограничениям (2.172), а с другой
стороны уравнять коэффициенты при при слагаемых, зависящих от p,
положим h2

τ/ξτ ∼ δτ . Итак

ξτ ∼ ν(1 + Reτ + Ek−1
τ + Dτ ) (≥ ν) . (2.183)

Используя (2.182)-(2.183), подытожим результаты в виде теоремы.
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Теорема 2.13. Для метода конечных элементов (2.129) и следующего
выбора параметров: δτ = δa

τ = δw
τ = δp

τ , удовлетворяющего условиям
(2.182)-(2.183), справедлива оценка сходимости

‖Eh‖2
b ≤ C

{ ∑
τ

(
ν−1(1 + Reτ + Ek−1

τ + Dτ )
−1 + σb

)
h2(k+1)

τ |p|2Hk+1(τ)

+
(
ν(1 + Reτ + Ek−1

τ + Dτ )
)
h2l

τ |u|2Hl+1(τ)

}
. (2.184)

Анализ для случая LBB устойчивых аппроксимаций

Мы уже отмечали, что полностью стабилизированная схема позволяет
использовать конечно-элементные аппроксимации, не удовлетворяющие
LBB условию. Оказывается, если априори известно, что LBB условие
всё-таки выполнено, то немного модифицированный анализ приводит к
другому выбору параметров стабилизации Формулы для оптимальных
параметров становятся такими же, как в параграфе 2.6.2 в теореме 2.12.
В этом параграфе считаем w = 0. Напомним, что в случае LBB устойчи-
вых элементов типичным соотношением между степенями многочленов
при построении Vh и Qh является l ≥ k + 1.

Начнем с оценки устойчивости.

Лемма 2.19. Предположим выполнение следующих условий на пара-
метры стабилизации

0 ≤ δτ ≤ 1

2
min

{
h2

τ

µ2
uν

,
1

α

}
, 0 ≤ δτa

2
τ ≤ ξτ . (2.185)

где aτ := ‖a‖L∞(τ). Тогда существует положительная константа βb 6=
βb(h, ν) такая, выполнено inf-sup условие

inf
Uh∈Wh

sup
Vh∈Wh

ah(Uh, Vh)

‖|Uh‖|b‖|Vh‖|b
≥ βb (2.186)

с √
σb = c

(√
ξ +

√
ν +

√
αCF +

CF‖a‖∞√
ν + αC2

F

)−1

. (2.187)

Доказательство. Возмём произвольную Uh ∈ Wh. Найдем далее Vh ∈
Wh, удовлетворяющую (2.186). Используем обозначения, введенные при
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доказательстве лемм 2.19 и 2.13. Имеем |[Uh]|2b = A2 + X̃2 + Z2. Сначала
положим Vh = Uh в (2.129), получим

ah(Uh, Uh) ≥ A2 + X̃2 + Z2 − X̃Y.

Обратные неравенства и условия (2.185) обеспечивают оценку Y ≤ A.
Теперь неравенство Юнга влечёт

ah(Uh, Uh) ≥ 1

2
(A2 + X̃2 + Z2). (2.188)

В силу LBB условия (2.88) существует некоторое zh ∈ Vh такое, что
(div zh, ph) ≥ β0‖ph‖‖zh‖V. Можем предположить ‖zh‖V = ‖ph‖. Рас-
смотрим теперь соотношения

ah(Uh, (zh, 0)) = (ph, div zh)−
4∑

i=1

Ti ≥ β1B
2 −

4∑
i=1

Ti.

Обозначим ξ = maxτξτ . Стандартные неравенства, интегрирование по
частям и условия (2.185) дают

T1 = ν(∇uh,∇zh) + (αuh, zh)− (uh, (a · ∇)zh)

≤
(√

ν +
√

αC2
F +

CF‖a‖∞√
ν + αC2

F

)
AB,

T2 =
∑

τ

ξτ (div uh, div zh)τ ≤
√

ξ ZB,

T3 =
∑

τ

δτ (−ν∆uh + αuh, (a · ∇)zh)τ ≤ max
τ

(
√

δτaτ )AB ≤
√

ξ AB,

T4 =
∑

τ

δτ ((a · ∇)uh +∇ph, a · ∇zh)τ ≤ max
τ

(
√

δτaτ )X̃B ≤
√

ξ X̃B.

Обозначим ζb :=
√

ν +
√

αC2
F + CF ‖a‖∞√

ν+αC2
F

+
√

ξ и, используя неравенство

Юнга, получим

ah(Uh, (−zh, 0)) ≥ β2
0 − ζb(A + X̃ + Z)B ≥ 1

2
β0B

2 − 3ζ2
b

β0

(
A2 + X̃2 + Z2

)

(2.189)
Положим Vh := Uh + ρb{−zh, 0} с ρb = β0

12ζ2
b
, σb := 2β0ρb. С помощью

оценок (2.188), (2.189) выводим

ah(Uh, Vh) ≥ min
(1

2
− 3ρbζ

2
b

β0

;
β0ρb

2σb

)(
|[U ]|2b + σbB

2
)
≥ 1

4
‖|Uh‖|2b . (2.190)
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Боле того, используя (2.185), получаем

‖|(−zh, 0)‖|2b = ν‖∇zh‖2 + α‖zh‖2 +
∑

τ

(
δτ‖a · ∇zh‖2

τ + ξτ‖div zh‖2
τ

)

≤
(
ν + αC2

F + 2ξ
)
‖∇zh‖2 ≤ 2ζ2

b B
2.

По определению ρb и σb имеем 6ρ2
bζ

2
b ≤ 1

12
σb. Следовательно,

‖|Vh‖|2b ≤ 2
(
‖|Uh‖|2b + ρ2

b‖|(−zh, 0)‖|2b
)
≤ 13

6
‖|Uh‖|2b ,

что вместе с (2.190) дает (2.186) с βb = 1
4

√
6
13
. Наконец, заметим, что

параметр σb может быть выбран в соответствии с (2.187).
Оценка непрерывности для билинейной формы задается леммой 2.18.
Ниже оценка для ошибки стабилизированного метода конечных эле-

ментов Eh = {u− uh, p− ph} отличается от оценки из теоремы 2.13.

Теорема 2.14. Предположим масштабирование уравнений (2.124) та-
кое, что ‖a‖∞ = O(1). Предположим выполнение условие LBB устой-
чивости. Для метода конечных элементов (2.129) с параметрами

ξτ = ξ ∼ 1, δτ ∼ h2
τ/ξ, (2.191)

имеет место оценка для ошибки

‖|Eh‖|2b ≤ C
∑

τ

{
h2(k+1)

τ |p|2Hk+1(τ)+h2l
τ |u|2Hl+1(τ)

}
, C 6= C(ν, α, h). (2.192)

Доказательство. Пусть {ûh, p̂h} ∈ Wh – подходящий интерполянт для
{u, p}. Рассмотрим

{ηu, ηp} := {u− ûh, p− p̂h}, {χu, χp} := {ûh − uh, p̂h − ph}.
Условие ортогональности Галёркина (2.131) и (2.186) обеспечивает суще-
ствование Vh ∈ Wh такого, что

βb‖|χu, χp‖|b ‖|Vh‖|b ≤ ah({χu, χp}, Vh) = −ah({ηu, ηp}, Vh). (2.193)

Оценка (2.193) и лемма 2.18 с U = {ηu, ηp} влечёт

βb‖|χu, χp‖|b ≤ |[ηu, ηp]|b +
( ∑

τ

δτ‖ − ν∆ηu + αηu‖2
τ

) 1
2

+
( ∑

τ

2

ν + ξτ

‖ηp‖2
τ

) 1
2

+
( ∑

τ

δ−1
τ ‖ηu‖2

τ

) 1
2
.
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Неравенство треугольника ‖|Eh‖|b ≤ ‖|χu, χp‖|b+‖|ηu, ηp‖|b и стандартные
свойства интерполяции вместе с условием (2.185) дают

‖|Eh‖|2b ≤ C
∑

τ

{ (
δτ + h2

τ (ν + ξτ )
−1 + σbh

2
τ

)
h2k

τ |p|2Hk+1(τ) (2.194)

+
(
ν + αC2

F h2
τ + ξτ + δτ (a

2
τ +

ν2

h2
τ

+ α2h2
τ ) +

h2
τ

δτ

)
h2l

τ |u|2Hl+1(τ)

}
.

Так как для LBB устойчивых конечных элементов типично соотношение
l ≥ k + 1, то разумным выбором параметров является ξτ = ξ ∼ 1, δτ ∼
h2

τ/ξ. Оценка (2.194) влечёт

‖|Eh‖|2b ≤ C
∑

τ

{
(1+σb)h

2(k+1)
τ |p|2Hk+1(τ)+

(
ν+αh2

τ +ξ+h2
τa

2
τ

)
h2l

τ |u|2Hl+1(τ)

}
.

Замечая, что σb остаётся ограниченным относительно изменений ν и α
(при ‖a‖∞ ∼ 1), и выбирая h достаточно малым, получаем (2.192).

Формулы (2.191) для параметров в случае LBB-устойчивых элемен-
тов проще, чем соответствующие формулы для аппроксимаций одинако-
вого порядка по скорости и давления. Напомним, что в последнем случае
они имеют вид (w = 0):

δ̃τ =
δ0h

2
τ

ν(1 + Reτ + Dτ )
, ξ̃τ = ξ0ν(1 + Reτ + Dτ ) (2.195)

с Dτ = α h2
τν
−1. Если l = k ≥ 1, то порядок сходимости O(hk+ 1

2 ) имеет
место в норме |[·]|b. В случае доминирующей конвекции (Reτ ≥ 1) этот
результат известен [80, 135, 70, 177].

Более того, использование (2.195) для конечных элементов со степе-
нями многочленов l ≥ k+1 также приводит к оценке сходимости порядка
O(hk+ 1

2 ) относительно нормы ‖|·‖|b. Сравнивая с (2.192), можно заметить
потерю 1

2
в порядке сходимости. Этот эффект наблюдается и в числен-

ных экспериментах в разделе 2.6.4.
До сих пор мы не делали каких-либо предположений о зависимости

решения u, p от ν. Существующая теория регулярности решений уравне-
ний Навье-Стокса предполагает, что нормы ‖u‖l+1 и ‖p‖l имеют одина-
ковый порядок. Если это так, то пары конечных элементов со степенями
l ≥ k + 1 являются более подходящими, чем пары с одинаковыми степе-
нями l = k.
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2.6.4 Численная иллюстрация.

В этом разделе результаты о сходимости метода SUPG для уравнений
Осеена иллюстрированы результатами расчетов. Используется метод ко-
нечных элементов и LBB устойчивые пары Тейлора-Худа Pk+1/Pk на
неструктурированной триангуляции области Ω = (0, 1) × (0, 1). Далее
приведем результаты как для полностью стабилизированной схемы, так
и частично.

Рассмотрим два примера. Правая часть f и условия Дирихле на гра-
нице выбираются так, что решением задачи (2.124) являются функции:

P1: u(x) = (sin(πx1),−πx2 cos(πx1))
T , p(x) = sin(πx1) cos(πx2)

P2: u(x) =
(
1− h(x2, ν), 0

)T

, p(x) =
√

ν x1h(x2, ν)

с h(x2, ν) := exp −x2√
ν

+ exp −(1−x2)√
ν

. При этом a(x) := u(x) и α = 0.
Решение P1 не зависит от ν, в то время, как решение P2 от ν зави-

сит и имеет экпоненциальный погранслой при 0 < ν ¿ 1. Полунормы
решения P2, стоящие в правых частях оценок ошибки, зависят от ν сле-
дующим образом: |u|l+1 ∼ ν−

1
2
(l+ 1

2
), |p|k+1 ∼ ν−

1
2
(k+ 1

2
).

Сначала рассмотрим полностью стабилизированную схему для зада-
чи P1 и сравним численные результаты в норме ‖| · ‖|b с оценкой из
теоремы 2.14. Значения вязкости взяты ν = 10−2i, i ∈ {1, 2, 3, 4}, а зна-
чения параметров стабилизации такие, как в теоремы 2.14. Результаты,
показанные на рисунке 2.6 слева, подтверждают независимость оценки
от ν и теоретический порядок сходимости. Отметим, что пара элементов
P2/P1 дает значительно лучшие результаты, чем P1/P1, они сравнимы с
результатами для P2/P2.

Для сравнения справа на рисунке 2.6 показаны результаты сходи-
мости в норме ‖| · ‖|b для стандартного выбора параметров по формуле
(2.195). Обратим внимание на падение порядка сходимости в этом случае
на 1

2
. Результаты в других нормах обсуждаются далее.
Для схемы с частичной стабилизацией результаты расчетов для за-

дачи P1 в норме ‖| · ‖|a визуально совпадали с результатами для схемы
с полной стабилизацией в норме ‖| · ‖|b и таким образом подтверждали
оценки сходимости, полученные в теореме 2.12.

Далее приводятся результаты сходимости для задачи P1 и схем с
полной и частичной стабилизацией в нормах, не зависящих от парамет-
ров: ‖u−uh‖, |u−uh|1, ‖p− ph‖. Результаты даны на рисунках 2.7-2.9.
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Рис. 2.6: Полностью стабилизированный метод для P1. Слева: Выбор
параметров (2.191) для P2/P1 (сплошная линия), P4/P3 (прерывистая
линия). Справа: Выбор параметров (2.195) для P2/P1 (сплошная линия),
P4/P3 (прерывистая линия).
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Рис. 2.7: Полностью (слева) и частично (справа) стабилизированный ме-
тод для P1 с P2/P1 (сплошная линия) и P4/P3 (прерывистая лини): Схо-
димость ‖u− uh‖. Выбор параметров (2.191)
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Рис. 2.8: Полностью (слева) и частично (справа) стабилизированный ме-
тод для P1 с P2/P1 (сплошная линия) и P4/P3 (прерывистая лини): Схо-
димость ‖∇(u− uh)‖. Выбор параметров (2.191)

Относительно результатов на рисунках 2.7-2.9 заметим, что, во-первых,
схемы с полной и частично стабилизацией дают практически одинаковые
результаты. Во-вторых, наблюдается сходимость порядка hk+1 в норме
‖u− uh‖, не доказанная нами в работе.

Аналогичные вычисления были проведены с параметрами стабилиза-
ции, как в (2.195). В этих экспериментах наблюдалось сокращение на 1

2

порядка сходимости скоростей в тех же нормах.
Для задачи P2, решение которой зависит от ν, теоретический поря-

док сходимости наблюдается лишь для достаточно малых h: h ≤ c
√

ν.
Теорема 2.14 для элементов Pk+1/Pk даёт оценку

‖|Eh‖|b ≤ Cν−
1
4 (hν−

1
2 )k+1.

В численных экспериментах норма ‖|Eh‖|b остается равномерно ограни-
ченной по ν, см. рис. 2.10 (слева). Схема с частичной стабилизацией
показывает аналогичные результаты, рис. 2.10 (справа).

Если рассмотреть поточечную сходимость в скорости (рис. 2.11), то
стабилизированные схемы существенно подавляют паразитические ос-
цилляции, которые в методе Галёркина наблюдаются во всей области
(если h не достаточно мало). Для стабилизированного метода решение
хорошо приближено вне погранслоя. В районе погранслоя наблюдаются
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ограниченные осцилляции. Хорошо известным фактом является, то что
осцилляции около погранслоя быстро угасают с увеличением k. Этот эф-
фект виден на рис. 2.11.

До сих пор мы проводили эксперименты для системы Осеена и α =
0. Рассмотрим зависимость ошибки от параметра α. Вычисления были
проведены для задачи P1 с α ∈ [10−3, 103] и фиксированным hmax = 1

16
.

Правую часть системы мы брали равной f + αa, т.е. решение оставалось
тем же самым. Рассматривая норму ‖| · ‖|a, мы видим на рисунке 2.12
картину универсальной сходимости относительно α → 0 и вплоть до
умеренных значений. Это подтверждает сделанное предположение, что
результат теоремы 2.12 может быть обобщен на случай α → 0.

Изучим вопрос о чувствительности стабилизированных схем к подбо-
ру констант в параметрах стабилизации. Значения параметров согласно
формулам (2.191) или (2.165) зависят только от конкретного выбора од-
ного параметра ξ. На рисунке 2.13 показана ошибка в норме ‖| · ‖|b для
примера P1 и hmax = 1

32
при использовании параметров ξτ = ξ = ξ0, δτ =

h2
τ/ξ0. Значение ξ0 изменялось. Из данных результатов можно сделать

вывод, что выбор (2.191) не прихотлив к выбору конкретных констант в
формулах для параметров. Этого нельзя сказать про выбор (2.195), см.,
например, [150].

Отдельно отметим, что для элементов со степенями многочленов l ≥
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(низ).

k + 1 роль ∇div стабилизации становится больше, чем для элементов
одинаковых степеней. Как и в случае задачи Стокса такая стабилиза-
ция служит для подавления неустойчивости, происходящей из большого
значения градиента в уравнении моментов в (2.124).

2.7 Система Навье-Стокса.

2.7.1 Пример дискретизации.

Стабилизированные схемы для системы Осеена естественным образом
обобщаются на нелинейную задачу Навье-Стокса. В этом случае пара-
метры стабилизации могут зависеть от решения. Так, например, метод
конечных элементов для уравнения Навье-Стокса в конвективной форме
имеет вид:

ν(∇uh,∇vh) + (uh · ∇uh,vh)− (ph, div vh) + (qh, div uh)

+
∑
τ∈Th

σ(τ,uh)(−ν∆uh + uh·∇uh +∇ph − f ,uh·∇vh + δ∇qh)τ

+ξ(div uh, div vh) = (f ,vh), ∀vh ∈ Vh, qh ∈ Qh, δ = {0, 1}.
(2.196)

Анализ стабилизированных методов конечных элементов для нелиней-
ных уравнений очень техничен. Автору, пожалуй, известна только ра-
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боты [44, 97], где анализируются схемы со стабилизацией давления для
уравнений Навье-Стокса. В данном разделе стабилизированные схемы
из предыдущего раздела будут испробованы для численного решения
уравнений Навье-Стокса.

2.7.2 Примеры расчетов.

Задача о движущейся каверне

Одной из стандартных задач для тестирования численных методов для
уравнений Навье-Стокса является задача о движущейся каверне. Урав-
нения (1.145) рассматриваются в области Ω = (0, 1)2 с правой частью
f = (0, 0)T и краевыми условиями: u|∂Ω = (1, 0)T , если x2 = 1 и u|∂Ω =
(0, 0)T , если x2 < 1. Задача считается достаточно простой. Однако, име-
ет некоторые особенности. Во-первых, сингулярность решения в верхних
углах, в силу разрывных краевых условий. Границы втекания и вытека-
ния отсутствуют. Поле скоростей имеет внутренние слои при больших
числах Рейнольдса. В литературе имеется много работ для сравнения,
где приводятся результаты расчетов для различных методов дискрети-
зации, в том числе для метода конечных элементов. Типичными числами
Рейнольдса, для которых можно найти результаты расчетов, являются
Re ∈ {100, 400, 1.000, 3.200, 5000, 7.500, 10.000}. Для данной конфигура-
ции численно найдена первая точка бифуркации Хопфа: Re ≈ 8.018, см.
[28].

В этом параграфе приведены отдельные результаты расчетов для
Re = 400, 1000, 5000, 7200 для стабилизированного метода конечных эле-
ментов с различными аппроксимациями поля скоростей и давления. От-
метим следующие особенности и выводы.

• Стабилизированные методы конечных элементов высокого порядка
на достаточно грубой сетке дают сравнимые результаты с методом
конечных разностей на существенно более мелкой сетке (табл. 2.7.2,
2.7.2).

• Добавление ∇div стабилизации улучшает решение (табл. 2.7). Од-
нако, для данной конфигурации ∇div стабилизация более важна
при использовании вихревой формы уравнения (см. рис. 2.14). Дан-
ный эффект связан с тем, что градиент давления Бернулли играет
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Таблица 2.7: Положения центра и макс. значения ф. тока главного вихря,
Re = 400, конвективная форма, P2isoP1/P0. ξ – параметр ∇div стабили-
зации

h = 1/32 h = 1/128 Ref. [83]
значение ξ

0 0.2 1.0 0.2
φ(x, y) -0.0896 -0.0974 -0.0857 -0.1102 -0.1139
x 0.578 0.562 0.594 0.559 0.555
y 0.625 0.609 0.625 0.607 0.606

более важную роль в уравнении моментов для данной задачи, чем
градиент кинематического давления (см. рис. 2.15).

• Для вихревой формы необходимость первого стабилизирующего
члена не обнаружена, т.е. σ(τ,uh) = 0 для вихревой формы яв-
лялось наилучшим выбором.

• Точность решений (при правильной стабилизации) у вихревой и
конвективной форм сравнимы. В частности, для рассмотренного
далее случая Re = 5000 и P2isoP1/P0 конечных элементов вихревая
форма дает немного более точное решение.

• Для конвективной формы и конечных элементов высокого порядка,
т.е P2/P1 и P4/P3, полностью и частично стабилизированные схемы
дают практически одинаковые результаты (табл. 2.7.2, 2.7.2).

Оговоримся: нельзя исключать, что при расчете других течений числен-
ные эксперименты могут показать отличные результаты в плане сравне-
ния различных форм системы и методов стабилизации. Далее расчеты
проводились еще для задачи “течение за ступенькой”. Они проводят к
схожим заключениям.

Задача о течении за ступенькой

Другим стандартным тестом для стационарных уравнений Навье-Стокса
является задача о течении в канале за ступенькой. На рисунке 2.17 пока-
зана, так называемая, “h:H =1:2” конфигурация, где H – высота канала,
h – высота ступеньки. На границе втекания Γin задаётся параболический
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Рис. 2.16: Избранные изолинии функции тока Re = 5000, h=1/256. По-
казаны изолинии со значениями, как в [83]. Слева решение для конвек-
тивной формы, полностью стаб. схема. Справа решение для вихревой
формы, добавлена только ∇div -стабилизация. Значение для изолинии a
в верхнем лево углу равно 5·10−4. Элементы P2isoP1/P0.

Источник Метод Ψ x1 x2

a)1 полн. стаб. схема FE P2/P1, hmax = 1/96 0.1177 0.5129 0.5337
a)2 част. стаб. схема FE P2/P1, hmax = 1/96 0.1176 0.5129 0.5337
b) част. стаб. схема FE P4/P3, hmax = 1/32 0.1151 0.5166 0.5310
c) Ref. [114] FD , h = 1/512 0.1153 0.5137 0.5321
d) Ref. [83] FD , h = 1/256 0.1200 0.5117 0.5322

Таблица 2.8: Движущаяся каверна при Re = 7.500. Положения центра и
макс. значения ф. тока главного вихря
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Источник/метод umin
1 xmin

2 umax
2 xmax

1 umin
2 xmin

1

a)1 полн. стаб. P2/P1, h = 1/96 −0.4322 0.0620 0.4343 0.0685 −0.5535 0.9638
a)2 част. стаб. P2/P1, h = 1/96 −0.4322 0.0620 0.4343 0.0685 −0.5535 0.9638
b) част. стаб. P4/P3, h = 1/32 −0.4213 0.0628 0.4225 0.0694 −0.5396 0.9639
c) Ref. [114] FD, h = 1/512 −0.4266 0.0625 0.4274 0.0684 −0.5455 0.9648
d) Ref. [83] FD, h = 1/256 −0.4359 0.0625 0.4403 0.0703 −0.5522 0.9609

Таблица 2.9: Движущаяся каверна при Re = 7.500. Миним. значение
u1(0.5, x2), миним. и макс. значение u2(x1, 0.5)
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Рис. 2.17: Конфигурация задачи о течении за ступенькой.
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профиль скорости (условия Дирихле). На границе вытекания Γout, как
правило, задаются естественные краевые условия (заметим, что условия
Дирихле на границе вытекания имеют выраженное влияние вверх по
течению, см., например, [182]). В случае метода конечных элементов ти-
пичным выбором являются краевые условия “do-nothing” [61], которые
для сильной формы записи уравнений соответствуют равенству нулю
тензора напряжений на границе. На остальной границе области задают-
ся нулевые краевые условия на вектор скорости.

Характерная скорость задаётся, как

U =
1

|H − h|
∫

Γin

u1(−2, y) dy.

Число Рейнольдса, как Re = U H
ν
. Большое количество результатов чис-

ленных экспериментов можно найти в литературе. Для трехмерной зада-
чи известны также экспериментальные данные [27]. Известно, что двух-
мерное стационарное течение остаётся устойчивым, по крайней мере, до
значения числа Рейнольдса равного 800 [88].

Общая структура решения показана на рисунке 2.18. Характерными
значениями при сравнении результатов расчетов различными методами
являются: координаты центра нижнего вихря, x- координата “reattach-
ment” точки для нижнего вихря (т.е. точки на нижней стенке канала, где
нулевая линия тока достигает границы), левая и правая точка отделения
для верхнего вихря.

Расчеты течения за ступенькой мы проводили только для конвектив-
ной формы уравнений. Причиной являлось то, что естественные краевые
условия на границе вытекания не подходят при использовании вариаци-
онной формулировки, основанной на вихревой форме записи уравнения.
Соответствующие краевые условия для сильной (классической) форму-
лировки не выполняются для течения Пуазеля. Мы не ставили целью в
данной работе найти подходящие краевые условия на границе вытекания
для вихревой формы.

Результаты расчетов показаны в таблице 2.10. Сетка при расчетах ме-
тодом конечных элементов бралась (квази)равномерной. Сравнение да-
ется с результатами других авторов, полученными методом конечных
разностей на равномерной сетке [82], методом конечных разностей на
сетке со сгущением (всего около 280000 неизвестных) и экстраполяцией
по Ричердсону в [114], и спектральным методом в [102]. Нестабилизиро-
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Рис. 2.18: Течение за ступенькой при Re = 800, h=1/64. Избранные линии
тока и равномерно распределенные на [-1,0] изолинии кинематического
давления. Полностью стабилизированный метод для конвективной фор-
мы. P2isoP1/P0.

ванный метод конечных элементов (результаты в таблице не показаны)
даёт худшую точность.

2.8 Выводы

В этой главе были рассмотрены методы конечных элементов для уравне-
ний и систем уравнений в частных производных, представленных в гла-
ве 1. Как уже отмечалось, эти уравнения возникают, в частности, в при-
ложениях, связанных с моделированием движения жидкостей и газов,
и имеют особенности при стремлении некоторых физических или чис-
ленных параметров к своим критическим значениям. Используя априор-
ные оценки предыдущей главы, выше были доказаны оценки сходимости
для конечно-элементных решений, в которых особое внимание уделено
не только зависимости от значения параметра разбиения h, но и зависи-
мости “констант” от других параметров, характеризующих задачу. Более
того, в тех случаях, когда стандартный метод Галеркина конечных эле-
ментов известен как неустойчивый, были рассмотрены стабилизирован-
ные методы конечных элементов. Часть доказанных оценок будет необ-
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Источник Метод (xc, yc) r1 r2 r3

Полн. стаб. FE P2/P1, hmax = 1/32 (3.40, 0.30) 6.10 4.86 10.48
Част. стаб. FE P2/P1, hmax = 1/32 (3.40, 0.30) 6.10 4.86 10.48
Полн. стаб. FE P2isoP1/P0, h = 1/64 (3.32, 0.30) 5.94 4.85 10.21
Ref. [82] FD, hmax = 1/40 (3.35, 0.30) 6.10 4.85 10.48
Ref. [114] FD, Extrapol. (3.40, 0.30) 6.09 4.82 10.47
Ref. [102] Spectr. element (3.39, 0.31) 6.10 4.85 10.48

Таблица 2.10: Численные результаты расчетов течения за ступенькой при
Re = 800. (xc, yc) – координаты центра нижнего вихря, r1 – координата
“reattachment” точки для нижнего вихря, r2 – левая точка отделения для
верхнего вихря , r3 – правая точка отделения для верхнего вихря.

ходима в следующей главе для доказательства свойства аппроксимации
в теории многосеточных методов. Для задач седлового типа были доказа-
ны равномерные по соответствующим параметрам и шагу сетки условия
устойчивости типа inf-sup неравенств. Эти оценки послужат далее для
обоснования универсальности по параметрам блочных переобуславлива-
телей для соответствующих матриц систем алгебраических уравнений.
Теоретические результаты главы проиллюстрированы данными числен-
ных экспериментов.



Глава 3

Анализ итерационных методов

3.1 Многосеточные методы
Предположим, что задана система вложенных конечно-элементных про-
странств

V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vk ⊂ · · · ⊂ Vl ⊂ H1
0(Ω)

с регулярным1 измельчением сетки и кусочно-полиномиальными, степе-
ни не выше r, функциями vk ∈ Vk. Предположим, что соответствующий
параметр дискретизации удовлетворяет условию:

c02
−k ≤ hk

h0

≤ c12
−k,

c0, c1 не зависят от k.
В пространстве Vk рассмотрим стандартный нодальный базис {φi}

для 1 ≤ i ≤ Nk и изоморфизм между пространством конечно-элементных
функций и пространством коэффициентов:

Pk : Xk := RNk → Vk, Pkx =

Nk∑
i=1

xiφi.

На Xk мы используем скалярное произведение с весом

〈x, y〉k = hd
k

Nk∑
i=1

xiyi для Ω ⊂ Rd

1Оценка снизу на наименьший угол триангуляции является равномерной относи-
тельно k.

185
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и соответствующую ему норму ‖·‖. Сопряжённый оператор P ∗
k : Vk → Xk

задаётся равенством (Pkx, v) = 〈x, P ∗
k v〉k для всех x ∈ Xk, v ∈ Vk. Имеет

место эквивалентность нормировок:

C−1‖x‖ ≤ ‖Pkx‖ ≤ C‖x‖ ∀ x ∈ Xk, (3.1)

с константой C, не зависящей от k. Матрицу жесткости на сеточном
уровне k обозначим Ak. В большинстве рассматривемых далее методах
(но не во всех!) Ak определяется из соотношения:

〈Akx, y〉k = a(Pkx, Pky) ∀ x, y ∈ Xk. (3.2)

Операторы проекции и продолжения в многосеточном методе всегда бу-
дут выбираться каноническим образом:

pk : Xk−1 → Xk, pk = P−1
k Pk−1

rk : Xk → Xk−1, rk = P ∗
k−1(P

∗
k )−1 =

(
hk

hk−1

)d

pT
k .

(3.3)

Последняя компонента многосеточного метода - это сглаживающие
итерации на каждом уровне. Пусть Wk : Xk → Xk – обратимые матрицы.
Мы рассматриваем сглаживающие итерации вида

xnew = xold −W−1
k (Akx

old − b), для xold, b ∈ Xk

с матрицей итерации
Sk = I −W−1

k Ak. (3.4)

При данных натуральных ν и µ, число пред-сглаживающих и пост-
сглаживающих итераций на каждом уровне, и ξ, число рекурсивных вы-
зовов метода на каждом сеточном уровне (кроме 0-ого), одна итерация
многосеточного метода решения системы Alz = f определяется рекурсив-
ной процедурой znew = MGM(l, zold, f). Здесь zold – начальной приближе-
ние к z, znew – полученное новое приближение. Сама процедура описана
ниже.
z̄ = MGM(k, z, b){
Если k = 0, то
0. z̄ = A−1

0 b (точное решение на самой грубой сетке), далее выход из проце-
дуры;
Иначе (k > 0)
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1. z0 = z, zi+1 = zi−W−1
k (Akz

i−b), i = 0, . . . , ν−1 (ν пред-сглаживаний);

2. d = r(Akz
ν − b) (проектирование невязки на грубую сетку);

3. y0 = 0 (начальное приближение к ошибке);

4. Выполняем yi+1 = MGM(k − 1, yi, d) для i = 0, . . . , γ − 1
(γ итераций многосеточного метода на грубой сетке)

5. z0 = zν − p yγ (коррекция с грубой сетки)

6. zi+1 = zi −W−1
k (Akz

i − b), i = 0, . . . , µ− 1 (µ пост-сглаживаний);

7. z̄ = zµ

}
Одно выполнение процедуры znew = MGM(l, zold, f) является одной

итерацией многосеточного метода. Всего выполняют заданное количе-
ство итераций или пока норма невязки ‖Ahz

new − f‖ не станет меньше
заданного ε.
Пример итераций:
1. zold = 0;
2. Пока ‖Ahz

old − f‖ ≥ ε выполнять: znew = MGM(l, zold, f), zold = znew.
Практика показала, что разумно выбирать γ = 1 или γ = 2. При

γ = 1 одна итерация метода получила название V-цикл, а при γ = 2
W-цикл.

Матрица итераций многосеточного метода записывается с помощью
рекурсивного соотношения (см., например, [94]):

M0(ν, µ) = 0,

Mk(ν, µ) = Sν
k

(
I − pk(I −Mγ

k−1)A
−1
k−1rkAk

)
Sµ

k , k = 1, 2, . . . .

3.1.1 Вспомогательные леммы для свойства сглажи-
вания

В ведении обсуждалось, что "свойство сглаживания", необходимое для
доказательства сходимости многосеточного метода, представляет из себя
специальную оценку на норму матрицы сглаживающих итераций. Для
проверки этого свойства нам понадобится ряд простых лемм из линей-
ной алгебры. В симметричном случае стандартным инструментом для
проверки свойства сглаживания является:
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Лемма 3.1 ([93]). Пусть матрица B такая, что 0 ≤ B = BT ≤ I,
тогда

‖B(I −B)ν‖ ≤ 1

e(1 + ν)
∀ ν ≥ 0. (3.5)

Напомним, что сглаживания в многосеточном методе имеют вид ба-
зовых итераций:

W (xi+1 − xi) = b− A xi, i = 0, 1, 2, . . . . (3.6)

Следующая лемма показывает, что если матрица W подобрана удачно
(т.е. норма матрицы A−W мала), то константа из свойства сглаживания,
“спрятанная” в соотношении η(ν) = O(ν−1), для функции η, (см. стр. 13),
убывает пропорционально ‖A−W‖.
Лемма 3.2 ([158]). Пусть A = AT > 0, W = W T > 0, рассмотрим
разложение A = W −N и матрицу итераций S = I −W−1A = W−1N .
Предположим, что для некоторых α > 2 и δ > 0 выполнено

A + αN ≥ 0, (3.7)
‖N‖ ≤ δ, (3.8)
‖S‖ ≤ Cs, (3.9)

тогда

‖ASν‖ ≤ Csδ max

{
1

ν − 1
, (1 +

1

α− 1
)(α− 1)2−ν

}
ν = 2, 3, . . . . (3.10)

В случае, если A или W– несимметричные матрицы, то леммы 3.1
и 3.2 не подходят, для проверки слаживающего свойства базовых итера-
ций. Так обстоят дела, если для сглаживаний, например, используется
метод Гаусса - Зейделя (не симметричный) или метод SOR.

В несимметричном случае подходящим инструментом может служить
следующая лемма и следствие из нее.

Лемма 3.3 ([130]). Пусть для матрицы B ∈ Rn×n выполнено ‖B‖ ≤ 1
в некоторой операторной норме. Тогда в той же норме справедливо

‖(I −B)(I + B)ν‖ ≤ 2ν+1

√
2

πν
, ν = 1, 2, 3, . . . . (3.11)
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Доказательство леммы можно также прочесть в [131, 94]. Следствием
леммы является теорема, устанавливающая сглаживающее свойство для
итерационного метода (3.6) с матрицей итераций

S = I −W−1A.

Полагая в лемме 3.3 B = I − 2W−1A и проверяя, что при таком выборе

‖ASν‖ =

(
1

2

)ν+1

‖W (I −B)(I + B)ν‖,
получаем следующую теорему.

Теорема 3.1. Предположим, что в некоторой норме выполнено

‖I − 2W−1A‖ ≤ 1 (3.12)
‖W‖ ≤ C‖A‖, (3.13)

тогда справедливо сглаживающее свойство

‖ASν‖ ≤ C

√
2

πν
‖A‖. (3.14)

Нам понадобится еще один простой результат о сходимости базового
итерационного метода.

Лемма 3.4. Рассмотрим матрицы C,A, W ∈ Rn×n, причём C – сим-
метричная положительно определённая. Предположим существование
констант c0 > 0, c1 таких, что

c0〈Ay, Ay〉C ≤ 〈Wy,Wy〉C ≤ c1〈Wy, Ay〉C ∀ y ∈ Rn. (3.15)

Тогда с произвольным d ∈ [0, 1] имеют место оценки

‖I − α
c0

c1

AW−1‖C ≤
√

1− d
c0

c2
1

если 1−
√

1− d ≤ α ≤ 1 +
√

1− d

Доказательство. Пусть D := AW−1. Из (3.15) получаем

〈Dy, y〉C ≥ c−1
1 〈y, y〉C , 〈Dy, Dy〉C ≤ c−1

0 〈y, y〉C ∀ y

Заметим, что

‖(I − α
c0

c1

AW−1)y‖2
C = 〈y, y〉C − 2α

c0

c1

〈Dy, y〉C + α2 c2
0

c2
1

〈Dy, Dy〉C

≤ (
1− 2α

c0

c2
1

+ α2 c0

c2
1

)‖y‖2
C =

(
1− (2α− α2)

c0

c2
1

)‖y‖2
C

и 2α− α2 ≥ d если 1−√1− d ≤ α ≤ 1 +
√

1− d.



190 Глава 3. Анализ итерационных методов

3.2 Уравнения реакции-диффузии.
Для нахождения решения системы (2.4) рассмотрим V- и W-циклы мно-
госеточного метода. Матрица жёсткости на каждом уровне задаётся со-
отношением (3.2). Докажем простую лемму.

Лемма 3.5. Пусть Ak – матрица жёсткости из (3.2) для билинейной
формы из (2.4) и Dk := diag(Ak). Неравенства

c1(
ε

h2
k

+ 1) ≤ ‖Ak‖ ≤ c2(
ε

h2
k

+ 1) (3.16)

‖D−1
k ‖ ≤ c3

‖Ak‖ (3.17)

выполняются с константами ci > 0, не зависящими от ε и k.

Доказательство. Пусть ei – i-ый базисный вектор из Xk. Тогда

(Ak)ii =
< Akei, ei >k

< ei, ei >k

= h−d
k a(φi, φi)

≥ h−d
k (ε|φi|21 + d0‖φi‖2) ≥ c1(

ε

h2
k

+ 1)
(3.18)

с константой c1, не зависящей от ε и k. Оценка снизу в (3.16) следует из
(3.18) и ‖Ak‖ ≥ (Ak)ii. Используя обратное неравенство, мы получаем

< Akx, x >k = a(Pkx, Pkx) ≤ ε|Pkx|21 + d1‖Pkx‖2

≤ c(
ε

h2
k

+ 1)‖Pkx‖2 ≤ c2(
ε

h2
k

+ 1)‖x‖2 ,

следовательно, оценка сверху в (3.16) имеет место. Благодаря (3.18) и
(3.16) получаем

‖D−1
k ‖ = (min

i
(Ak)ii)

−1 ≤ c−1
1 (

ε

h2
k

+ 1)−1 ≤ c2

c1

‖Ak‖−1,

что доказывает оценку в (3.17).

3.2.1 Свойство аппроксимации.

Далее в главе под термином "свойство аппроксимации"понимаются спе-
циальные оценки нормы разности для матриц A−1

k и A−1
k−1 (см. стр. 13).

Эти оценки базируются на теоремах о сходимости метода конечных эле-
ментов из предыдущей главы.
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Теорема 3.2. Пусть Ak – матрица жёсткости из (3.2) для билинейной
формы из (2.4) и pk, rk – операторы продолжения и проекции, как в (3.3).
Выполняются следующие оценки с константой c, не зависящей от ε и
k:

‖A−1
k − pkA

−1
k−1rk‖ ≤ c min

{
1,

h2
k

ε

}
≤ c‖Ak‖−1

Доказательство. Возмём yk ∈ Xk. Константы c, которые появляются
в доказательстве, не зависят от yk, k или ε. Пусть w ∈ V, wk ∈ Vk, и
wk−1 ∈ Vk−1 такие, что

a(w, v) = ((P ∗
k )−1yk, v) ∀ v ∈ V,

a(wk, v) = ((P ∗
k )−1yk, v) ∀ v ∈ Vk,

a(wk−1, v) = ((P ∗
k )−1yk, v) ∀ v ∈ Vk−1.

Полагая f = (P ∗
k )−1yk ∈ L2(Ω) в лемме 2.1, мы получаем

‖w − wl‖ ≤ c min

{
1,

h2
l

ε

}
‖(P ∗

k )−1yk‖ для l ∈ {k − 1, k}.

В силу hk−1 ≤ chk это влечёт

‖wk − wk−1‖ ≤ c min

{
1,

h2
k

ε

}
‖(P ∗

k )−1yk‖.

Из (3.2) и (3.3) следует, что wk = PkA
−1
k yk и wk−1 = Pk−1A

−1
k−1rkyk. Таким

образом, используя (3.1), получаем

‖(A−1
k − pkA

−1
k−1rk)yk‖ ≤ c‖PkA

−1
k yk − Pk−1A

−1
k−1rkyk‖ = c‖wk − wk−1‖

≤ c min

{
1,

h2
k

ε

}
‖(P ∗

k )−1yk‖

≤ c min

{
1,

h2
k

ε

}
‖yk‖,

что доказывает первое неравенство из утверждения теоремы. Второе
неравенство следует из леммы 3.5 и min{1, α} ≤ 2(1 + 1

α
)−1 для α > 0.
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3.2.2 Свойство сглаживания для базовых итераций.

В качестве сглаживаний рассмотрим метод Якоби (с параметром) и сим-
метричный метод Гаусса-Зейделя. Если мы разложим Ak, как Ak = Dk−
Lk − LT

k , где Dk – диагональная часть, Lk – строго нижне-треугольная.
Матрица итераций этих сглаживаний имеет вид (3.4), где

Wk = ω−1Dk, ω ∈ (0, 1), и Wk = (Dk − Lk)D
−1
k (Dk − LT

k ).

Из леммы 3.5 мы получаем ‖D−1
k Ak‖ ≤ ‖D−1

k ‖‖Ak‖ ≤ c3. В методе Якоби
мы выбираем некоторое ω ≤ 1 (0 < ω ≤ 1

c3
), ω не зависит от ε и k такое,

что выполнено ρ(ωD−1
k Ak) ≤ 1. Заметим, что в случае симметричного

метода Гаусса-Зейделя

Wk = (Dk − Lk)D
−1
k (Dk − LT

k ) = Ak + LkD
−1
k LT

k ≥ Ak .

Следовательно, как в случае метода Якоби, так и симметричного метода
Гаусса-Зейделя, получаем

σ(W−1
k Ak) ⊂ (0, 1]. (3.19)

Лемма 3.6. Как для метода Якоби, так и для симметричного метода
Гаусса-Зейделя неравенство

‖Wk‖ ≤ c‖Ak‖
выполняется с константой c, не зависящей от ε и k.

Доказательство. Для метода Якоби результат леммы прямое следствие
неравенства ‖Dk‖ ≤ ‖Ak‖. Для симметричного метода Гаусса-Зейделя
мы используем факт, что в каждой строке матрицы жёсткости количе-
ство ненулевых элементах ограничено константой, не зависящей от k, и
получаем

‖Lk‖2 ≤ ‖Lk‖1‖Lk‖∞ =

(
max

j

n∑
i=j+1

|(Ak)ij|
)(

max
i

i−1∑
j=1

|(Ak)ij|
)

≤ c max
i,j

(Ak)
2
ij ≤ c‖Ak‖2 ,

Следовательно, в силу леммы 3.5, имеем

‖Wk‖ = ‖Ak + LkD
−1
k LT

k ‖ ≤ ‖Ak‖+ ‖Lk‖2‖D−1
k ‖ ≤ c‖Ak‖ .
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Теорема 3.3. Как в случае метода Якоби, так и симметричного мето-
да Гаусса-Зейделя, выполняется следующее неравенство с константой
c, не зависящей от k, ε и ν:

‖AkS
ν
k‖ ≤ c

1

ν + 1
‖Ak‖ , ν = 1, 2, . . . . (3.20)

Доказательство. Обозначим B := W
− 1

2
k AkW

− 1
2

k . Заметим, что B сим-
метрична и σ(B) ⊂ (0, 1]. Более того

‖AkS
ν
k‖ = ‖W

1
2

k B(I −B)νW
1
2

k ‖ ≤ ‖Wk‖‖B(I −B)ν‖.
Теперь, чтобы получить (3.20) применяем леммы 3.6 и 3.1.

3.2.3 Универсальная сходимость V- и W-циклов.

Следствие 3.1. Теорема 3.2 и лемма 3.6 влекут

‖W
1
2

k (A−1
k − pkA

−1
k−1rk)W

1
2

k ‖ ≤ CA (3.21)

с константой CA, не зависящей от ε и k.

Следствие 3.2. Для матрицы итераций двухсеточного метода с µ = 0
свойства сглаживания и аппроксимации влекут

‖(I − pkA
−1
k−1rkAk)S

ν
k‖ ≤

CT

ν + 1
(3.22)

с константой CT , не зависящей от ε и k.

Теперь теорема 10.6.25 из [94] может быть применена и влечёт следу-
ющий результат

Теорема 3.4. Для любого ψ ∈ (0, 1) существует ν0 > 0, не зависящее
от k и ε, такое, что для матрицы итераций W-цикла со сглаживания-
ми Якоби с параметром и симметричными Гаусса-Зейделя справедливо

‖Mk(ν, 0)‖ ≤ ψ ∀ ν ≥ ν0.

Для анализа V-цикла многосеточного метода используется энергети-
ческая норма: ‖x‖Ak

= 〈Akx, x〉k, x ∈ Xk. Благодаря следствию 3.1, (3.19)
и теореме 10.7.15 из [94] мы имеем следующий результат о сходимости
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Теорема 3.5. Для матрицы итераций V-цикла со сглаживаниями Яко-
би с параметром и симметричными Гаусса-Зейделя справедливо

‖Mk

(ν

2
,
ν

2

)
‖Ak

≤ CA

CA + ν
, ν = 2, 4, . . .

с константой CA из (3.21).

Результаты теоремы 3.4 и теоремы 3.5 доказывают универсальность
многосеточного метода относительно параметров дискретизации hk и
диффузии ε.

3.3 Уравнения конвекции-диффузии.
В этой главе будет описан многосеточный метод для решения системы
вида Akx = b с матрицей жесткости Ak из раздела 2.2.2 и приведён
анализ сходимости метода.

Нам понадобится определение подобласти Ω2E
k у границы вытекания:

Ω2E
k := { (x, y) ∈ Ω | x > 1− 2α khk }. (3.23)

где целое положительное число α, не зависящее от k и ε, будет определено
позже.

Пусть Wk : Xk → Xk некоторая обратимая матрица. Рассмотрим сгла-
живания вида

xnew = Sk(x
old, b) = xold − ωW−1

k (Akx
old − b), для xold, b ∈ Xk. (3.24)

Матрицу сглаживающих итераций обозначим через

Sk = I − ωkW
−1
k Ak. (3.25)

По сравнению с определением (3.4) в определении (3.25) явно выделен
параметр релаксации ωk. В качестве Wk используем переобуславливатель
блочного типа:

Wk = 4
ε

h2
k

Φα + Φα Dx + A2E
k , (3.26)

где A2E
k – сужение оператора Ak на Ω2E

k (матрица A2E
k получается из мат-

рицы Ak заменой всех строк с номерами узлов из Ω \ Ω2E
k на нулевые),
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Φα – диагональная матрица, определенная в разделе 2.2.3 для вектора
{ϕξ

i} с ξ = 1− 2α k hk (положим Φα = 0, если ξ ≤ 0). Подходящий выбор
параметра ωk будет сделан позже. Матрица 4 ε

h2
k
Φα + Φα Dx – двухдиаго-

нальная, причем распадается на блоки. Вычисление W−1
k z для некото-

рого вектора z происходит следующим образом: сначала методом Гаусса
(прямой ход) вычисляются все значения в узлах сетки, принадлежащих
Ω \ Ω2E

k , потом, используя полученные недостающие значения на левой
границе Ω2E

k , в этой подобласти решается система с матрицей A2E
k + T ,

где T – сужение оператора 4 ε
h2

k
Φα + Φα Dx на Ω2E

k .
В случае условий Неймана на ΓE достаточно положить

Wk = 4
ε

h2
k

I + Dx

Замечание 3.1. При построении многосеточных методов для сингуляр-
но-возмущенных задач зачастую рекомендуется построение так называе-
мых универсальных сглаживаний (robust smoother). Такие сглаживания
должны становится точным методом для решения вырожденной задачи,
т.е., когда параметр ε стремится к нулю (см. [93], глава 10). Для итера-
ций (3.24) это означало бы, что Ak −Wk = O(ε) (константа в O может
зависеть от k).

Такие универсальные сглаживания известны для некоторых анизо-
тропных задач и используют блочные методы Якоби, Гаусса-Зейделя
или ILU-разложение. Их теоретический анализ может быть найден в
[144, 145, 158]. В случае, если задача конвекции-диффузии (1.10) или
(1.11) аппроксимируется с помощью конечных разностей против потока,
то, легко видеть, что блочный метод Якоби дает универсальные сглажи-
вания. Однако для аппроксимации по методу конечных элементов такие
блочные переобуславливатели не приводят к универсальным сглажива-
ниям. Это становится понятным при рассмотрении шаблона (2.31). При
ε → 0 первые два слагаемых дают блочную трех-диагональную мат-
рицу, но в третьем (конвективном) слагаемом связь в y-направлении не
исчезает. Поэтому не понятно, как для дискретизации методом конечных
элементов могут быть построены универсальные сглаживания.

При анализе многосеточного метода для задач типа реакции-диффу-
зии или анизотропных уравнений диффузии константа в свойстве ап-
проксимации обычно зависит от ε, как O(ε−1). Тогда эта зависимость
компенсируется множителем ε в свойстве сглаживания (см. [176, 178,



196 Глава 3. Анализ итерационных методов

144, 145, 158]). В данной работе мы не можем применить тот же при-
ем, так как универсальные сглаживания построить не удается. Вместо
этого мы используем другое разложение матрицы итераций, приводя-
щее к модифицированным, не зависящим от ε, свойствам сглаживания
и аппроксимации.

Замечание 3.2. Отметим следующие свойства предложенных сглажи-
ваний, которые, по-видимому, необходимы для обеспечения универсаль-
ной оценки на норму матрицы итераций многосеточного метода. Около
границ втекания и вытекания сглаживающие итерации быстро сходятся.
Происходит это за счёт постановки краевых условий на границе втека-
ния, которые переобуславливатель Wk учитывает. Наличие этих условий
обеспечивают быстрое затухание ошибки в небольшой области вниз по
течению. Около границы вытекания быстрое сокращение ошибки про-
исходит в силу наличия блока A2E

k в (3.24). Эти свойства найдут своё
математическое выражение в следствиях 3.3 и 3.4.

В качестве операторов перехода с сетки на сетку мы выбираем кано-
нические продолжение и проектор, определенные в 3.3. Обозначим через
k0 минимальное k такое, что Ω2E

k 6= Ω и рассмотрим W-цикл (см. проце-
дуру MGM в начале раздела 3.1 с γ = 2).

В целях анализа нам понадобится выбирать различные параметры
релаксации для пред- и постсглаживаний. Поэтому введем обозначения

Sk,pr := I − ωk,prW
−1
k Ak, Sk,po := I − ωk,poW

−1
k Ak.

Матрица итераций двухсеточного метода примет вид

Tk = Sνk
k,po(I − pkA

−1
k−1rkAk)S

µk

k,pr.

Матрица итераций многосеточного метода может быть записана с помо-
щью следующей рекурсии

Mmgm
k0

:= 0, Mmgm
k = Tk + Sνk

k,popk(M
mgm
k−1 )2A−1

k−1rkAkS
µk

k,pr, k > 1. (3.27)

Для анализа многосеточного метода понадобятся некоторые вспо-
могательные матрицы и утверждения. Напомним определение: J2E

k ∈
RNk×Nk – диагональная матрица такая, что (J2E

k )ii = 0, если узел с ин-
дексом i (в глобальной нумерации) лежит в Ω2E

k , иначе (J2E
k )ii = 1. В
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анализе метода важную роль также играет вспомогательная подобласть
ΩW

k около границы втекания, определенная в (2.52). Как и в разделе 2.2.3
для ΩW

k будем использовать функцию срезки. Определим диагональную
матрицу Φk следующим образом:

Φ̂k := diag(φξ
1, . . . , φ

ξ
nk

), Φk := Îk ⊗ Φ̂k , (3.28)

где φξ
i – функция срезки определенная в разделе 2.2.3 на стр. 107 с

ξ = 4khk. Для простоты обозначений мы не будем в дальнейшем пи-
сать индекс ξ в φξ

i . Диагональная матрица Φk является положительно
определенной (будем различать её с матрицей Φα из определения Wk).

Аналогично J2E
k определим проектор JE

k относительно подобласти

ΩE
k := {(x, y) ∈ Ω| x > 1− αkhk}.

Нам понадобится следующие свойства JE
k .

Лемма 3.7. Справедливы равенства

AkJ
E
k = JE

k Ak + IA (3.29)
WkJ

E
k = JE

k Wk + IW (3.30)

Для матриц IA и IW выполнены оценки

‖IAA−1
k ‖ ≤ cp, ‖IApA−1

k−1r‖ ≤ cp, (3.31)
‖IW A−1

k ‖ ≤ cp, ‖IW pA−1
k−1r‖ ≤ cp. (3.32)

Доказательство. Проверим равенство (3.29). Пользуясь определением
Ak, например в виде шаблона (2.31), легко проверить, что матрица IA

задаётся следующим образом. Для произвольного z ∈ Xk рассмотрим
y = IAz. Для компонент вектора y, соответствующим узлам на левой
границе ΩE

k , имеем
yi = c1zi+1 + c2zi+1+nk

,

причем c1, c2 ∼ h−1
k . Остальные компоненты y равны нулю.

Положим z = A−1
k f. Рассмотрим функцию z = Pkz ∈ Vk. Значения z

в узле (ihk, jhk) обозначается через zij Пусть i = nk + 1 − αk – индекс
узлов на левой границе ΩE

k . Справедливо

‖y‖2 ≤ c h−2
k

nk∑
j=1

h2
kz

2
ij.
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Теперь воспользуемся оценкой (2.51):

nk∑
j=1

h2
kz

2
ij ≤ c h2

k‖f‖2.

Суперпозиция последних двух неравенств даёт: ‖y‖ ≤ c ‖f‖, что по по-
строению y означает

‖IAA−1
k ‖ ≤ c.

Также получаем оценку

‖IApA−1
k−1r‖ ≤ c.

Далее рассмотрим вектор y = IW z, для которого дословно повторяются
рассуждения выше. Получаем

‖IW A−1
k ‖ ≤ c, ‖IW pA−1

k−1r‖ ≤ c.

Лемма 3.8. Справедливо равенство

(I − ωk,poAkW
−1
k )(I − JE

k ) = (1− ωk,po)(I − JE
k ) + Ψk, (3.33)

с некоторой матрицей Ψk такой, что ‖Ψk‖ ≤ c hsα
k , s > 0 – некоторая

абсолютная константа.

Доказательство. Для доказательства (3.33) заметим, что для произ-
вольного вектора z ∈ Xk справедливо

AkW
−1
k

(
I − JE

k

)
z = A2E

k W−1
k

(
I − JE

k

)
z.

Обозначим y = A2E
k W−1

k

(
I − JE

k

)
z, получаем из определения Wk:

y =
(
I − JE

k

)
z− Φα(4

ε

h2
+ Dx)W

−1
k

(
I − JE

k

)
z.

Обозначим
Ψk = Φα(4

ε

h2
+ Dx)W

−1
k

(
I − JE

k

)
.

Теперь, рассмотрим вектор z̃ = W−1
k

(
I − JE

k

)
z. Заметим, что компо-

ненты z̃, соответствующие узлам сетки в Ω \ ΩE
k , равны нулю.
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Вне подобласти

Ω
3E/2
k := {(x, y) ∈ Ω| x > 1− 3αk

2
hk}

в силу следствия 2.1 (η−ξ = α
2
khk) имеем ‖Dxz̃‖Ω\Ω3E/2

k
≤ c h

α
12
k ‖z‖, поэто-

му, используя неравенство Фридрихса в полосе шириной 1
2
α khk и нера-

венство ε ≤ 2hk для оценки ‖4 ε
h2 z̃‖, получаем

‖(4 ε

h2
+ Dx)z̃‖Ω\Ω3E/2

k
≤ c α k h

α
12
k ‖z‖.

В подобласти Ω
3E/2
k , благодаря малости элементов матрицы Φα, имеем

‖Φα(4
ε

h2
+ Dx)z̃‖Ω

3E/2
k

≤ c h
α
6
−1

k ‖z̃‖ ≤ c α k h
α
6
k ‖z‖.

Суммирование оценок в подобластях дают (3.33).

3.3.1 Свойство аппроксимации.

Теорема 3.6 (Модифицированное свойство аппроксимации). Су-
ществует константа c2, не зависящая от k и ε такая, что

‖JE
k Wk(A

−1
k − pkA

−1
k−1rk)(I − Φk)‖ ≤ c2 для k = 2, 3, . . . (3.34)

Доказательство. В многосеточном методе для систем, возникающих из
аппроксимации методом конечных элементов, доказательство свойства
аппроксимации обычно базируется на оценке для L2 нормы ошибки u−
uh. Подходящая оценка доказана в лемме 2.6. Однако в нашем случае
возникает дополнительная трудность – билинейная форма ak(·, ·) зави-
сит от стабилизирующей добавки, а следовательно, от номера уровня k.
Оценки для u− uh становится недостаточно. Поэтому далее будут дока-
заны вспомогательные леммы для преодоления этой трудности.
Введем пространство

V0
k := {vk ∈ Vk | vk(x) = 0 для всех x ∈ ΩW

k }

Пусть b ∈ Xk задано. Мы должны доказать оценку

‖JE
k Wk(A

−1
k − pkA

−1
k−1rk)(I − Φk)b‖ ≤ c‖b‖
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с константой c, не зависящей от k, ε и b. Положим

fk := (P ∗
k )−1(I − Φk)b.

Заметим, что fk ∈ V0
k. Для заданной fk определим, соответствующие

дискретные и непрерывные решения, как

uk ∈ Vk : ak(uk, vk) = (fk, vk) для всех vk ∈ Vk

u ∈ V : ak(u, v) = (fk, v) для всех v ∈ V
uk−1 ∈ Vk−1 : ak−1(uk−1, vk−1) = (fk, vk−1) для всех vk−1 ∈ Vk−1

ũ ∈ V : ak−1(ũ, v) = (fk, v) для всех v ∈ V
(3.35)

Из соотношения (2.34) следует, что равенство

‖vx‖Ω\ΩE
k

= ‖JE
k DxP

−1
k v‖ (3.36)

выполняется для всех v ∈ Vk. Используем определение Wk = 4 ε
h2

k
Φα +

Φα Dx + A2E
k . Напомним, что ‖Φk‖ ≤ 1. Получаем

‖JE
k Wk(A

−1
k − pkA

−1
k−1rk)(I − Φk)b‖

≤ c
ε

h2
k

‖JE
k (A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φk)b‖+ ‖JE

k DxA
−1
k (I − Φk)b‖

+‖JE
k DxpkA

−1
k−1rk(I − Φk)b‖

Продолжим оценку в силу определений (3.35) и соотношения (3.36):

‖JE
k Wk(A

−1
k − pkA

−1
k−1rk)(I − Φk)b‖

≤ c
( ε

h2
k

‖uk − uk−1‖Ω\ΩE
k

+ ‖(uk)x‖Ω\ΩE
k

+ ‖(uk−1)x‖Ω\ΩE
k

)

≤ c
( ε

h2
k

‖uk − uk−1‖int + ‖(uk)x‖int + ‖(uk−1)x‖int

)

≤ c
( ε

h2
k

(‖u− uk‖int + ‖ũ− uk−1‖int + ‖u− ũ‖int

)

+ ‖(uk)x‖int + ‖(uk−1)x‖int

)
(3.37)

Выше мы использовали вложение Ω \ ΩE
k ⊂ Ωint. Из следствия 2.2 полу-

чаем
‖(uk)x‖int + ‖(uk−1)x‖int ≤ c‖fk‖, (3.38)
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а лемма 2.6 влечет

‖uk − u‖int + ‖uk−1 − ũ‖int ≤ c
h2

k

ε
‖fk‖. (3.39)

Наконец, далее мы докажем лемму 3.10, из которой следует

‖u− ũ‖ ≤ c hk‖fk‖. (3.40)

Если мы подставим результаты (3.38),(3.39) и (3.40) в (3.37), мы получим

‖JE
k Wk(A

−1
k − pkA

−1
k−1rk)(I − Φk)b‖ ≤ c‖fk‖ ≤ c‖b‖.

Таким образом теорема 3.6 доказана.
Осталось доказать лемму 3.10. Для доказательства леммы 3.10 нам

понадобится ещё одна лемма.

Лемма 3.9. Пусть g ∈ H1(Ω), u(x, y) является решением задачи

−εuyy − εkuxx + ux = gx, u|∂Ω = 0. (3.41)

Пусть ω := {(x, y) ∈ Ω| x < 1− εk| ln εk|}, тогда выполнено

‖u‖int ≤ c

(
‖g‖L2(ω) +

√
hk‖g‖+ hk

(∫

ΓW

(ux)
2 dy

) 1
2

)
. (3.42)

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию

v(x, y) :=

∫ x

0

u(ξ, y) dξ.

Она удовлетворяет соотношению

−εvyy − εkvxx + vx = g + εk uW (3.43)

и краевым условиям v = 0 на ∂Ω \ ΓE, vx = 0 на ΓE. Здесь uW (x, y) =
ux(0, y) и

‖εk uW‖ = εk

(∫

ΓW

(ux)
2 dy

) 1
2

≤ 3

2
hk

(∫

ΓW

(ux)
2 dy

) 1
2

(3.44)
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Теперь оценка (3.42) эквивалентна неравенству

‖vx‖int ≤ c

(
(‖g‖L2(ω) +

√
hk‖g‖+ hk

(∫

ΓW

(ux)
2 dy

) 1
2

)
. (3.45)

Оценка (3.45) в свою очередь следует из (1.37) с p = 1
2
(замечание 1.1) и

(3.44). Лемма доказана.
С помощью этой леммы доказываем следующую лемму:

Лемма 3.10. Пусть u и ũ – непрерывные решения, определенные в
(3.35). Выполняется оценка

‖u− ũ‖int ≤ c hk‖fk‖. (3.46)

Доказательство. Разность e := u− ũ удовлетворяет уравнению

−εeyy − εkexx + ex = gx, e|∂Ω = 0 (3.47)

с g = −δ̄hkũx. Теперь применяем лемму 3.9. Получаем

‖e‖int ≤ c

(
‖g‖L2(ω) +

√
hk‖g‖+ hk

(∫

ΓW

(ex)
2 dy

) 1
2

)

≤ c hk

(
‖ũx‖L2(ω) +

√
hk ‖ũx‖+

(∫

ΓW

(ũx)
2 dy

) 1
2

+

(∫

ΓW

(ux)
2 dy

) 1
2

)

≤ c1 hk‖fk‖.

Здесь мы воспользовались (1.25), (1.37) с p = 0 и (1.34) с p = 1
2
(напом-

ним, что supp(fk) ⊂ Ω \ ΩW
k ). Лемма 3.10 доказана.

3.3.2 Свойство сглаживания.

Лемма 3.11. Существуют положительные константы α (см. (3.23))
и c1, не зависящие от k и ε, такие, что справедливо

WkA
−1
k ≥ c1I для k = 1, 2, . . . . (3.48)
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Доказательство. Напомним вид переобуславливателя Wk из сглажива-
ющих итераций, см. (3.26):

Wk = 4
ε

h2
k

Φα + Φα Dx + A2E
k .

Утверждение леммы эквивалентно оценке

〈Wkz, Akz〉 ≥ c ‖Akz‖2 ∀ z ∈ Xk. (3.49)

Нам понадобятся следующие оценки:

〈Akz, Φz〉 ≥ ε〈Ayz, z〉Φ − 9

4
Hε̄2

k〈Axz, z〉
≥ ε〈Ayz, z〉Φ − cHε̄k‖Akz‖2, (3.50)

〈Akz, Φ Dxz〉 ≥ c1‖Dxz‖2
Φ − cH‖Akz‖2. (3.51)

с некоторыми константами c1, c > 0. Неравенство (3.50) является след-
ствием (2.43) и (2.40), (3.51) следует из (2.33), а константа H опреде-
ляется на странице 107 (в данном случае 1 − ξ = 2α k hk – ширина об-
ласти Ω2E

k ). Непосредственными вычислениями проверяется оценка H <
8
27

h
α
2

ln2−1

k . Обозначим через A′
k матрицу проекции оператора Ak на подоб-

лость Ω′ = Ω\Ω2E
k и, как следствие, получим разложение Ak = A′

k +A2E
k ,

〈A′
kz, A

2E
k z〉 = 0 ∀ z. Выводим оценку:

‖Akz‖2 = ‖A′
kz‖2 + ‖A2E

k z‖2

(из (2.30)) ≤ 3ε2‖Ayz‖2
Ω′ + 3ε̄2

k‖Axz‖2
Ω′ + 3‖Dkz‖2

Ω′ + ‖A2E
k z‖2

Продолжим оценку, используя неравенства:

‖Axz‖Ω′ ≤ c h−1
k ‖Dxz‖Ω′+ , ‖Dkz‖Ω′ ≤ c ‖Dxz‖Ω′+ ,

где Ω′
+ – расширение Ω′ вправо на полосу шириной hk. Далее воспользу-

емся оценкой снизу Φα ≥ c I в Ω′
+. Получаем

‖Akz‖2 ≤ c ε2‖Ayz‖2
Φα

+ c ‖Dxz‖2
Φα

+ ‖A2E
k z‖2.

Наконец, используя коммутируемость Ay и Φα и Ay ≤ 4h−2
k I, имеем

‖Akz‖2 ≤ c
( ε

hk

)2〈Ayz, z〉Φα + c ‖Dxz‖2
Φα

+ ‖A2E
k z‖2. (3.52)
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Теперь применим оценки (3.50), (3.51) и получаем

〈Wkz, Akz〉 = 〈4 ε

h2
k

Φα z, Akz〉+ 〈Φα Dxz, Akz〉+ ‖A2E
k z‖2

≥ 4
( ε

hk

)2〈Ayz, z〉Φα + c1‖Dxz‖2
Φα
− c (1 + 9

εε̄k

h2
k

) H‖Akz‖2 + ‖A2E
k z‖2.

Так как H экспоненциально убывает с ростом α, то можем выбрать неко-
торое положительное целое α, не зависящее от k и ε, такое, что константа
c (1 +α 9

4
εε̄k

h2
k
) H будет достаточно мала, и последняя оценка в сочетании с

(3.52) докажет (3.49), а следовательно, и лемму.

Предположение 3.1. В постсглаживающих итерациях (3.24) поло-
жим ωk,po := c1 .

Получаем свойство сглаживания.

Лемма 3.12 (Модифицированное свойство сглаживания). Выпол-
няется оценка:

‖AkS
νk
k W−1

k ‖ ≤ 4

c1

√
2πνk

.

Доказательство. Из леммы 3.4 следует, что неравенство (3.48) влечет
оценку

‖I − 2c1AkW
−1
k ‖ ≤ 1. (3.53)

Теперь утверждение леммы является следствием (3.53) и теоремы 10.6.8
из [94].

Наконец, заметим, что из предположений 3.2, 3.1 и (3.53) следует

‖S̃k,po‖ ≤ 1, ‖S̃k,pr‖ ≤ 1. (3.54)

3.3.3 Поведение сглаживающих итераций около гра-
ниц втекания и вытекания.

Благодаря лемме 3.8 можно показать, что около границы вытекания
постсглаживающие итерации быстро сходятся. А именно, справедливо

Следствие 3.3. Пусть S̃k,po := AkSk,poA
−1
k . Выполняется оценка:

‖S̃νk
k,po(I − JE

k )‖ ≤ (1− ωk,po)
νk + c4h

sα
k .
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Перейдём к изучению поведения сглаживаний около границы втека-
ния. Так как при применении W−1

k к x результат не зависит от значений
вектора x вниз по течению, а оператор Ak действует локально, то для
упрощения подсчетов в далее в § 3.3.3 рассмотрим случай условий Ней-
мана на ΓE. Напомним, что матрица “срезки” Φk определена в (3.28).

Лемма 3.13. Существуют константы d1 > 0, d2 > 0, не зависящие от
k и ε такие, что

‖Φ
1
2
k (I − d1

k2
AkW

−1
k )Φ

− 1
2

k ‖ ≤ 1− d2

k4
(3.55)

Доказательство леммы 3.13 будет базироваться на нескольких вспо-
могательных леммах. Напомним оценку (2.42). Для условий Неймана на
ΓE она принимает вид:

〈Akx, Dxx〉Φ ≥ c ‖Dxx‖2
Φ ∀ x ∈ Xk (3.56)

с константой c > 0, не зависящей от k и ε.
Определим диагональную матрицу проекции Jk := Ink−1 ⊗ Ĵk, Ĵk –

диагональная матрица nk × nk с элементами (Ĵk)i,i = 1, если (Φ̂k)i,i = 1

и (Ĵk)i,i = 0 иначе.

Лемма 3.14. Существует константа c > 0, не зависящая от k и ε,
такая, что

‖Wkx‖2
Φ ≤ ck2

( ε

h3
k

‖(I − Jk)x‖2
Φ + ‖Dxx‖2

Φ

) ∀ x ∈ Xk

Доказательство. Заметим справедливость соотношений

‖Jkx‖Φ = ‖JkD
−1
x JkDxx‖Φ ≤ ‖JkD

−1
x Jk‖Φ‖Dxx‖Φ

= ‖JkD
−1
x Jk‖‖Dxx‖Φ ≤ (3k + 1)hk‖Dxx‖Φ

Следовательно, используя ε ≤ 1
2
hk, получаем

‖Wkx‖Φ = ‖4ε

h2
k

x + Dxx‖Φ ≤ 4ε

h2
k

‖(I − Jk)x‖Φ +
4ε

h2
k

‖Jkx‖Φ + ‖Dxx‖Φ

≤ 4ε

h2
k

‖(I − Jk)x‖Φ + ck‖Dxx‖Φ ≤ ck
(4ε

h2
k

‖(I − Jk)x‖Φ + ‖Dxx‖Φ

)
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Возводя в квадрат это соотношение и используя ( ε
h2

k
)2 ≤ 1

2
ε

h3
k
, мы завер-

шаем доказательство.

Напомним определение матрицы Φ̂x := 1
hk

diag(φi+1 − φi)1≤i≤nk
и диа-

гональной матрицы Φx := Ink−1 ⊗ Φ̂x.

Лемма 3.15. Справедлива оценка

〈Akx, x〉Φ ≥ 1

30
‖(−Φx)

1
2 x‖2 ∀ x ∈ Xk

Доказательство. Для матрицы “срезки” Φ̂k из (3.28) выполняется:

max
i≥3k+2

(φi−1 − φi

φi − φi+1

) 1
2

= e
1
8

Из оценки (2.43) следует

ΦkAk ≥ (
1

9
− 1

6
(2− e

1
8 ))Φx > − 1

30
Φx.

Используя доказанные две леммы, мы можем доказать оценку сверху
в (3.15):

Лемма 3.16. Существует константа c1 > 0, не зависящая от k и ε
такая, что

〈Wkx,Wkx〉Φ ≤ c1k
2〈Wkx, Akx〉Φ ∀ x ∈ Xk

Доказательство. Из леммы 3.15 и (3.56) получаем

〈Wkx, Akx〉Φ =
4ε

h2
k

〈x, Akx〉Φ + 〈Dxx, Akx〉Φ

≥ c
( ε

h2
k

〈Φxx, x〉k + ‖Dxx‖2
Φ

) (3.57)

с c > 0, не зависящей от k и ε. Используя соотношение φi − φi+1 =
(1− e−

1
4 )φi ≥ 1

5
φi для i ≥ 3k + 1, получаем

〈Φxx, x〉k ≥ 1

5
h−1

k 〈(I − Jk)Φkx, x〉k =
1

5
h−1

k ‖(I − Jk)x‖2
Φ (3.58)
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Из (3.57) и (3.58) следует

〈Wkx, Akx〉Φ ≥ c
( ε

h3
k

‖(I − Jk)x‖2
Φ + ‖Dxx‖2

Φ

)

Теперь комбинируем эту оценку с результатом леммы 3.14 и доказываем
лемму.

Получим теперь оценку снизу в (3.15).

Лемма 3.17. Существует константа c0 > 0, не зависящая от k и ε
такая, что

c0〈Akx, Akx〉Φ ≤ 〈Wkx,Wkx〉Φ ∀ x ∈ Xk

Доказательство. Во-первых, заметим оценку

‖Akx‖Φ ≤ ε̄k‖Axx‖Φ + ε‖Ayx‖Φ +
1

6
‖BDxx‖Φ.

Имеем

‖Ay‖Φ = ‖(Ink−1 ⊗ Φ̂
1
2
k )(Ây ⊗ Ĵ)(Ink−1 ⊗ Φ̂

− 1
2

k )‖ = ‖Ây ⊗ Ĵ‖ ≤ 4

h2
k

Так как |φiφ
−1
i+1| ≤ e

1
4 , то выполняется ‖Φ̂

1
2
k D̂T

x Φ̂
− 1

2
k ‖ ≤ ch−1

k . Следователь-
но, получаем ‖DT

x ‖Φ ≤ ch−1
k . Рассуждая аналогично можно проверить

оценку ‖B‖Φ ≤ c. Таким образом, используя ε̄k ≤ 3
2
hk, получаем:

‖Akx‖Φ ≤ ε̄k‖DT
x ‖Φ‖Dxx‖Φ +

4ε

h2
k

‖x‖Φ + c‖Dxx‖Φ

≤ c
( ε

h2
k

‖x‖Φ + ‖Dxx‖Φ

) (3.59)

Из равенства (2.45) следует 〈Dxx, x〉Φ ≥ 0. Отсюда выводим

‖Wkx‖2
Φ =

16ε2

h4
k

‖x‖2
Φ +

16ε

h2
k

〈Dxx, x〉Φ + ‖Dxx‖2
Φ

≥ c
( ε2

h4
k

‖x‖2
Φ + ‖Dxx‖2

Φ

) (3.60)

Теперь утверждение леммы следует из (3.59) и (3.60).
Оценки доказанные в леммах 3.16 и 3.17 используем вместе с лем-

мой 3.4 и получаем утверждение леммы 3.13.
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Предположение 3.2. В постсглаживающих итерациях (3.24) поло-
жим ωk,pr := min{ 1

4
, d1

k2 } .

Выражение в (3.55) может быть записано, как ‖I − d1

k2 AkW
−1
k ‖Φk

≤
1− d2

k4 . Таким образом, получена оценка на сходимость итераций в почти
вырожденной норме ‖ · ‖Φk

. Эта норма, однако, совпадает с евклидовой
для векторов отличных от нуля только в ΩW

k . Поэтому оценка (3.55)
показывает, что сглаживающие итерации быстро сходятся около границы
втекания. Действительно, из предположения 3.2, леммы 3.13 и ‖Φk‖ ≤ 1
получаем

‖Φ
1
2
k (I − d1

k2
AkW

−1
k )µk‖ ≤ ‖(Φ

1
2
k (I − d1

k2
AkW

−1
k )Φ

− 1
2

k

)µk‖‖Φ
1
2
k ‖ ≤ (1− d2

k4
)µk .

Следствие 3.4. Пусть S̃k,pr := AkSk,prA
−1
k . Выполняется оценка:

‖Φ
1
2
k S̃µk

k,pr‖ ≤ (1− d2

k4
)µk .

3.3.4 Универсальная сходимость W-цикла.

Будем использовать оценку для канонического оператора проекции:

‖rk‖ ≤ cr

с константой cr, не зависящей от k. Нам также понадобится следующий
результат:

Лемма 3.18. Существуют константы c3 и c5, не зависящие от k и ε
такие, что для k = 2, 3, . . . выполнено

‖JE
k AkpkA

−1
k−1‖ ≤ c3 ‖AkpkA

−1
k−1‖ ≤ c5h

−1
k . (3.61)

Доказательство. Второе из неравенств в (3.61) очевидно в силу оценок
‖Ak‖ ≤ c h−1

k и ‖A−1
k−1‖ ≤ c (см. (2.41)). Докажем первое неравенство в

(3.61). Выберем произвольный вектор g ∈ Xk−1, для которого определим
gk−1 := (P ∗

k−1)
−1g ∈ Vk−1. Пусть uk−1 ∈ Vk−1 является решением

ak−1(uk−1, vk−1) = (gk−1, vk−1) для всех vk−1 ∈ Vk−1.

Тогда выполнено A−1
k−1g = P−1

k−1uk−1. Соответствующее непрерывное ре-
шение u ∈ V задается равенством

ak−1(u, v) = (gk−1, v) для всех v ∈ H1
0.
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Докажем оценку на ‖JE
k AkpkA

−1
k−1‖. Для этого введем пространство

Ve
k := {vk ∈ Vk| vk = 0 в ΩE} и рассмотрим цепочку соотношений:

‖JE
k AkpkA

−1
k−1g‖ = max

y∈Xk

〈AkpkP
−1
k−1uk−1, J

E
k y〉

‖y‖ ≤ c max
vk∈Ve

k

ak(uk−1, vk)

‖vk‖
≤ c max

vk∈Ve
k

ak−1(uk−1, vk)

‖vk‖ (3.62)

+ c max
vk∈Ve

k

ak(uk−1, vk)− ak−1(uk−1, vk)

‖vk‖

Определим ek−1 := u − uk−1 и Ω′ = Ω \ ΩE. Для первого члена в (3.62)
мы получаем, используя результаты из леммы 2.5:

ak−1(uk−1, vk) ≤ |ak−1(ek−1, vk)|+ |ak−1(u, vk)|
используем supp(vk) ⊂ Ω′

≤ chk‖(ek−1)x‖L2(Ω′)‖(vk)x‖+ ε‖(ek−1)y‖L2(Ω′)‖(vk)y‖
+ ‖(ek−1)x‖L2(Ω′)‖vk‖+ |(gk−1, vk)|
≤ c

(‖(ek−1)x‖L2(Ω′) +
ε

hk

‖(ek−1)y‖L2(Ω′)
)‖vk‖+ ‖gk−1‖‖vk‖

≤ c‖gk−1‖‖vk‖ ≤ c‖g‖‖vk‖
(3.63)

Для второго члена в (3.62) мы получаем:

|ak(uk−1, vk)− ak−1(uk−1, vk)| = δ̄hk|((uk−1)x, (vk)x)|
≤ c‖(uk−1)x‖L2(Ω′)‖vk‖
≤ c‖gk−1‖‖vk‖ ≤ c‖g‖‖vk‖

(3.64)

Оценки из (3.62), (3.63) и (3.64) влекут

‖JE
k AkpkA

−1
k−1g‖ ≤ c‖g‖. (3.65)

Используя эти результаты, мы сначала докажем результат о сходи-
мости двухсеточного метода в норме: ‖B‖AT A := ‖AkBA−1

k ‖ для B ∈
RNk×Nk .
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Теорема 3.7. Для матрицы итераций двухсеточного метода имеет
место оценка

‖Tk‖AT A ≤ c
(
ν
− 1

2
k + (1− d2/k

4)µk+

((1− ωk,po)
νk + hsα

k ) h−1
k (1 + (1− d2/k

4)µk)
)
,

где s – константа из леммы 3.8, α – константа из 3.23.

Доказательство. Теорема доказывается с помощью следующего разло-
жения матрицы итераций:

‖Tk‖AT A = ‖Sνk
k,po(I − pkA

−1
k−1rkAk)S

µk

k,pr‖AT A

= ‖Sνk
k,po(A

−1
k − pkA

−1
k−1rk)

(
(I − Φ

1
2
k ) + Φ

1
2
k

)
AkS

µk

k,pr‖AT A

≤‖Sνk
k,po

(
(I − JE

k ) + JE
k

)
(A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )AkS

µk

k,pr‖AT A

+ ‖Sνk
k,poA

−1
k

(
(I − JE

k ) + JE
k

)
(I − AkpkA

−1
k−1rk)Φ

1
2
k AkS

µk

k,pr‖AT A (3.66)

Оценим каждое из слагаемых отдельно. В силу соотношений (3.29), (3.30)
и неравенства треугольника имеем

‖Sνk
k,po

(
(I − JE

k ) + JE
k

)
(A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )AkS

µk

k,pr‖AT A

≤ ‖Sνk
k,poA

−1
k

(
(I − JE

k )Ak − IA

)
(A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )AkS

µk

k,pr‖AT A

+‖Sνk
k,poW

−1
k

(
JE

k Wk + IW

)
(A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )AkS

µk

k,pr‖AT A

= ‖S̃νk
k,po

(
(I − JE

k )Ak − (I − JE+1
k )IA

)
(A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )S̃µk

k,pr‖
+‖AkS

νk
k,poW

−1
k

(
JE

k Wk + IW

)
(A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )S̃µk

k,pr‖.

Для получения последнего равенства мы использовали соотношение IA =
(I − JE+1

k )IA, где JE+1
k – проектор для области, являющийся расшире-

нием ΩE
k на полосу шириной hk влево. Следствие 3.3 остаётся в силе

(быть может с другой константой c4), если вместо JE
k использовать JE+1

k .
Оцениваем оба слагаемых, используя неравенства треугольника, Коши
и результаты лемм 3.6, 3.12, 3.18, следствия 3.3 и оценки (3.54), (3.31) и



3.3. Уравнения конвекции-диффузии. 211

(3.32):

‖S̃νk
k,po

(
(I − JE

k )Ak − (I − JE+1
k )IA

)
(A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )S̃µk

k,pr‖
≤ ‖S̃νk

k,po(I − JE
k )‖‖I − AkpkA

−1
k−1rk‖‖I − Φ

1
2
k ‖‖S̃µk

k,pr‖
+‖S̃νk

k,po(I − JE+1
k )‖(‖IAA−1

k ‖+ ‖IApkA
−1
k−1rk‖)‖I − Φ

1
2
k ‖‖S̃µk

k,pr‖
≤ ((1− ωk,po)

νk + c4h
sα) (1 + c5h

−1
k cr + 2cp).

‖AkS
νk
k,poW

−1
k

(
JE

k Wk + IW

)
(A−1

k − pkA
−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )S̃µk

k,pr‖
≤ ‖AkS

νk
k,poW

−1
k ‖(‖JE

k Wk(A
−1
k − pkA

−1
k−1rk)(I − Φ

1
2
k )‖

+‖IW A−1
k ‖+ ‖IW pkA

−1
k−1rk‖)‖S̃µk

k,pr‖
≤ 4

c1

√
2πνk

(c2 + 2cp) ≤ c ν−
1
2 .

Используя дополнительно результат следствия 3.4, оценим второе слага-
емое из (3.66):

‖Sνk
k,poA

−1
k

(
(I − JE

k ) + JE
k

)
(I − AkpkA

−1
k−1rk)Φ

1
2
k AkS

µk

k,pr‖AT A

≤ ‖S̃νk
k,po(I − JE

k )‖‖(I − AkpkA
−1
k−1rk)‖‖Φ

1
2
k S̃µk

k,pr‖
+‖S̃νk

k,po‖‖JE
k (I − AkpkA

−1
k−1rk)‖‖Φ

1
2
k S̃µk

k,pr‖
≤ ((1− ωk,po)

νk + c4h
sα) (1 + c5h

−1
k cr)(1− d2

k4
)µk

Суммируя полученные оценки и выбирая подходящую константу c, мы
доказываем теорему.

Из результата для двухсеточного метода из теоремы 3.7, следует тео-
рема о сходимости многосеточного метода.

Теорема 3.8. Пусть выполняются условия на количество сглаживаю-
щих итераций вида:

νk ≥ cpok, µk ≥ cpr k4

с подходящими константами cpo, cpr, а k0 достаточно велико. Справед-
лива следующая оценка для показателя сходимости W-цикла:

‖Mmgm
k ‖AT A ≤ ξ∗ (3.67)

с константой ξ∗ < 1, не зависящей от k и ε. Константы cpo, cpr и k0

так же не зависят от k и ε.
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Доказательство. Пусть константы cpo, cpr и α выбраны такими, что

‖Tk‖AT
k Ak

≤ q < 1, ∀ k > 1

с достаточно малым q, и выполнено предположение леммы 3.11. Этого
всегда можно добиться для достаточно больших, но не зависящих от k
и ε, констант cpo, cpr и α. Значение α влечет выбор достаточно большого
k0 (см. стр. 196).

Обозначим ξk := ‖Mmgm
k ‖AT

k Ak
. Из рекурсивного соотношения (3.27)

для Mmgm
k непосредственно следует

ξk ≤ ‖Tk‖AT
k Ak

+
(
‖S̃k,po‖νk‖JE

k AkpkA
−1
k−1‖

+‖S̃νk
k,po(I − JE

k )‖‖AkpkA
−1
k−1‖

)
ξ2
k−1‖rk‖‖S̃k,pr‖µk

≤ ‖Tk‖AT
k Ak

+ (c3 + ((1− ωk,po)
νk + c4h

sα) c5h
−1
k )ξ2

k−1cr ≤ q + c ξ2
k−1.

(3.68)

Теперь стандартные рассуждения о неподвижной точки для соотноше-
ния (3.68) доказывают теорему.

Замечание 3.3. Подсчитаем арифметическую сложность одногоW-цик-
ла. Умножение матрицы на вектор на k-м уровне имеет сложность по-
рядка O(Nk) = O(n2

k). Сложность одной сглаживающей итерации имеет
порядок O(Nk) + O(

nk(ln nk)
3
)
. Число сглаживаний имеет зависимость

от k вида νk ∼ k и µk ∼ k4. Поэтому вычисления на k-м уровне требуют
O(

Nk(ln Nk)
4
)
арифметических операций. В силу стандартных рассуж-

дений (см. [94] глава 10 или [168] упр. 2.1) W-цикл многосеточного метода
имеет арифметическую сложность порядка O(Nk(ln Nk)

4), т.е. квазиоп-
тимальную сложность.

3.3.5 Численные примеры.

В данном разделе приведены результаты нескольких численных экспери-
ментов, цель которых показать, что анализ диссертации отражает неко-
торые важные особенности метода и задачи и в некотором смысле точен.
В то же время мы увидим, что на практике можно не следовать предпо-
ложениям об увеличении числа сглаживаний из теоремы 3.8 о сходимо-
сти метода.
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В вычислениях использовались следующие значения параметров: δ̄ из
(2.24) равно 1

2
. Эксперименты показали, что в сглаживающих итерациях

нет необходимости решать систему около границы вытекания "точно".
Поэтому мы используем немного упрощённый вид сглаживаний: пре- и
постсглаживания – такие, как в (3.24) с ωk = 1 и Wk = 4 ε

h2
k
I + Dx (срав-

ните с (3.26)). В качестве правой части брался вектор случайных чисел,
и нулевой вектор, как начальное приближение. Критерий остановки ите-
раций – относительное уменьшение невязки в 109 раз. Таким образом,
сходимость оценивалась в норме ‖ · ‖AT A. Ниже используется стандарт-
ное обозначение: Peh := h

2ε
.

В этом разделе были доказаны результаты о сходимости W-цикла.
Далее мы приводим результаты вычислений для стандартного V-цикла
многосеточного метода с µk = νk = 2. В таблице 3.1 приведено число
итераций, необходимое для выполнения заданного критерия остановки
и (в скобках) усреднённый показатель сходимости. Эти результаты пока-
зывают универсальность многосеточного метода. Количество итераций
для W-цикла во всех экспериментах было немногим меньше, чем для
V-цикла.

Таблица 3.1: Сходимость многосеточного метода: V-цикл с νk = µk = 2

h

Peh 1/8 1/32 1/128 1/512

1 9(0.09) 12(0.15) 11(0.15) 12(0.15)
10 7(0.05) 8(0.07) 8(0.07) 8(0.07)
1e+3 10(0.12) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15)
1e+5 10(0.12) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15)

Число итераций и усреднённый показатель сходимости

Ряд численных экспериментов приведём для задачи с условиями Ней-
мана на ΓE. Эти результаты носят общий характер для условий Нейма-
на и в условий Дирихле на ΓE. Во-первых, как оценка (3.55) из лем-
мы 3.13 говорит, что сглаживающие итерации быстро сходятся около
границы втекания ΓW . Для иллюстрации утверждения леммы 3.13 вы-
числим показатель сходимости сглаживающих итераций в норме ‖Φ

1
2
k · ‖,
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где Φk := Ink−1
⊗ diag(φ) и

φi =

{
1 если 1 ≤ i < 5,
exp (4− i) если 5 ≤ i ≤ nk

Параметр релаксации ω в сглаживателе выбирался здесь равным 1.2.
Результаты показаны в таблице 3.2

Таблица 3.2: Сходимость сглаживаний в ‖Φ 1
2 · ‖-норме.

h

Peh 1/8 1/32 1/128 1/512

1 93(0.8) 131(0.85) 133(0.85) 133(0.85)
10 23(0.40) 28(0.47) 28(0.47) 28(0.47)

Число итераций и усреднённый показатель сходимости

Однако глобально, т.е., например, в евклидовой норме, сходимость
сглаживающих итераций, как и следовало ожидать, зависит от h – ре-
зультаты экспериментов приведены в таблице 3.3.

Таблица 3.3: Зависимость от h глобальной сходимости сглаживающих
итераций

h

Peh 1/8 1/32 1/128 1/512

1 119(0.83) 244(0.91) 533(0.94) 1495(0.986)
10 26(0.44) 51(0.61) 66(0.72) 173(0.88)

Число итераций и усреднённый показатель сходимости

Традиционный анализ сходимости многосеточного метода базирует-
ся на оценках для ‖(A−1

h − pA−1
2h r)‖ (свойство аппроксимации) и ‖AhS

ν
h‖

(свойство сглаживания). Численные эксперименты показали что в на-
шем случае, по-видимому, невозможно получить такие оценки, которые
в произведении дадут не зависящую от ν и ε константу. Для ε = h2

результаты некоторых экспериментов показаны в таблице 3.4. Оценки
норм операторов получены, как результат вычисления выражений

‖(A−1
h − pA−1

2h r)f‖
‖f‖ и

‖(AhS
2
h)f‖

‖f‖
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для вектора f ∈ Vh, равного 1 в узле (1
2
, 1

2
) и нулю в остальных узлах. Ре-

зультаты указывают на O(h−1) зависимость для свойства сглаживания,
что было ожидаемо, и O(

√
h) зависимость для свойства аппроксимации.

Поэтому традиционное разложение матрицы двухсеточного метода не
подходит для задачи конвекции-диффузии для доказательства универ-
сальных оценок.

Таблица 3.4: Стандартные свойства сглаживания и аппроксимации.
h

Оценки для 1/8 1/32 1/128 1/512

‖A−1
h − pA−1

2h r‖ 8.4e-2 5.0e-2 2.7e-2 1.4e-2
‖AhS2

h‖ 1.25 4.48 17.7 70.8

Таблица 3.5: Свойство аппроксимации для fk отличной от нуля около ΓE

h

Peh 1/8 1/32 1/128 1/512

1 0.31 0.60 1.23 2.53
10 0.07 0.17 0.23 0.46

Values of ε
h2 ‖(A−1

h − pA−1
2h r)f‖/‖f‖.

Модифицированное свойство аппроксимации, лежащее в основе на-
шего анализа, состоит в получении равномерной оценки для ‖Wh(A

−1
h −

pA−1
2h r)‖, где Wh – переобуславливатель в сглаживающих итерациях. В

работе такая оценка была доказана при дополнительных ограничениях:
во-первых, вектор правой части должен быть равен нулю около ΓW , во-
вторых, норма должна вычисляться по подобласти, отделённой от ΓE.
Математически это отражено в введении подходящей функции (матри-
цы) срезки Φh и проектора JE

h в модифицированное свойство аппрокси-
мации:

‖JE
h Wh(A

−1
h − pA−1

2h r)(I − Φh)‖ ≤ ca.

Численные эксперименты показывают, что оба предположения необхо-
димы. Причём первое из них, как для задачи Дирихле, так и Неймана.
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Для иллюстрации этого утверждения мы проделали несколько числен-
ных экспериментов с вектором fk равным единице в узлах (hk, jhk), j =
1, . . . , nk и нулю в остальных. Результаты для задачи с условиями Ней-
мана на ΓE можно найти в таблице 3.5. Наблюдается возрастание “кон-
станты” из свойства аппроксимации порядка h

− 1
2

k . Этот эффект вынудил
нас ввести в анализ оператор срезки Φk.

Второе предположение (о том, что норма в свойстве аппроксима-
ции должна вычисляться по подобласти, отделённой от ΓE), необходимо
только для задачи Дирихле. В частности оно необходимо и для рав-
номерной оценки нормы матрицы Ah pA−1

2h r. Его отсутствие приводит к
зависимости “констант” от h. Так в таблице 3.6 приведено значение

‖Ah pA−1
2h r f‖/‖f‖,

где f – вектор со значениями 1 во всех внутренних узлах. Различие в
зависимости от h для операторов с условиями Дирихле и Неймана на ΓE

хорошо заметно.

Таблица 3.6: Эффект погран. слоя около границы вытекания.
h

Условия на ΓE 1/8 1/32 1/128 1/512

Peh = 1
Неймана 1.16 1.05 1.02 1.01
Дирихле 1.29 2.26 4.54 9.29

Peh = 10
Неймана 1.10 1.02 1.01 1.00
Дирихле 1.47 2.81 5.58 11.17

Значения ‖Ah pA−1
2h r f‖/‖f‖.

Остановимся на роли постсглаживаний. Помимо глобального сгла-
живающего свойства (следствие 3.12) в нашем анализе им отведена еще
одна роль – быстро подавлять ошибку около границы вытекания ΓE

(следствие 3.3), что позволяло нам ввести в анализ проектор JE
k . Таб-

лица 3.7 иллюстрирует этот феномен. В данном эксперименте правая
часть системы отлична от нуля только в 4-х столбцах узлов около ΓE, а
в качестве итераций используются только сглаживания на самой мелкой
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сетке. Критерий остановки – такой же, как и ранее. Легко видеть, что
равномерная оценка (по h и ε) имеет место.

Таблица 3.7: Сходимость сглаживающих итераций около ΓE.
h

Peh 1/8 1/32 1/128 1/512

1 98(0.81) 131(0.85) 129(0.85) 130(0.85)
10 28(0.47) 33(0.53) 33(0.53) 33(0.58)

Число итераций и усреднённый показатель сходимости.

Обсудим предположение из теоремы 3.8 на число пред- и постсгла-
живаний. Оно имеет вид: µ = O(k4) и ν = O(k). Зависимость ν = O(k),
по-видимому, необходима для получения однородной оценки на норму
матрицы итераций. Действительно, в таблице 3.8 приведён показатель
сходимости метода на первой итерации при µ = 0. При фиксированном ν
наблюдается рост порядка O(h−

1
2 ), в то время, как ν = O(k) обеспечивает

однородную оценку. Напомним, что мы использовали упрощенные сгла-
живания, введение в Wk блока A2E

k , т.е. решение задачи около границы
вытекания точно, возможно, уберет данную зависимость. Зависимость µ
от k, видимо, вызвана несовершенством техники доказательства. В про-
веденных нами экспериментах необходимость в увеличении количества
предсглаживаний не была замечена. Наконец, результаты из таблицы 3.9
показывают, что на практике и µ, и ν можно выбирать малыми и не зави-
сящими от номера сеточного уровня, – рост ошибки на первой итерации
происходит локально около границы вытекания, на последующих итера-
циях ошибка равномерно уменьшается во всей области.

Таблица 3.8: Показатель сходимости на первой итерации.
h

1/64 1/128 1/256 1/512

ν = k − 4 0.55 0.51 0.51 0.52
ν = 2 0.55 0.78 1.13 1.61
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3.4 Система уравнений с кососимметричной
реакцией.

Рассмотрим прямое произведение конечно-элементных пространств Vk =
Vk×Vk. Аналогично определениям из раздела 3.1 для изоморфизма меж-
ду пространством конечно-элементных функций и пространством коэф-
фициентов будем использовать следующие обозначения:

Qk : Xk := R2Nk → Vk, Qkx = Qk

(
x1

x2

)
= Pkx

1 × Pkx
2, x1,2 ∈ RNk .

Для Qk справедлива эквивалентность нормировок (3.1). Матрица жёст-
кости Lk : R2Nk → R2Nk на каждом сеточном уровне k задаётся соотно-
шением (3.2). Эта матрица имеет блочную структуру

Lk =

(
εA + αM −Mw

Mw εA + αM

)
,

где

〈Ax, y〉k = (∇Pkx,∇Pky) , 〈Mx, y〉k = (Pkx, Pky) ,

〈Mwx, y〉k = (wPkx, Pky)
(3.69)

для всех x, y ∈ RNk . Заметим, что A – матрица жёсткости для одной
компоненты скорости, M – матрица масс, Mw – матрица типа масс для
билинейной формы [x, y] → (wx, y), которая не обязательно задаёт ска-
лярное произведение. Матрицы A,M, Mw являются симметричными, а
A и M положительно определёнными.

Продолжения и проекция – канонические:

pk : Xk−1 → Xk, pk = Q−1
k Qk−1

rk : Xk → Xk−1, rk = Q∗
k−1(Q

∗
k)
−1 =

(
hk

hk−1

)2

pT
k .

(3.70)

В качестве сглаживающих итераций рассмотрим блочный метод типа
Якоби, т.е. базовые итерации (3.6) с переобуславливателем

Wk = ω−1

(
diag(εA + αM) −diag(Mw)

diag(Mw) diag(εA + αM)

)
, (3.71)
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и параметром релаксации ω ∈ (0, 1]. Этот тип сглаживаний будет на-
ми использоваться в численных экспериментах из раздела 3.4.4. Анализ
сходимости многосеточного метода мы в целях упрощения изложения
проведём для метода типа блочного Ричардсона:

Wk =

(
β1I −β2I
β2I β1I

)
, (3.72)

где I – единичные матрицы, а β1, β2 – подходящие константы.

3.4.1 Свойство аппроксимации.

Теорема 3.9. Пусть выполняются предположения (A1) – (A3), тогда

‖L−1
k − pk L−1

k−1rk‖ ≤ C

(
ε

h2
k

+ α + ‖w‖∞
)−1

≤ C‖Lk‖−1. (3.73)

Доказательство. Возмём yk ∈ Xk. Как обычно, константы C в доказа-
тельстве не зависят от параметров: ε, α или k. Пусть s∗ ∈ H1

0, sk ∈ Vk, и
sk−1 ∈ Vk−1 такие, что

a(s∗,v) = ((Q∗
k)
−1yk,v) ∀v ∈ H1

0,

a(sk,v) = ((Q∗
k)
−1yk,v) ∀v ∈ Vk,

a(sk−1,v) = ((Q∗
k)
−1yk,v) ∀v ∈ Vk−1.

Полагая f = (Q∗
k)
−1yk ∈ L2(Ω)2 в теореме 2.3, мы получаем

‖s∗ − sl‖ ≤ C min
{h2

l

ε
,

1

α + ‖w‖∞
}
‖(Q∗

k)
−1yk‖ для l ∈ {k − 1, k}.

В силу hk−1 ≤ chk это влечёт

‖sk − sk−1‖ ≤ C min
{h2

k

ε
,

1

α + ‖w‖∞
}
‖(Q∗

k)
−1yk‖ .

Из (3.2) и (3.70) следует, что sk = QkL
−1
k yk и sk−1 = Qk−1L

−1
k−1rkyk. Те-

перь, используя (3.1), получаем

‖(L−1
k − pkL

−1
k−1rk)yk‖ ≤ C‖QkL

−1
k yk −Qk−1L

−1
k−1rkyk‖ = C‖sk − sk−1‖

≤ C min
{h2

k

ε
,

1

α + ‖w‖∞
}
‖(Q∗

k)
−1yk‖

≤ C min
{h2

k

ε
,

1

α + ‖w‖∞
}
‖yk‖ .
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Заметим, что min{1
p
, 1

q
} ≤ 2

p+q
для всех p, q > 0. Следовательно, первое

неравенство в (3.73) доказано. Для проверки второго неравенства в (3.73)
запишем

‖Lk‖ =

∥∥∥∥
(

εA + αM ∅
∅ εA + αM

)
+

( ∅ −Mw

Mw ∅
)∥∥∥∥

≤ ‖εA + αM‖+ ‖Mw‖ ≤ ε‖A‖+ (α + ‖w‖∞)‖M‖ .

Используя ‖A‖ ≤ Ch−2
k и ‖M‖ ≤ C, получаем ‖Lk‖ ≤ C(εh−2

k +α+‖w‖∞)

3.4.2 Свойство сглаживания для блочного метода
Якоби.

Пусть a1,m1 – положительные константы, не зависящие от ε, α и k такие,
что для спектральных радиусов матриц в (3.69) справедливы оценки

ρ(A) ≤ a1

h2
k

, ρ(M) ≤ m1.

Далее, пусть wmin = ess infΩ w и wmax = ess supΩ w, определим

Cw =

{
wmax если wmax ≥ −wmin

wmin если wmax < −wmin .

Заметим, что |Cw| = ‖w‖∞. В рассуждениях ниже мы будем использо-
вать следующий простой результат.

Лемма 3.19. Пусть для B ∈ Rn×n и Λ ∈ (0,∞) выполнено BT B ≤
Λ(B + BT ). Тогда ‖I − ωB‖ ≤ 1 справедливо для ω ∈ [0, 1

Λ
].

Утверждение леммы вытекает из неравенств

0 ≤ (I − ωB)T (I − ωB) = I − ω(B + BT ) + ω2BT B

≤ I − ω(1− ωΛ)(B + BT ) ≤ I .

Используя эту лемму мы докажем, что норма матрица итераций сгла-
живаний меньше 1:
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Лемма 3.20. Предположим, что условия (A1) и (A2) выполнены. Рас-
смотрим базовый итерационный метод с Wk, как в (3.72) и

β1 =
εa1

h2
k

+ ακ1m1, β2 = κ2Cw, с константами

κ1 ≥ 2(1 + η2) , κ2 ≥ 4m1η . (3.74)

Тогда выполняется неравенство

‖I −W−1
k Lk‖ ≤ 1.

Доказательство. Непосредственные вычисления влекут

W−1
k Lk = R1 + R2 , с (3.75)

R1 =
ε

β2
1 + β2

2

(
β1A β2A
−β2A β1A

)
,

R2 =
1

β2
1 + β2

2

(
β1αM + β2Mw β2αM − β1Mw

−β2αM + β1Mw β1αM + β2Mw

)
.

Из

1

2
(RT

1 + R1) =
εβ1

β2
1 + β2

2

(
A 0
0 A

)
, RT

1 R1 =
ε2

β2
1 + β2

2

(
A2 0
0 A2

)

следует, что

RT
1 R1 ≤ 1

2
(RT

1 + R1) ⇔ εA ≤ β1I ⇔ εA ≤ (
εa1

h2
k

+ ακ1m1)I .

Последнее неравенство выполняется в силу ρ(A) ≤ a1

h2
k
и ακ1m1 ≥ 0.

Применение леммы 3.19 влечёт оценку

‖I − 2R1‖ ≤ 1 . (3.76)

Для матрицы R2 получаем:

1

2
(RT

2 + R2) =
1

β2
1 + β2

2

(
β1αM + β2Mw ∅

∅ β1αM + β2Mw

)
,

RT
2 R2 =

1

β2
1 + β2

2

(
α2M2 + M2

w α(MwM −MMw)
−α(MwM −MMw) α2M2 + M2

w

)
.
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Будем использовать обозначение M̂ = β1αM +β2Mw. Обратим внимание,
что неравенство RT

2 R2 ≤ 1
2
(RT

2 +R2) выполняется, если выполняется два
других неравенства

α2M2 + M2
w ≤ 1

2
M̂ , (3.77)

α|〈(MwM −MMw)x, y〉k| ≤ 1

4

(
〈M̂x, x〉k + 〈M̂y, y〉k

)
, (3.78)

для всех x, y ∈ RNk . Сначала рассмотрим (3.77). Имеем M2
w ≤ ‖w‖2

∞M2 ≤
m1‖w‖2

∞M . В силу условия (A2) матрица Mw знако-определена и CwMw

положительно определена, более того, CwMw ≥ |Cw|cwM = ‖w‖∞cwM .
Используя это, получаем

α2M2 + M2
w ≤ (m1α

2 + m1‖w‖2
∞)M,

1

2
M̂ ≥ 1

2
(κ1m1α

2M + κ2CwMw) ≥ 1

2
(κ1m1α

2 + κ2‖w‖∞cw)M.

Следовательно, (3.77) выполняется, если

m1α
2 + m1‖w‖2

∞ ≤ 1

2
(κ1m1α

2 + κ2‖w‖∞cw).

Подстановка ‖w‖∞ = η(α + cw) и перегруппировка слагаемых приводит
к оценке

α2m1(
1

2
κ1 − (1 + η2)) + αcwη(

1

2
κ2 − 2m1η) + ηc2

w(
1

2
κ2 −m1η) ≥ 0 .

Это неравенство выполнено для κ1, κ2 из (3.74). Следовательно, при κ1, κ2

из (3.74) неравенство (3.77) выполняется. Для доказательства (3.78) за-
метим, что

α|〈(MwM −MMw)x, y〉k| ≤ α(〈|MwMx, y〉k|+ α|〈MMwx, y〉k|,
α|〈MwMx, y〉k| = α|〈Mx, Mwy〉k|

≤ 1
2

(
α2〈M2x, x〉k + 〈M2

wy, y〉k
)
,

α|〈MMwx, y〉k| = α|〈Mwx,My〉k|
≤ 1

2

(〈M2
wx, x〉k + α2〈M2y, y〉k

)
.

Таким образом (3.78) следует из (3.77). Приходим к заключению, что
(3.78) и (3.77) выполняется для κ1, κ2 из (3.74). Следовательно, RT

2 R2 ≤
1
2
(RT

2 + R2). И благодаря лемме 3.19 имеем

‖I − 2R2‖ ≤ 1 . (3.79)
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Наконец, (3.75), (3.76) и (3.79) влекут

‖I −W−1
k Lk‖ = ‖I − (R1 + R2)‖ ≤ 1

2
‖I − 2R1‖+

1

2
‖I − 2R2‖ ≤ 1 .

Теорема 3.10. Предположим, что условия (A1) и (A2) выполнены. Рас-
смотрим базовый итерационный метод с Wk, как в (3.72) и

β1 = 2(
εa1

h2
k

+ ακ1m1), β2 = 2κ2Cw,

с константами κ1, κ2 из (3.74). Тогда справедлива оценка

‖LkS
µ1

k ‖ ≤
C√
µ1

( ε

h2
+ α + ‖w‖∞

)
, µ1 = 1, 2, . . . (3.80)

Доказательство. Из леммы 3.20 получаем

‖I − 2W−1
k Lk‖ ≤ 1. (3.81)

Более того,

‖Wk‖ = ρ
( (

β1I −β2I
β2I β1I

)(
β1I β2I
−β2I β1I

) ) 1
2

= (β2
1 + β2

2)
1
2 ≤ β1 + β2 ≤ C(

ε

h2
+ α + ‖w‖∞) .

(3.82)

Теперь (3.81), (3.82) и теорема 10.6.8 из [94] влекут оценку (3.80).

3.4.3 Универсальная сходимость W-цикла.

В предыдущих двух параграфах мы доказали справедливость свойств
сглаживания и аппроксимации:

‖L−1
k − pk L−1

k−1rk‖ ≤ C
( ε

h2
+ α + ‖w‖∞

)−1 (3.83)

‖LkS
µ
k ‖ ≤ C√

µ

( ε

h2
+ α + ‖w‖∞

)
(3.84)

Прямым следствием (3.83) и (3.84) является оценка для матрицы итера-
ций двухсеточного метода

‖(I − pkL
−1
k−1rkLk)S

µ
k ‖ ≤

C√
µ

. (3.85)
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В параграфе 3.4.2 была доказана оценка ‖Sk‖ ≤ 1. Используя её и
свойства (3.83), (3.84), Теорема 10.6.25 из [94] влечёт следующий резуль-
тат:

Теорема 3.11. Предположим выполнение условий (A1) – (A3), тогда
для любого ψ ∈ (0, 1) существует µ̄0 > 0, не зависящее от параметров
задачи ε, α и сеточного уровня k, такое что для матрицы итераций
W-цикла со сглаживаниями (3.72) мы получаем

‖Mk(µ, 0)‖ ≤ ψ ∀µ ≥ µ̄0.

Теорема доказывает универсальную сходимость W-цикла относитель-
но параметров задачи ε и α и шага сетки hk.

3.4.4 Численные примеры.

В этом разделе даны результаты применения V -цикла многосеточного
метода. Результаты для W -цикла весьма похожи. В качестве сглажива-
ний используем блочный метод типа Якоби (3.71). В нем для нахождения
значений пары {u1, u2} для каждого узла требуется найти решение ли-
нейной системы размера 2× 2. Параметр релаксации ω на каждом шаге
сглаживаний вычисляется динамически на основе критерия минимиза-
ции невязки: полагаем ω = (q,q)/(q, r), где на k-ом сеточном уровне

r = W̄−1
k (Lkx

old − b), q = W̄−1
k Lkr,

и W̄k совпадает с Wk из (3.71) для ω = 1.
Количество пред- и пост-сглаживающих итераций всюду равно двум.

В качестве начального приближения полагаем u0 = 0. Критерием оста-
новки служит относительное уменьшение невязки в 109 раз относительно
исходной.

Функция w в численных экспериментах выбирается так же как в раз-
деле 2.3.3: примеры Ia, Ib и II. К этим тестам добавляется еще пример III
с потоком v моделирующим наличие внутреннего слоя.

Во всех таблицах показаны результаты для α = 0. При α > 0 чис-
ленные эксперименты демонстрировали только лучшие результаты, чем
при α = 0.

Для w из (2.83) показатели сходимости при различных значений h и ε
даны в таблице 3.9. Напомним, что в данном случае для w условия (A2)
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Таблица 3.9: Сходимость V -цикла для w из (2.83).
h

ε 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

1 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15)
1e-2 11(0.14) 11(0.14) 11(0.14) 11(0.15) 11(0.15)
1e-4 6(0.03) 7(0.05) 9(0.10) 11(0.14) 11(0.15)
1e-6 5(0.01) 5(0.01) 5(0.01) 7(0.04) 7(0.05)
1e-8 5(0.01) 5(0.01) 5(0.01) 5(0.01) 5(0.01)

Количество итераций и средний показатель сходимости.

и (A3) выполнены. А условие (A1) “почти” выполнено (см. обсуждение в
§ 2.3.3). Для w из (2.84) показатели сходимости при различных значений
h и ε практически совпадают с результатами из таблицы 3.9.

Для w из (2.85) показатели сходимости при различных значений h и ε
даны в таблице 3.10. Заметим, что условия (A1) и (A2) на w в этом случае
не выполняются, поэтому теория сходимости из предыдущих разделов
здесь неприменима.

Таблица 3.10: Сходимость V -цикла для w из (2.85).
h

ε 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

1 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15)
1e-2 12(0.16) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15)
1e-4 18(0.30) 17(0.29) 16(0.26) 14(0.22) 13(0.19)
1e-6 23(0.40) 29(0.48) 29(0.49) 28(0.41) 29(0.48)
1e-8 15(0.24) 19(0.33) 23(0.40) 28(0.47) 25(0.43)

Количество итераций и средний показатель сходимости.

Пример III. В этом примере моделируется наличие внутреннего слоя.
С этой целью в качестве конвективного поля выбирается течение Эйлера
(предельный случай уравнений Навье-Стокса при ε → 0), в котором тан-
генсальная компонента потока разрывна вдоль некоторой линии внут-
ри области. В этом случае поток является потенциальным почти всюду,
следовательно, его вихрь сконцентрирован вдоль этой линии (так назы-
ваемый “vortex sheet”). Мы полагаем w = curlvd, где vd = (v1, v2) и для
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некоторого угла ψ,
{

v1(x, y) = cos ψ
v2(x, y) = sin ψ

если cos ψ > (x− 0.25) sin ψ,

{
v1(x, y) = 0
v2(x, y) = 0

если cos ψ ≤ (x− 0.25) sin ψ.

Меняя угол ψ можно менять угол с которым слой "входит"в область.
Мы полагаем ψ = π/3, так чтобы сетка не была ориентирована вдоль
слоя. В качестве дискретной скорости vd

h ∈ Vh мы берем нодальный
интерполянт к vd, и полагаем w = curlvd

h, получая кусочно-постоянную
функцию w, которая существенно зависит от параметра дискретизации
в силу разрывности vd ( ‖w‖∞ = O(h−1)). Показатели сходимости при
различных значений h и ε даны в таблице 3.11. Если ψ выбирается так,
что сетка ориентирована вдоль слоя, то в проведённых экспериментах
результаты только улучшались.

Таблица 3.11: Сходимость V -цикла для w из примера III
h

ε 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

1 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15) 11(0.15)
1e-2 13(0.20) 13(0.19) 14(0.22) 14(0.21) 13(0.19)
1e-4 19(0.33) 19(0.34) 20(0.35) 21(0.36) 22(0.38)
1e-6 17(0.29) 20(0.36) 24(0.42) 28(0.47) 30(0.50)
1e-8 17(0.29) 20(0.35) 24(0.42) 28(0.48) 32(0.53)

Количество итераций и средний показатель сходимости.

Хотя в примерах II и III показатели сходимости при малых ε несколь-
ко хуже, чем в примерах Ia и Ib. Многосеточный метод с блочным мето-
дом Якоби показал себя весьма универсальным.

3.5 Обобщённая система Стокса.
В этом разделе рассматриваются несколько итерационных методов для
обобщённой задачи Стокса. Основной целью автора является доказатель-
ство универсальной оценки сходимости методов. Раздел начнется с опре-
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деления матрично-векторной постановки задачи и описания в общем ви-
де ряда переобусловленных блочных методов известных из литературы
для решения систем уравнений с седловой точкой. Далее речь пойдет
о конкретных переобусавливателях для обобщенной задачи Стокса. За-
канчивается раздел обсуждением многосеточного метода.

Начнем с получения матрично-векторной формы системы (2.87). На-
помним, что конечно-элементное пространство для давления Qh получа-
ется рассмотрением пространства конечно-элементных функций, кото-
рое мы обозначим через Q+

h (например, кусочно-линейные функции), и
добавлением условия ортогональности:

Qh = { ph ∈ Q+
h | (ph, 1) = 0 }

Как следствие dim(Qh) = dim(Q+
h ) − 1. Пусть n := dim(Vh), m :=

dim(Q+
h ). Рассмотрим обычные узловые базисные функции в Vh и Q+

h

и соответствующие изоморфизмы

JV : Rn → Vh, , JQ : Rm → Q+
h .

Матрицы жесткости A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×n и матрица масс M ∈ Rm×m

задаются с помощью соотношений

〈Ax, y〉 = ε(∇JV x,∇JV y) + α(JV x, JV y) + ξ(div JV x, div JV y) ∀ x, y ∈ Rn,

〈Bx, y〉 = (div JV x, JQy) ∀ x ∈ Rn, y ∈ Rm ,

〈Mx, y〉 = (JQx, JQy) ∀ x, y ∈ Rm .

(3.86)

Метод конечных элементов (2.87) для обобщённой задачи Стокса приво-
дит к системе линейных алгебраических уравнений вида

(
A BT

B 0

)(
x
y

)
=

(
f
g

)
(3.87)

с правой частью (f, g) определяемой по формулам: 〈f, y〉 = (f , JV y) и
〈g, y〉 = (g, JV x) с произвольными y ∈ Rn, x ∈ Rm. Дополнение по Шуру
обозначается, как S := BA−1BT . Отметим, что S и матрица системы
(3.87) имеют неполный ранг, их ядро одномерно. Определим постоянный
вектор e := J−1

Q 1 = (1, . . . , 1)T ∈ Rm. Справедливо ker(S) = span{e}.
Более того,

(JQy, 1) = 0 ⇔ (JQy, JQe) = 0 ⇔ 〈My, e〉 = 0 ⇔ 〈y,Me〉 = 0 (3.88)
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Поэтому, определив

(Me)⊥ := { y ∈ Rm | 〈y,Me〉 = 0 }, (3.89)

получаем Qh = { JQy | y ∈ (Me)⊥ }. Следовательно, матрично-векторная
форма задачи (2.87) имеет вид:

Найти x ∈ Rn, y ∈ (Me)⊥ удовлетворяющие системе (3.87). (3.90)

3.5.1 Несколько итерационных методов

В этом параграфе рассмотрены несколько известных методов для ре-
шения систем алгебраических уравнений вида (3.87). Эти методы будут
использоваться в численных экспериментах для решения систем типа
Стокса и Осеена.

Предположим, что QA – переобуславливатель для A, а QS – пере-
обуславливатель для S, причем QA, QS являются симметричными. Для
некоторых методов нам необходимо будет предполагать такое масштаби-
рование QA, что выполнены оценки

(1− σA)QA ≤ A ≤ QA (3.91)

с некоторой константой σA < 1.

Метод Узавы

Классическим методом решения систем вида (3.87) является метод Уза-
вы. Применяя блочный метод исключения Гаусса к (3.87) получаем эк-
вивалентную систему

(
I A−1BT

0 S

)(
x
y

)
=

(
A−1f

BA−1f − g

)

Теперь система имеет блочно-треугольный вид, который приводит к ме-
тоды Узавы:

1. Решить систему Az = f (3.92)
2. Решить систему Sy = Bz− g , y ∈ (Me)⊥ (3.93)
3. Решить систему Ax = z−BT y (3.94)
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Для выполнения шагов 1. и 3. будем использовать многосеточные мето-
ды, которые были изучены в предыдущих разделах. Для решения систе-
мы Sy = Bz будем использовать переобусловленный метод сопряжённых
градиентов (PCG). При каждом умножении матрицы S на вектор мы ре-
шаем систему с матрицей A с помощью многосеточного метода.

Оператор S имеет нетривиальное ядро: Se = 0. Предположим, что на
шаге 2 метода Узавы приближения y1, y2, . . . получены с помощью PCG
метода с переобуславливателем M и начальным приближением y0, тогда

yk − y0 ∈ span
{
M−1Se0, . . . , (M−1S)ke0

}
, e0 := y − y0 .

Следовательно, 〈yk − y0,Me〉 = 0 для k ≥ 1, т.е., yk − y0 ∈ (Me)⊥ для
k ≥ 1, и

yk ∈ (Me)⊥ для k ≥ 1, если y0 ∈ (Me)⊥ (3.95)

Это означает, что приближения остаются в подпространстве (Me)⊥, если
начальный вектор y0 лежит в данном подпространстве. Так как решение
y также ищется из подпространства (Me)⊥ (см. 3.93)), то вектор ошибки
ek := y − yk всегда остаётся в этом подпространстве, если y0 ∈ (Me)⊥.
Следовательно, для оценки скорости сходимости PCG метода нам будет
достаточно оценивать спекральное число обусловленности переобуслов-
ленной матрицы на данном подпространстве.

На практике метод Узавы может быть не очень привлекательным,
так как требует на каждом шаге точного решения системы с матрицей
A. В данной работе метод Узавы будет использоваться для проверки
и иллюстрации универсальности переобуславливателей для дополнения
по Шуру. На практике используются различные варианты блочных пе-
реобусловленных методов для (3.87), не требующие точного обращения
A (см., например, [36, 51, 75, 154, 166]). Два таких метода обсуждается
ниже. Если быстрый метод обращения оператора A доступны, то метод
Узавы является одним из самых эффективных, см. также вариант мето-
да Узавы в [21].

Неточный метод Узавы

Приведем в этом параграфе неточный метод Узавы в том виде, как он
изучается [51],[166]. Предположим, что помимо условия (3.91) для пере-
обуславливателя QA выполнено следующее условие для QS

(1− σS)〈QSy, y〉 ≤ 〈Sy, y〉 ≤ 〈QSy, y〉 ∀ y ∈ Rm. (3.96)
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с некоторой константой σS ∈ [0, 1).
Неточный метод Узавы состоит в следующем: для заданных x0 ∈

Rn, y0 ∈ Rm находить (xi, yi), i = 1, 2, . . . из соотношений

xi+1 = xi + Q−1
A (f − (Axi + BT yi)) ,

yi+1 = yi + Q−1
S (Bxi+1 − g) .

(3.97)

В работе [51] показано, что для ошибки ei :=

(
x− xi

y − yi

)
справедлива оцен-

ка
[|ei|] ≤ ρi[|e0|] для i = 0, 1, 2, . . .

где [| · |] – некоторая норма, зависящая от матриц A, S,QA, QS и

ρ =
σS(1− σA) +

√
σ2

S(1− σA)2 + 4σA

2
≤ 1− 1

2
(1− σS)(1− σA) . (3.98)

В силу данной оценки мы видим, что неточный метод Узавы быстро
сходится, если имеются подходящие переобуславливатели QA и QS.

Отметим, что в силу однородных условий Дирихле на нормальную
компоненты скорости на ∂Ω справедливо равенство 〈Bx, e〉 = 0 для лю-
бого x ∈ Rn. Предположим, что y0 ∈ (Me)⊥ и QS = M , тогда из второго
равенства в (3.97) выводим yi ∈ (Me)⊥. Следовательно, для оценки схо-
димости неточного метода Узавы достаточно установить спектральную
эквивалентность M и QS на подпространстве (Me)⊥.

Метод MINRES

Рассмотрим переобусловленный метод MINRES. С этой целью опреде-
лим положительно определенный симметричный переобуславливатель

Ã =

(
QA 0
0 QS

)
для A :=

(
A BT

B 0

)

и норму ‖w‖Ã := 〈Ãw, w〉 1
2 для w ∈ Rn+m. Пусть w0 – начальный вектор

и e0 := w∗ − w0 – ошибка. В переобусловленном методе MINRES вычис-
ляется вектор wk из подпространства w0 +span

{Ã−1Ae0, . . . , (Ã−1A)ke0
}

минимизирущий норму невязки ‖Ã−1A(w∗ −w)‖Ã на этом подпростран-
стве. Об эффективной реализации этого метода можно справиться в ли-
тературе, например в [29].
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Если возьмём QS = M , то снова, как и на 2-ом шаге метода Уза-
вы приближения и ошибки принадлежат подпространству (Me)⊥, если
начальное приближение y0 лежит в нём. Из литературы (см. [136, 154])
известно, что переобусловленный метод MINRES быстро сходится, если
используются “хорошие” переобуславливатели QA для A и QS для S (на
подпространстве (Me)⊥). Мы будем использовать многосеточные мето-
ды из предыдущих глав для определения QA, вопрос выбора QS будет
обсуждаться далее.

3.5.2 Переобуславливатели для дополнения Шура.

В этом разделе рассматривается вопрос о выборе матрицы QS, т.е. пере-
обуславливателя для S. Наша цель – универсальная сходимость метода
относительно изменения констант ε, ξ и α.

В целях анализа введём дискретную величину аналогичную Γ:

√
Γh := sup

vh∈Vh,qh∈Qh

b(vh, qh)

‖vh‖V ‖qh‖ .

Лемма 3.21. Пусть M – матрица масс, определённая в (3.86) и QS :=
ΓhM , тогда QS ≥ S и σS := 1− γh

Γh
– константа из оценки (3.96).

Доказательство. Обозначим B̃ := M− 1
2 B, тогда

√
Γh = sup

x∈Rn,y∈Rm

〈Bx, y〉
〈Ax, x〉 1

2 〈M̂y, y〉 1
2

= sup
x∈Rn,y∈Rm

〈B̃x, y〉
‖x‖A‖y‖ .

(3.99)

Отношения (2.90), (3.99), и лемма 1.13 влекут оценки

γhI ≤ B̃A−1B̃T ≤ ΓhI,

и, следовательно, для QS = ΓhM получаем

γh

Γh

QS ≤ S ≤ QS.
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Из леммы 3.21 и оценки (3.98) можно заключить, что для быстрой
сходимости неточного метода Узавы желательно, чтобы величина Γhγ

−1
h

была мала. Применим этот результат к задаче Стокса, т.е. далее били-
нейные формы a и b берутся такие как в (1.110). В начале проанализи-
руем для α ∈ {0, 1} зависимость Γhγ

−1
h от параметров ξ, ε, h. Ещё раз

напомним обратное неравенство, которым мы воспользуемся

‖∇vh‖ ≤ cIh
−1‖vh‖ ∀ vh ∈ Vh (3.100)

с константой cI , не зависящей от h.

Лемма 3.22. Имеют место оценки

Γh

γh

≤ β̂−2, если α = 0, (3.101)

Γh

γh

≤ β̂−2 ε + c2
F + ξ

ε + c−2
I h2 + ξ

, если α = 1 . (3.102)

Доказательство. Из обратного неравенства следует

‖uh‖2
V = ε‖∇uh‖2 + α‖uh‖2 + ξ‖div uh‖2 ≥ (ε + αc−2

I h2 + ξ)‖div uh‖2 .

Поэтому благодаря оценке b(vh, qh) ≤ ‖div vh‖‖qh‖ получаем

Γh ≤ 1

ε + αc−2
I h2 + ξ

. (3.103)

Оценка снизу для γh дана в (2.96). Теперь возьмем вместе эти оценки
для Γh и γh и рассмотрим случаи α ∈ {0, 1}.

В силу оценки (3.101) и леммы 3.21 в случае α = 0 при любых зна-
чениях ε и ξ отмасштабированная матрица масс QS = ΓhM̂h является
хорошим переобуславливателем для дополнения по Шуру. В этом слу-
чае 1− σS > c0 > 0 с константой c0, не зависящей от ε и h.

В случае α = 1 результат (3.102) дает

Γh

γh

= O(h−2) при h ↓ 0, ε ≤ h2, ξ = 0 , (3.104)

Таким образом, имеет место быстрый рост константы при h → 0 и малых
ε. Теперь отмасштабированная матрица масс не является хорошим пере-
обуславливателем для дополнения по Шуру. Далее в этом разделе будет
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рассмотрен подходящий переобуславливатель для этого случая. Если же
α = ξ = 1, получаем:

Γh

γh

≤ 2 + c2
F

2 + c−2
I h2

∀ ε ∈ (0, 1]. (3.105)

Теперь для отмасштабированной матрицы масс (также как и при α = 0)
имеем 1− σS > c0 > 0 с константой c0, не зависящей от ε и h.

Напомним, что для построения универсального метода помимо хо-
рошего (универсального) переобуславливателя QS для дополнения Шу-
ра необходим универсальный переобуславливатель QA для A. Матрица
масс A задается соотношением в (3.86). Для случая ξ = 0 мы можем
с успехом использовать многосеточный метод, как переобуславливатель
для A. Действительно, из результатов раздела 3.2 вытекает, что V- или
W-цикл многосеточного метода дают переобуславливатель QA для A та-
кой, что (1 − σA)QA ≤ A ≤ QA с константой σA < 1, не зависящей от
h, ε ∈ (0, 1], α ≥ 0.

Таким образом, для случая ξ = 0 универсальный переобуславлива-
тель для A известен. Однако, для случая ξ = 1 построение и анализ
универсального переобуславливателя QA для A является открытым во-
просом. При ξ = 1 дополнительная жёсткость в системе появляется из-за
оператора div , который в общем случае имеет большое ядро. В насто-
ящее время универсальный многосеточный метод для решение системы
уравнений с такой матрицей является темой исследований. Возможно
техника разработанная в [141] может оказаться приемлемой в данном
случае.

Наконец, в случае ξ = 0, α ≥ 0 построение универсального метода
для обощенной системы Стокса возможно, если в качестве QS рассмот-
реть более сложный переобуславливатель, чем масштабированная мат-
рица масс для давления. Действительно, неравенства (1.97) указывают
на следующий выбор:

QS = (εM − αL−1)−1, (3.106)

где L – аппроксимация оператора Лапласа с краевыми условиями Ней-
мана для давления. В случае метода конечных элементов возможно два
пути построения L. Во-первых, если Qh ∈ H1(Ω), то L можно определить,
как матрицу жесткости:

〈Lx, y〉 = (∇JQx,∇JQy) ∀ x, y ∈ Rm .



234 Глава 3. Анализ итерационных методов

Во-вторых, можно рассмотреть смешанную аппроксимацию:

L := BM−1
u BT ,

где Mu – аппроксимация матрицы масс для скоростей. Для QS из (3.106)
спектральная эквивалентность QS и S (на подпространстве) с констан-
тами, не зависящими от параметров, доказана в [50] при некоторых до-
полнительных ограничениях на Qh. Для непрерывных операторов такая
оценка была доказана в разделе 1.4, см. (1.97).

Подводя итог, мы имеем следующие результаты о сходимости блоч-
ных переобусловленных методов для обобщённой задачи Стокса. Для
универсальной сходимости блочных методов необходимы универсальные
переобуславливатели для матриц S и A. Рассмотрим характерные слу-
чаи

• ξ = α = 0: масштабированная матрица масс QS является уни-
версальным переобуславливателем для S. Многосеточный метод –
универсальный переобуславливатель для A.

• ξ = 0, α > 0: масштабированная матрица масс не является уни-
версальным переобуславливателем для S. Матрица QS, определён-
ная в (3.106), – универсальный переобуславливатель для S. Мно-
госеточный метод является универсальным переобуславливателем
для A.

• ξ = 1, α ≥ 0: масштабированная матрица масс QS является уни-
версальным переобуславливателем для S. Универсальный переобу-
славливатель для A пока не известен.

3.5.3 Численные примеры.

Сначала рассмотрим пример обобщенной задачи Стокса и метода конеч-
ных элементов из параграфа 2.4.4. Системы линейных алгебраических
уравнений будем решать с помощью неточного метода Узавы. В каче-
стве дополнения по Шуру QS возмём матрицу масс отмасштабирован-
ную множителем (ε + c−2

I h2
uα + ξ)−1, см. (3.103). Здесь hu = h

2
– размер

триангуляции для скорости. Возмём cI = 2
√

2, как константы из об-
ратного неравенства (3.100). Это значение найдено из верхней границы
спектра дискретного Лапласиана в единичном квадрате. Если разумной
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Таблица 3.12: Зависимость от ε: h = 1/32, α = 0

Вязкость
Параметр Величина 1 10−2 10−4

ξ=0 Niter 38 38 38
ψcd 0.06 0.06 0.06

ξ=0.1 Niter 36 13 312
ψcd 0.06 0.30 0.96

Niter- всего итераций неточного метода Узавы,
ψcd - показатель сходимости MG метода для A.

оценки для cI не имеется , то слагаемое c−2
I h2

uα может быть опущено. В
результате константа 1− σS из (3.96) будет меньше.

В качестве переобуславливателя QA используется стандартный V-
цикл, со стандартными операторами проекции и продолжения, двумя
пред и пост-сглаживаниями с помощью симметричного метода Гаусса-
Зейделя.

В качестве критерия остановки в неточном методе Узавы (3.97) слу-
жит относительное сокращение невязки в 105 раз. Для иллюстрации схо-
димости метода в таблицах 3.12-3.13 приведено Niter – общее число ите-
раций неточного метода Узавы, необходимое для выполнения критерия
остановки. Как мы уже обсуждали ранее, константы σA и σS из (3.91),
(3.96) обуславливают сходимость метода (3.97). Оценка для σS была по-
лучена в лемме 3.21. Значение σA зависит от сходимости многосеточного
метода для задачи скоростей, который определяет QA. Значения ψcd в
таблице являются оценкой для показателя сходимости многосеточного
метода. Так как мы выполняем две итерации многосеточного метода при
применении Q−1

A , то можно оценить σA ≈ ψ2
cd.

Медленная сходимость алгоритма Узавы для стабилизированной за-
даче при малых ε вызвана плохой сходимостью многосеточного метода
для A (см. значения ψcd). Ясно, что на практике (при малых ε) этот
многосеточный метод не должен использоваться.

В таблице 3.14 показаны результаты при α = 1. Здесь мы также на-
блюдаем значительное ухудшение сходимости метода Узавы при ξ = 0.
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Таблица 3.13: Зависимость от ε: h = 1/64, α = 0

Вязкость
Параметр Величина 1 10−2 10−4

ξ=0 Niter 39 36 34
ψcd 0.06 0.06 0.06

ξ=0.1 Niter 37 12 414
ψcd 0.06 0.34 0.98

Niter- всего итераций неточного метода Узавы,
ψcd - показатель сходимости MG метода для A.

Причиной этому является то, что при ε → 0, h → 0 масштабированная
матрица масс является плохим переобуславливателем для S (см. (3.104)
и обсуждение в параграфе 3.6.1). При ξ > 0 возрастание количества ите-
раций происходит далеко не так быстро, а причина его другая – ухудше-
ние переобуславливателя для QA.

Таблица 3.14: Зависимость от ε: h = 1/64, α = 1

Вязкость
Параметр Величина 1 10−2 10−4

ξ=0 Niter 39 124 3829
ψcd 0.05 2.6e-2 1.7e-3

ξ=0.1 Niter 37 20 217
ψcd 0.05 0.34 0.97

Niter- всего итераций неточного метода Узавы,
ψcd - показатель сходимости MG метода для A.

Если использовать более сложный переобуславливатель для S, чем
масштабированная матрица масс, то можно добиться универсальной схо-
димости для метода Узавы (точного и неточного) при ξ = 0. Этот пере-
обуславливатель задан в (3.106) и требует решения задачи Неймана для
давления, впрочем, не обязательно точно. Результаты численных экс-
периментов подтверждающие универсальную сходимость приведены в
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таблице 3.15 . Эти результаты были получены для аппроксмации задачи
методом конечных разностей (схема MAC) и взяты из [181]. С помощью
переобусловленного метода сопряженных градиентов находилось реше-
ние задачи для давления в (3.93). Похожие результаты для различных
конечных элементов можно найти, например, в [63, 50]. Таблица 3.16
показывает, что использование метода сопряженных градиентов без пе-
реобуславливания ведет к ухудшению показателя сходимости при увели-
чения отношения α/ε.

Таблица 3.15: Показатель сходимости переобусловленного метода CG в
алгоритме Узавы (ε = 1, ξ = 0).

α \h 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512
0 0.165 0.201 0.225 0.242 0.240 0.242
16 0.150 0.188 0.202 0.234 0.221 0.222
32 0.125 0.177 0.197 0.220 0.204 0.212
64 0.106 0.153 0.176 0.205 0.197 0.204
128 0.086 0.119 0.173 0.183 0.188 0.203
256 0.065 0.100 0.147 0.164 0.186 0.189
512 0.053 0.084 0.122 0.155 0.178 0.180
1024 0.034 0.062 0.096 0.136 0.161 0.187
2048 0.019 0.043 0.083 0.115 0.145 0.178

3.6 Задача Стокса с интерфейсом.

Рассмотрим конечно-элементную задачу в матрично-векторной форме.
Для этого повторим рассуждения из раздела 3.5. Отличия будут следу-
ющими. Во-первых, отличается условие ортогональности для векторов
давления:

Mh = { ph ∈ M+
h | (ph, 1)M = 0 }

Во-вторых, отличается матрица жесткости A, и рассматривается матри-
ца масс M̂ν ∈ Rm×m относительно скалярного произведения с весом:

〈Ax, y〉 = (ν∇JV x,∇JV y) ∀ x, y ∈ Rn ,

〈M̂νx, y〉 = (JQx, JQy)M ∀ x, y ∈ Rm .
(3.107)
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Таблица 3.16: Показатель сходимости непереобусловленного метода CG
в алгоритме Узавы (ε = 1, ξ = 0).

α \h 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512
0 0.168 0.201 0.225 0.241 0.245 0.242
16 0.250 0.274 0.298 0.309 0.310 0.308
32 0.288 0.308 0.320 0.335 0.333 0.334
64 0.330 0.356 0.362 0.364 0.364 0.371
128 0.398 0.415 0.425 0.418 0.418 0.413
256 0.474 0.491 0.500 0.488 0.497 0.479
512 0.551 0.584 0.581 0.570 0.587 0.562
1024 0.613 0.663 0.678 0.649 0.665 0.648
2048 0.667 0.731 0.744 0.733 0.739 0.741
4096 0.709 0.795 0.790 0.763 0.787 0.769

Система алгебраических уравнений, соответсвующая методу конеч-
ных элементов (2.106) имеет тот же вид, что и (3.87):

(
A BT

B 0

) (
x
y

)
=

(
f
0

)
(3.108)

Для её численного решения можно применять итерационные методы из-
ложенные в разделе 3.5.1. Численные эксперименты будут приведены
для метода Узавы-CG и переобусловленного метода MINRES.

Дополнение Шура S := BA−1BT , как и матрица системы (3.108),
имеет одно-мерное ядро: ker(S) = span{e}, где e := J−1

Q 1 = (1, . . . , 1)T ∈
Rm. Справедливо

(JQy, 1)M = 0 ⇔ (JQy, JQe)M = 0 ⇔ 〈M̂νy, e〉 = 0 ⇔ 〈y, M̂νe〉 = 0
(3.109)

Поэтому, определив подпространство

(M̂νe)
⊥ := { y ∈ Rm | 〈y, M̂νe〉 = 0 } (3.110)

имеем Mh = { JQy | y ∈ (M̂νe)
⊥ }. Следовательно, матрично-векторная

форма задачи (2.106) имеет вид:

Найти x ∈ Rn, y ∈ (M̂νe)
⊥ удовлетворяющие системе (3.108). (3.111)
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В переобусловленном методе MINRES или методе типа (неточного)
Узавы необходимы переобуславливатели QA для A и QS для S. Извест-
но, что если в качестве QA используется симметричный V -цикл много-
сеточного метода, то для QA выполнены оценки (3.91) (см. [47, 54, 163]),
т.е.

(1− σA)QA ≤ A ≤ QA,

с константой σA < 1, не зависящей от h и ν.

3.6.1 Переобуславливатель для дополнения Шура.

В этом разделе доказывается, что матрица масс M̂ν является подходя-
щим переобуславливателем для S.

Из леммы 1.15 и теоремы 2.6 следуют неравенства

C2‖ph‖M ≤ sup
uh∈Vh

(div uh, ph)

‖uh‖ν

≤
√

d ‖ph‖M для ph ∈ Mh (3.112)

с константой C2 > 0, не зависящей от h и от ν, если выполнено условие
(2.114): µh ≤ C1. Из определения дополнения по Шуру следует, что для
произвольной y ∈ Rm справедливо

〈Sy, y〉 = sup
uh∈Vh

(div uh, JQy)2

‖uh‖2
ν

(3.113)

Прямым следствием (3.113) и (3.88) является

Теорема 3.12. Предположим, что выполнено (2.114), тогда для всех
y ∈ (M̂νe)

⊥ справедливы неравенства

C2
2〈M̂νy, y〉 ≤ 〈Sy, y〉 ≤ d 〈M̂νy, y〉

с константой C2 из (3.112).

Из теоремы следует, что спетральное число обусловленности матрицы
M̂−1

ν S равномерно ограничено на подпространстве (M̂νe)
⊥.

Следующий актуальный вопрос – как эффективно вычислять M̂−1
ν y.

Лемма ниже показывает, что либо матрица M̂ν может быть успешно за-
менена на некоторую диагональную матрицу, либо M̂−1

ν y может быть
эффективно подсчитано с помощью PCG метода с диагональной матри-
цей в качестве переобуславливателя.
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Лемма 3.23. Определим диагональную матрицу: M̄ν по формуле

(M̄ν)ii =
m∑

j=1

(M̂ν)ij.

Теперь для всех y ∈ Rm справедливо

C3〈M̄νy, y〉 ≤ 〈M̂νy, y〉 ≤ C4〈M̄νy, y〉

с константами C3 > 0 и C4, не зависящими от ν и h.

Доказательство. Для доказательства леммы достаточно оценить соб-
ственные значения (M̄ν |τ )−1M̂ν |τ , где M̄ν |τ и M̂ν |τ – локальные матрицы
масс для каждого элемента триангуляции τ . На каждом отдельном эле-
менте ν является константой, поэтому мы можем использовать результат
из [157], который обеспечивает оценку на каждом элементе, не завися-
щую от ν и h.

Обратим также внимание на равенство:

M̄νe = M̂νe (3.114)

Предположим, что задача (3.111) решается с помощью метода Узавы
(3.92)–(3.94), а на шаге (3.93) используется PCG-метод с переобуслав-
ливателем M̂ν или M̄ν . Тогда, повторяя рассуждения из раздела 3.5.1
и используя равенство (3.114), можно показать, что приближения, как
и вектора ошибки, на каждом шаге PCG-метода лежат в подпростран-
стве (M̂νe)

⊥, если начальное приближение y0 принадлежит этому подпро-
странству. Из теоремы 3.12 и леммы 3.23 следует, что матрицы M̂−1

ν S и
M̄−1

ν S имеют на этом подпространстве число обусловленности, не зави-
сящее от параметров ν и h.

Численные эксперименты будут проведены также с переобусловлен-
ным методом MINRES (см. § 3.5.1). В качестве QA будет использовать-
ся стандартный многосеточный метод, а QS = M̄ν . MINRES метод су-
щественно “дешевле” алгоритма Узавы, и в тоже время из теории (см.
теорему 3.12 и лемму 3.23 для оценки cond(Q−1

S S) на подпространстве,
результаты [47] для оценки cond(Q−1

A A) и результаты [139] для блочного
переобуславливания) следует, что его показатель сходимости оценивает-
ся константой (меньше единицы), не зависящей от ν и h.
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3.6.2 Численные примеры

В этом разделе вы найдете результаты нескольких численных экспери-
ментов иллюстирующих сходимость методов Узавы и MINRES при ре-
шении задачи Стокса с интерфейсом с использованием переобуславли-
вателей из предыдущего параграфа.

Мы рассматриваем (1.121)-(1.123) с

Ω = (0, 1)3, Ω2 = (0,
1

2
)3

Дискретизация строилась следующим образом: самая грубая сетка со-
стояла из правильных тетраэдров с h = 1

2
. Далее применялось равно-

мерное измельчение. Таким образом, что всё семейство триангуляций
отвечало условию (2.104). Использовались конечный элементы Тейлора-
Худа P2 − P1, т.е. непрерывные кусочно-квадратичные для скоростей и
непрерывные кусочно-линейные для давления. Вычисления проводились
для h = 1/16, h = 1/32 и различных ε ∈ (0, 1]. Заметим, что для h = 1/32
число неизвестных для скорости равно 7.5·105, для давления – 3.3·104

(n ≈ 7.5·105, m ≈ 3.3·104). В качестве решения системы (3.108) возь-
мем нулевое (x, y) = 0. Начальное приближение выбираем случайным
образом (x0, y0) так, что y0 ∈ (M̂ν)

⊥.

Для проверки универсальности переобуславливания для дополнения
Шура и универсальности многосеточного метода сначала рассмотрим ме-
тод Узавы (3.92)-(3.94). Линейные системы вида Ax = r, которые встре-
чаются на шагах 1,2 и 3 алгоритма, все решаются с помощью стандарт-
ного V-цикла с одним пред- и одним пост-сглаживанием симметричным
методом Гаусса-Зейделя. Итерации для системы Ax = r прекращаются
после k шагов, если для xk выполняется

‖D−1(Axk − r)‖
‖D−1(Ax0 − r)‖ ≤ 10−10 , D := diag(A) (3.115)

Система с дополнением Шура (3.93) решается с помощью PCG метода
с переобуславливателем M̂ν . Система M̂νy = w, в свою очередь, прибли-
женно решается с помощью PCG метода с переобуславливателем M̄ν ,
пока не достигнута точность

‖M̄−1
ν (M̂νy

k − w)‖
‖M̄−1

ν (M̂νy0 − w)‖ ≤ 10−10 (3.116)
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PCG метод для системы с дополнением Шура Sy = c останавливается
при достижении точности:

‖M̄−1
ν (Syk − c)‖

‖M̄−1
ν (Sy0 − c)‖ ≤ 10−6 (3.117)

В таблице 3.17 показаны результаты при различных значениях h и ε.
Использованы следующие обозначения: #-MG – среднее число итераций
многосеточного метода для достижения точности (3.115), #-PCG-M –
среднее число итераций PCG метода для достижения точности (3.116) и
#-PCG-S – среднее число итераций PCG метода для достижения точно-
сти (3.117).

Таблица 3.17: Метод Узавы, переобуславливатель M̂ν

h 1/16 1/32
ε 1 10−2 10−4 10−6 1 10−2 10−4 10−6

#-MG 13 13 14 14 14 14 14 14
#-PCG-M 24 25 25 26 24 25 25 25
#-PCG-S 22 29 31 34 21 29 30 34

Результаты в таблице ясно показывают универсальность относитель-
но параметров h и ε многосеточного метода для подсистемы с матрицей
A для скоростей, переобуславливателя M̂ν для S и переобуславливате-
ля M̄ν для M̂ν . Далее мы рассмотрим эффект, возникающий от замены
матрицы масс для давления M̃ν на диагональную матрицу M̄ν в каче-
стве переобуславливателя дополнения Шура. В PCG методе используем
критерий остановки (3.117). В таблице 3.18 показаны результаты вы-
числений для различных h и ε. Как и ожидалось, переобуславливатель

Таблица 3.18: Метод Узавы, переобуславливатель M̄ν

h 1/16 1/32
ε 1 10−2 10−4 10−6 1 10−2 10−4 10−6

#-PCG-S 40 48 48 58 39 50 52 59

M̄ν является универсальным для S. Наконец, в заключительном экспе-
рименте рассматривается блочно-переобусловленный метод MINRES. В
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качестве QA берем одну итерацию многосеточного метода , описанного
выше, а диагональную матрицу M̄ν , как переобуславливатель для допол-
нения Шура. В таблице 3.19 приведено число итераций k (обозначается
через #-PMINRES), достаточное для выполнения критерия остановки:

∥∥∥Ã−1A
(

xk

yk

) ∥∥∥
Ã
≤ 10−6

∥∥∥Ã−1A
(

x0

y0

) ∥∥∥
Ã

(Напомним, что правая часть в системе выбиралась равной 0). Заметим,

Таблица 3.19: Метод MINRES с переобуславливателем M̄ν

h 1/16 1/32
ε 1 10−2 10−4 10−6 1 10−2 10−4 10−6

#-PMINRES 62 68 98 157 50 58 85 116

что для h = 1/32 требуется меньше итераций, чем для h = 1/16.

3.6.3 Задача с полным тензором деформаций

Рассмотрим задачу с полным тензором деформаций D(u) = 1
2

(∇u +
(∇u)T

)
вместо ∇u в (1.121). Соответствующая слабая постановка задачи

состоит в нахождении {u, p} ∈ V×M , удовлетворяющих соотношениям
{ ∫

Ω
νD(u) : D(v) dx− (div v, p) = (f ,v) for v ∈ V,

(div u, q) = 0 for q ∈ M .
(3.118)

Заметим равенства

D(u) : D(v) =
d∑

i,j=1

D(u)i,jD(v)i,j = tr
(
D(u)D(v)

)

Для u ∈ H1
0 введем обозначение ‖u‖2

D :=
∫

Ω
νtr

(
D(u)2

)
dx.

Лемма 3.24. Предположим, что выполняется (1.139) или (1.140). То-
гда существует константа c > 0, не зависящая от ν такая, что

c‖v‖ν ≤ ‖v‖D ≤ ‖v‖ν ∀ v ∈ H1
0 (3.119)
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Доказательство. Во-первых, заметим, что

tr
(
D(v)2

)
=

1

4

d∑
i,j=1

(∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)2 ≤
d∑

i,j=1

(∂ui

∂xj

)2

Это влечет

‖v‖2
D =

∫

Ω

νtr
(
D(v)2

)
dx ≤ (ν∇v,∇v) = ‖v‖2

ν ,

следовательно, выполняется второе неравенство в (3.119). Для доказа-
тельства первого неравенства в (3.119) нам понадобится неравенство
Корна, см. [13]. Предположим, что γ — часть границы ∂Ω с ненулевой
мерой, тогда существует константа C такая, что

‖∇v‖2
Ω := ‖∇v‖2

L2(Ω) ≤ C

∫

Ω

tr
(
D(v)2

)
dx

для любой v ∈ H1(Ω)d, v|γ = 0. Предположим, что выполняется (1.139).
Используя неравенство Корна в каждой из подобластей, получаем

‖∇v‖2
Ωi
≤ Ci

∫

Ωi

tr
(
D(v)2

)
dx для i = 1, 2 (3.120)

Поэтому можем оценить

‖v‖2
ν = ‖∇v‖2

Ω1
+ ε‖∇v‖2

Ω2

≤ max{C1, C2}
∫

Ω

νtr
(
D(v)2

)
dx = max{C1, C2}‖v‖2

D,

что влечет первое неравенство в (3.119). Теперь предположим, что вы-
полняется (1.140). Тогда неравенство Корна в (3.120) выполняется для
i = 1. Используя теорему о следах, получаем

‖∇v‖2
Ω2
≤ c ‖v|Γ‖2

H
1
2 (Γ)

≤ c ‖∇v‖2
Ω1
≤ c

∫

Ω1

tr
(
D(v)2

)
dx

Так как ε ограничена, мы получаем

‖v‖2
ν = ‖∇v‖2

Ω1
+ ε‖∇v‖2

Ω2
≤ C

∫

Ω1

tr
(
D(v)2

)
dx ≤ C ‖v‖2

D,
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следовательно, первое неравенство в (3.119) выполнено.

Предположим, что выполнено одно из условий (1.139) или (1.140).
В силу доказанной леммы результаты леммы 1.15 и теорем 1.10 и 2.6
остаются справедливыми, если использовать ‖·‖D вместо ‖·‖ν . Как итог,
можно сделать вывод, что результаты диссертации для задачи Стокса с
интерфейсом переносятся на случай с полным тензором деформаций.

3.7 Система Осеена.
В этом разделе рассматриваются итерационные методы нахождения ре-
шения (стабилизированного) метода конечных элементов для обобщен-
ной задачи Осеена, см. (2.129). Мы предположим, что соответствую-
щая система линейных алгебраических уравнений сохраняет структуру
(3.121), т.е. матрица является блочной 2 × 2, левый нижний и правый
верхний блоки сопряжены, а правый нижний равен нулю. На практи-
ке такую структуру можно получить, если в стабилизационных членах
слагаемые, связанные с давлением не учитываются, – равны нулю для
кусочно-постоянной аппроксимации, либо вычисляются явно в нелиней-
ных итерациях.

Особенности, связанные с определением функции давления с точно-
стью до константы и детально рассмотренные в разделе 3.5, для системы
линейных уравнений типа Стокса сохраняются и для более общей систе-
мы типа Осеена. Напомним только, что A и B – матрицы порождаемые
методом конечных элементов (2.129). Например, в случае конвективной
формы матрицы A и B могут быть определены через соотношения

〈Ax, y〉 = ν(∇ψ,∇ξ) + ξ(div ψ, div ξ) + (αψ + a·∇ψ, ξ)

+
∑
τ∈Th

σ(τ, a)(a·∇ψ, a·∇ξ)τ ,

〈Bx, z〉 = −(div ψ, φ) ∀x, y ∈ Rn, z ∈ Rm

для нодальных базисных функций ψ := JV x, ξ := JV y из Vh и φ := JQz
из Qh.

Необходимо найти решение системы линейных алгебраических урав-
нений: (

A BT

B 0

)(
x
y

)
=

(
f
g

)
. (3.121)
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Обратим внимание, что в отличии от (3.87) система (3.121) не симмет-
рична. Более того, при малых ν и α несимметричность в блоке A может
доминировать. Далее мы рассмотрим переобусловленный итерационный
метод блочного типа для решения (3.121). Особое внимание будет уде-
лено случаю малого ν. Многосеточные методы для (3.121), хотя и ис-
пользуются на практике, их теория применительно к (3.121) на данный
момент отсутствует. Многосеточные методы для систем типа Осеена не
рассматриваются в данной работе.

3.7.1 Переобусловленные методы.

Спектр матрицы из (3.121) содержит собственные значения как с по-
ложительной, так и с отрицательной вещественной частью, ее число
обусловленности растет при уменьшении как шага сетки, так и ν. Для
численного решения (3.121) с помощью итераций необходимо построить
подходящий переобуславливатель. Некоторые из блочных итерационных
методов для симметричных задач с седловой точкой были позже при-
способлены и использованы для решения несимметричных систем типа
(3.121) (см. [52], [76], [138]).

Далее будем использовать два метода. Один из них – это метод Узавы,
описанный в разделе 3.5, он требует на каждой итерации (достаточно)
точного решения подсистемы с матрицей A. Второй метод заключается
в блочно-треугольном переобуславливании системы. Напомним, что QA

обозначает переобуславливатель для A, QS для S. Блочно треугольный
переобуславливатель для матрицы из (3.121) имеет вид

P−1 =

(
Q−1

A Q−1
A BT Q−1

S

0 −Q−1
S

)
. (3.122)

Если QA = A и QS = S, то переобусловленный метод на подпростран-
ствах Крылова для (3.121) сойдется к решению не более, чем за две
итерации. В общем случае анализ сходимости метода GMRES для си-
стем вида (3.121) с переобуславливанием (3.122) можно найти в [107].
В наших численных экспериментах будет использоваться итерационный
метод BiCGstab [151] для решения следующей переобусловленной систе-
мы (

A BT

B 0

)(
Q−1

A Q−1
A BT Q−1

S

0 −Q−1
S

)(
x̂
ŷ

)
=

(
f
g

)
. (3.123)
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Итак, необходимо построить два подходящих переобуславливателя:
Q−1

A и Q−1
S . В качестве Q−1

A может выступать многосеточный метод. Для
задачи в конвективной форме такой метод рассмотрен в разделе 3.3, а
для системы в вихревой форме в разделе 3.4. Построение и анализ пере-
обуславливателя Q−1

S для дополнения Шура рассматривается ниже.

Переобуславливатель дополнения Шура для вихревой формы.

Универсальный переобуславливатель для S должен учитывать эффект
диффузии, реакции и конвекции в системе Осеена. Для построения пере-
обуславливателя для всех типов течений рассмотрим вначале отдельно
два случая: большую вязкость (ν À 1) и малую (ν ¿ 1), и запишем
дифференциальную задачу Sp = F в смешанном виде:

−ν∆u + αu + w × u +∇p = 0,

div u = F,

u = 0 на ∂Ω.

(3.124)

Замечание 3.4. В (3.124), как и ранее, там где это не вызывает путани-
цы используем обозначения u и p для вспомогательных функций, возни-
кающих при построении переобуславливателя. Однако, мы по-прежнему
называем их ‘скорость’ и ‘давление’.

Известно, что для течений с большими значениями вязкости вклад
конвективных членов в уравнение незначителен. Если в (3.124) прене-
бречь слагаемым w×u, то подходящий переобуславливатель для допол-
нения по Шуру известен: Q−1

S = νI −α∆−1
N . В разделе 3.5 была доказана

оценка
cond(Q−1

S S0) ≤ c

с константой c, не зависящей от ν и α. Более того, напомним, что опе-
ратор QS (= (νI − α∆−1

N )−1) может быть получен как дополнение Шу-
ра обобщенной задачи Стокса с другими краевыми условиями: u·n =
0, (curlu)× n = 0 вместо u = 0 в (3.124).

Рассмотрим теперь другой крайний случай: ν ¿ 1.
Если вязкость мала, то ей можно пренебречь почти всюду, кроме под-

областей больших градиентов скорости, обычно в пограничных слоях.
Помня об этом, перепишем уравнения (3.124), опуская диффузионные
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члены. Получаем следующую систему:

αu + w × u +∇p = 0,

div u = F,

u·n = 0 на ∂Ω.

(3.125)

Заметим, что в виду отсутствия производных второго порядка для ско-
ростей в (3.125) мы вынуждены сохранить только краевые условия на
нормальную компоненту u.

Вариационная формулировка (3.125) имеет вид: для заданной F ∈
L0

2(Ω) найти {u, p} ∈ H0(div ) × L0
2(Ω) такую, что для всех {v, q} ∈

H0(div )× L0
2(Ω) выполняются равенства

α(u,v) + (w × u,v)− (p, div v) = 0,

(div u, q) = (F, q).
(3.126)

Легко заметить, что билинейная форма a(u,v) = α(u,v) + (w× u,v)
коэрцитивна на Ker(div ) в H0(div ), и выполняется infsup условие

inf
p∈L0

2(Ω)
sup

u∈H0(div )

(p, div u)

||u||H(div ) ||p|| ≥ c(Ω) > 0.

Для непрерывности билинейной формы a(u,v) на H0(div ) достаточно
предположить, что w принадлежит L∞(Ω)2d−3. Теперь благодаря след-
ствию 5.1 из [84] задача (3.126) имеет единственное решение.

Система (3.125) может быть рассмотрена, как смешанная формули-
ровка эллиптического уравнения для давления. Действительно, можно
формально исключить вектор скорости из системы (3.125) и получить
следующую несимметричную задачу типа диффузии для давления с кра-
евыми условиями Неймана:

− 1

α
div (G(x)∇p) = F,

∂p

∂ñ
= 0, на ∂Ω.

(3.127)

где G(x) = {gij(x)}, i, j = 1, . . . , d – матрица ‘диффузии’, определяемая
ниже, и ∂p

∂ñ
= gij

∂p
∂xi

nj.
В терминах α и w матрица G(x) имеет вид
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• 2D
G(x) =

α2

α2 + w2
I − α

α2 + w2
(w×). (3.128)

• 3D

G(x) =
α2

α2 + w2
(I + α−2(w ⊗w))− α

α2 + w2
(w×). (3.129)

I – единичная матрица, обозначение (w⊗w) используется для матрицы
с элементами равными wi(x)wj(x), (w×) обозначает матрицу, соответ-
ствующую векторному произведению с w:

• 2D
(w×) =

(
0 −w
w 0

)
,

• 3D

(w×) =




0 −w3 w2

w3 0 −w1

−w2 w1 0


 .

Первый член в (3.128) или (3.129) является симметричной частью G(x),
второй кососимметричной.

Изучим задачу (3.127). Заметим, что |gij(x)| ≤ c < ∞, i, j = 1, . . . , d, с
некоторой константой c, независящей от x,w, α. Следовательно, gij(x) ∈
L∞(Ω). Рассмотрим вектор-функцию v = G(x)∇p и предположим, что
p ∈ H1(Ω). Тогда gij(x) ∈ L∞(Ω) влечет v ∈ L2(Ω). Следующая вари-
ационная формулировка (3.127) имеет смысл. Для заданной F ∈ L0

2(Ω)
найти p ∈ H1(Ω) ∩ L0

2(Ω) такую, что

1

α
(G(x)∇p,∇q) = (F, q), ∀q ∈ H1(Ω) ∩ L0

2(Ω). (3.130)

Соотношение (3.130) является отправной точкой для построения конеч-
но-элементной дискретизации (3.127).

Почти всюду в области Ω матрица G(x) положительна, т.е.

(G(x)ζ, ζ) > 0 (3.131)

для всех ненулевых ζ ∈ Rd. Следовательно, задача является сильно эл-
липтической и имеет решение, удовлетворяющее (3.130) (см., например,
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[14]). Дополнительное предположение w ∈ L∞(Ω)2d−3 обеспечивает рав-
номерную эллиптичность (3.130) и, как следствие, единственность сла-
бого решения.

Справедлива лемма.

Лемма 3.25. Предположим w ∈ L∞(Ω)2d−3. Тогда задачи (3.125) и
(3.127) имеют единственные решения в смысле (3.126) и (3.130), соот-
ветственно. Более того, компонента давления p решения (3.125) при-
надлежит H1(Ω) ∩ L0

2(Ω) и является решением (3.127).

Доказательство. Предположим, что p из H1(Ω)∩L0
2(Ω) является реше-

нием (3.127) и рассмотрим u = G(x)∇p. Имеем u ∈ L2(Ω), div u = F ∈
L2(Ω) и u·n = ∂p

∂ñ
= 0. Следовательно, вектор-функция u принадлежит

H0(div ). В силу определения u и (3.131) получаем

(G−1(x)u,v) + (∇p,v) = 0 ∀v ∈ H0(div ),

(u,∇q) = (F, q), ∀q ∈ H1(Ω) ∩ L0
2(Ω)

Благодаря интегрированию в этих равенствах по частям, краевым усло-
виям u·n = 0 и явному выражению для G−1(x) мы получаем

α(u,v) + (w × u,v)− (p, div v) = 0 ∀v ∈ H0(div )

(div u, q) = (F, q), ∀q ∈ H1(Ω) ∩ L0
2(Ω)

(3.132)
Второе равенство в (3.132) остается верным для произвольной q ∈ L0

2(Ω).
Поэтому {p,u} является в точности слабым решением задачи (3.125). Обе
задачи имеют единственное решение, если w ∈ L∞(Ω)2d−3.

Замечание 3.5. Минимальные предположения о гладкости функции
скорости в уравнениях Навье-Стокса u ∈ H1

0(Ω) влекут, что w при-
надлежит L2(Ω)2d−3. Дополнительные предположения на данные задачи
Навье-Стокса влекут дополнительную гладкость решения и, как след-
ствие, w ∈ L∞(Ω)2d−3 и, как отмечалось выше, эллиптичность формы
(G(x)∇p,∇q), т.е.

||∇p||2 ≤ C (G(x)∇p,∇p) ∀p ∈ H1(Ω) ∩ L0
2(Ω). (3.133)

Если рассматривается метод конечных элементов, то неравенство (3.133)
выполняется в любом случае с некоторой константой C, которая может
зависеть от h. Зависимость от h слабее для гладких w.
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Обозначим через L(w)−1 (L(w)−1 : L0
2(Ω) → H1(Ω)∩L0

2(Ω)) оператор
решающий задачу (3.127), в скобках мы подчеркиванием зависимость от
w. Рассмотрим оператор

Q−1
S = νI + L(w)−1 (3.134)

в качестве переобуславливателя для S. С одной стороны, когда значе-
ния вязкости большие (мы можем пренебречь конвективными членами),
то новый переобуславливатель совпадает с оптимальным νI − α∆−1

N . С
другой стороны, в случае доминирующей конвекции члены диффузии
не имеют существенного глобального влияния и L(w) снова близок к
S. Есть основания полагать, что выбор QS в (3.134) подходит и для
промежуточных ситуаций. Более того, если в уравнении моментов при-
сутствует ∇div -член, то в переобуславливатель аналогично ситуации с
обобщенной задачей Стокса добавляется параметр ξ:

Q−1
S = (ν + ξ)I + L(w)−1 (3.135)

Анализ Фурье далее в этом разделе и численные эксперименты подтвер-
ждают эффективность переобуславливателя (3.135).

Анализ Фурье.

Рассуждения данного параграфа направлены на поверку эффективности
переобуславливателя QS из (3.135) с помощью анализа Фурье. Рассмат-
ривается двухмерная периодическая задача с постоянным w(x) = w 6= 0.

Вычислим действие оператора S на гармонику q(x) = exp(i(c,x)), где
c,x ∈ R2. Во-первых, имеем

∇q(x) = {i c1 exp(i(c,x)), i c2 exp(i(c,x))}.

Ищем u вида u1 = i k1 exp(i(c,x)), u2 = i k2 exp(i(c,x)), удовлетворяю-
щую соотношениям

−ν∆u1 − ξ
∂

∂x1

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)
+ αu1 − w u2 =

∂q(x)

∂x1

,

−ν∆u2 − ξ
∂

∂x2

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)
+ αu2 + w u1 =

∂q(x)

∂x2

.
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Находим значения коэффициентов

k1 =
(α + ν|c|2 + ξc2

2)c1 + (ξc1c2 + w) c2

(α + ν|c|2ξc2
1)(α + ν|c|2ξc2

2)− ξ2c2
1c

2
2 + w2

,

k2 =
(α + ν|c|2 + ξc2

1)c2 − (ξc1c2 + w) c1

(α + ν|c|2ξc2
1)(α + ν|c|2ξc2

2)− ξ2c2
1c

2
2 + w2

.

Следовательно,

S exp(i(c,x)) = −div u =
(α + ν|c|2)|c|2

(α + ν|c|2)(α + (ν + ξ)|c|2) + w2
exp(i(c,x)).

Случай α > 0, ξ = 0. С помощью похожих рассуждений находим

QS(w)−1 exp(i(a,x)) =

(
ν +

α

|a|2 +
w2

α|a|2
)

exp(i(a,x)).

Наконец, непосредственными вычислениями получаем

QS(w)−1Sp exp(i(a,x)) =

(
1 +

w2να−1|a|2
(α + ν|a|2)2 + w2

)
exp(i(a,x)).

Обозначим

ρ(|a|2) =
w2να−1|a|2

(α + ν|a|2)2 + w2
.

Справедливо

|a|2m = arg max
|a|≥0

ρ(|a|2) =

√
α2 + w2

ν
,

и

ρmax = max
|a|≥0

ρ(|a|2) =
w2

2α(
√

α2 + w2 + α)
(3.136)

Так как ρ(|a|2) → 0 при |a|2 →∞, получаем

cond(QS(w)−1Sp) ∼ 1 + ρmax.

Следовательно, чем меньше коэффициент ρmax, тем ближе к единичному
оператор QS(w)−1Sp.
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Замечание 3.6. На модельном примере периодической задачи мы ви-
дим, что переобуславливатель обеспечивает число обусловленности, не
зависящее от ν. Это не противоречит тому факту, что при ν = 0 переобу-
славливатель становится ‘точным’. Объяснением является неоднородная
по h сходимость задачи к предельной при ν → 0. Более того, проде-
ланный анализ предполагает, что наихудшим случаем является случай
hw ∼ |a|−1

m <
√

α−1ν, поэтому hw → 0 для ν → 0.

Замечание 3.7. Если все параметры задачи, включая шаг сетки, фик-
сированы, то число обусловленности улучшается при ν → 0.

Замечание 3.8. Число обусловленности улучшается при α → ∞ (шаг
по времени стремится к нулю).

Замечание 3.9. Введём обозначение ζ = w/α и перепишем (3.136) как

ρmax =
ζ2

2(
√

1 + ζ2 + 1)
.

Последнее предсказывает некоторое ухудшение сходимости при ζ →∞.

Те же вычисления могут быть проделаны с симметричным переобу-
славливателем QS(0)−1 из раздела 3.5.2. Можно проверить

QS(0)−1Sp exp(i(a,x)) =

(
1− w2

(α + ν|a|2)2 + w2

)
exp(i(a,x)).

Вычисляем

cond(QS(0)−1Sp) ∼ 1 +
w2

(α + ν)2
= 1 +

ζ2

(1 + ν/α)2
.

Если рассмотреть наибольшие числа обусловленности по ν и шагу
сетки, то получим при ζ →∞

cond(QS(w)−1Sp) ∼ 1 + O(ζ),

cond(QS(0)−1Sp) ∼ 1 + O(ζ2).

Из проведенных численных экспериментов, см. далее, мы увидим, что
при увеличении значения ζ сходимость итерационного метода с переобу-
славливателем Q−1

S (w) ухудшается не сильно в то время, как сходимость
того же метода с Q−1

S (0) ухудшается значительно, если ν мало.
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Случай α = 0, ξ ≥ 0. При α = 0 мы исключаем оператор L(w) из
определения Q−1

S и для переобусловленной системы получаем:

Q−1
S S exp(i(c,x)) =

ν(ν + ξ)|c|4
ν(ν + ξ)|c|4 + w2

exp(i(c,x)). (3.137)

Если шаг сетки достаточно мал (|c|4 может принимать большие значе-
ния), то

ξ = O(1) : cond(Q−1
S S) ∼ 1 + O(ν−1), ν → 0, (3.138)

ξ = 0 : cond(Q−1
S S) ∼ 1 + O(ν−2), ν → 0. (3.139)

Асимптотика в (3.139) согласуется с известными результатами для за-
дачи Осеена из [76]. Сравним (3.138) и (3.139). Если вариационная по-
становка задачи включает ∇div стабилизацию, то для ее дополнение
Шура удается построить существенно лучше, но по-прежнему простой,
переобуславливатель. Этот результат согласуется с улучшением точно-
сти дискретного решения стабилизированого метода конечных элемен-
тов, см. раздел 2.6. Таким образом, в то время как члены ∇div - ста-
билизации обращаются в ноль в уравнении моментов системы Навье-
Стокса, их добавление приводит к появлению дополнительной вязкости
в дополнении Шура.

Продолжим делать выводы из соотношения (3.137). Через λn обозна-
чим n-ое по порядку возрастания собственное значение оператора Q−1

S S:
0 < λ1 < λ2 < · · · < λn < . . . . Собственное значение λn может иметь
кратность больше 1 и соответствует некоторому |c|2 ≥ n. Рассмотрим
раздельно два случая: ν(ν + ξ)|c|4 ≤ w2 и ν(ν + ξ)|c|4 > w2. Легко прове-
рить, что

1

2
min

{
1, n2 ν(ν + ξ)

w2

}
≤ λn ≤ 1, n = 1, 2, . . . . (3.140)

Таким образом, помимо различного порядка малости по ν наименьшего
собственного значения для ξ = 0 и ξ = O(1), оператор Q−1

S S имеет не
более O(ν−

1
2 ) малых собственных чисел при ξ = O(1), в то время как при

ξ = 0 оценка на их количество O(ν−1).

Случай α = 0, ξ = 0. Из численных экспериментов мы узнали, что
в этом случае имеет смысл включать оператор L(w)−1 в определение
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переобуславливателя QS (см. (3.135)), выбирая некоторое вспомогатель-
ное ᾱ > 0 в определении L(w). Анализ Фурье подтверждает сделанное
наблюдение. Вычисляем:

Q−1
S S exp(i(c,x)) =

(
ν2|c|4

ν2|c|4 + w2
+

(ᾱ2 + w2)ν|c|2
ᾱ(ν2|c|4 + w2)

)
exp(i(c,x)).

Полагая ᾱ = |w|, получаем

Q−1
S S exp(i(c,x)) =

ν2|c|4 + wν|c|2
ν2|c|4 + w2

exp(i(c,x)).

Следовательно,

cond(Q−1
S S) ≤ 4

ν2 + w2

ν2 + wν
= O

(w

ν

)
при

w

ν
→∞.

Это лучше,чем (3.139) при w = O(1).
Отметим, что в “настоящих” задачах функция w не является кон-

стантой, а может иметь очень сложное поведение. Поэтому численные
эксперименты необходимы для проверки сделанных в этом разделе вы-
водов.

Переобуславливатель дополнения Шура конвективной формы.

В этом разделе в справочной форме указаны переобуславливатели для
дополнения Шура конвективной формы уравнений Осеена, встречающи-
еся в литературе. Так самый простой переобуславливатель, маcштабиро-
ванная матрица масс QS := ν−1M , был изучен в [76]. Были получены
оценки для вещественных и мнимых частей собственных значений, из
которых следовало, что число итераций методов типа GMRES для пере-
обусловленной системы необходимое для достижения заданной точности
может расти как O(ν−1) при уменьшении ν, но имеет равномерную оцен-
ку по h. Следующий выбор переобуславливателя, имеющий цель умень-
шить зависимость от ν, был предложен в [78]. В терминах составных
блоков матрицы системы (3.121) переобуславливатель записывается в
виде

Q−1
S := (BBT )−1(BABT )(BBT )−1.

Как видно из формулы, каждое использование Q−1
S в итерациях требует

дважды решать системы с матрицами (BBT ). Принято считать, что дан-
ная задача похожа на дискретную задачу Пуассона. Напомним, что при
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аппроксимации уравнения Пуассона смешанными конечными элемента-
ми система может быть сведена к виду (BM−1

u BT ), где Mu – матрица
масс конечных элементов аппроксимирующих потоки. Математический
анализ свойств такого переобуславливателя отсутствует, а численные
эксперименты показали в общем случае зависимость итераций методов
типа GMRES для переобусловленной системы от ν вида O(ν−

1
2 ), а также

некоторую зависимость от h.
Наконец, в [100] (см. также [101]) на основе анализа функции Грина
непрерывной модельной задачи в R2 был предложен следующий пере-
обуславливатель:

Q−1
S := M−1ApL

−1
p ,

где M - матрица масс на Qh, Ap – аппроксимация оператора конвекции-
диффузии на Qh, Lp – аппроксимация оператора Лапласа с краевыми
условиями Неймана на Qh. Обратим внимание, что в данном случае опе-
ратор Q−1

S легко реализуется, еслиQh ⊂ H1, или для конечных разностей,
но его построение не очевидно, например, для кусочно-постоянных ап-
проксимаций давления. Анализ переобуславливателя и опыт численных
экспериментов [77] показывает, что число итераций методов типа GM-
RES для переобусловленной системы имеет оценку не зависящую от h,
но возрастает как O(ν−

1
2 ) при уменьшении ν.

3.7.2 Численные примеры.

Рассмотрим уравнения Навье-Стокса (1.145) с аналитическим решением
u = (u1, u2) и p вида

u1(x, y) = r2

2π
er2y

(er2−1)
sin

(
2π(er2y−1)

er2−1

) (
1− cos

(
2π(er1x−1)

er1−1

))
,

u2(x, y) = − r1

2π
er1x

(er1−1)
sin

(
2π(er1x−1)

er1−1

)(
1− cos

(
2π(er2y−1)

er2−1

))
,

p(x, y) = r1r2
er1xer2y

(er1−1)(er2−1)
sin

(
2π(er1x−1)

er1−1

)
sin

(
2π(er2y−1)

er2−1

)
,

(3.141)

где r1 = 3, r2 = 0.1 и Ω = (0, 1) × (0, 1). Подобное решение моделиру-
ет вращающийся вихрь. Центр вихря имеет координаты (x0, y0), x0 ∼
0.785, y0 ∼ 0.512. Для уравнения в вихревой форме по данным u и p
вычисляется давление Бернулли. Приведенное выше конкретное реше-
ние взято из статьи [42], где можно найти соответствующие значения
ошибки метода конечных элементов для задачи Осеена и Навье-Стокса
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в конвективной форме при использовании полностью стабилизирован-
ной схемы и P1/P1 конечных элементов на равномерных и адаптивных
сетках.

Ниже приводятся результаты расчетов для P2isoP1-P0 конечных эле-
ментов на равномерной сетке с шагом h. В таблицах 3.7.2–3.7.2 показа-
ны результаты для системы Осеена в вихревой форме. В таблицах были
использованы следующие обозначения: Nouter – число итераций переобу-
словленного метода BiCGstab для решения уравнения (3.121) с относи-
тельной точностью (10−6), использовался блочно-треугольный переобу-
славливатель из (3.122); Ninner – число итераций многосеточного метода
необходимого для “точного” обращения матрицы A на каждом шаге ме-
тода BiCGstab в том случае, когда QA = A (результаты приведены в
таблице 3.7.2); ψA – показатель сходимости многосеточного метода для
решения системы с матрицей A. Во всех расчетах, за исключением табли-
цы 3.7.2, в качестве переобуславливателя QA мы использовали 4 итера-
ции многосеточного метода. ψS – показатель сходимости многосеточного
метода для решения системы с матрицей L(w) из (3.134). В таблице 3.7.2
также приведена L2-норма ошибки.

Результаты численных экспериментов приводят к следующим выво-
дам. Вихревая форма уравнений Навье-Стокса приводит к линеаризо-
ванным уравнениям которые могут быть эффективно решены с помо-
щью переобусловленного метода BiCGstab. Так использование переобу-
славливателя из раздела 3.7.1 приводит к универсальным результатам
сходимости, см. таблицы 3.7.2 и 3.7.2. Заметим, как и предсказывал ана-
лиз Фурье в разделе 3.7.1, чтобы добиться универсальности при α = 0
необходим дополнительный стабилизирующий член (ξ > 0). Этот допол-
нительный член также улучшает точность метода конечных элементов
(см. таблицу 3.7.2) для малых ν (это также следует из теории стаби-
лизированных методов из раздела 2.6). В тоже время, если ξ = O(1) и
ν → 0, то используемые нами многосеточные методы для решения зада-
чи с матрицей A уже не так эффективны (Ninner возрастает при ν → 0 в
таблице 3.7.2). Для этого случая нам по-прежнему необходимы более эф-
фективный метод для построения универсального переобуславливателя
QA.

В данной работе не рассматривался метод конечных разностей для
аппроксимации дифференциальных уравнений. Тем не менее мы сочли
уместным привести в этом параграфе некоторые результаты расчетов
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Таблица 3.20: Сходимость переобусловленного метода с “точным” обра-
щением A и α = 0, ξ = 0.2.

Вязкость
h=1/32 2e-2 5e-3 1e-3 1e-4

Nouter 5 5 6 6
Ninner 13 27 65 230

Шаг сетки
ν =1e-3 1/16 1/32 1/64 1/128

Nouter 5 6 6 6
Ninner 55 65 85 93

Таблица 3.21: Сходимость переобусловленного метода с приближенным
обращением A и α = 1, ξ = 0.

Вязкость
h=1/32 2e-2 5e-3 1e-3 1e-4

Nouter 13 12 14 10
ψA 0.05 0.05 0.05 0.02
ψS 0.39 0.31 0.30 0.21

Шаг сетки
ν =1e-3 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256

Nouter 10 14 16 18 18
ψA 0.05 0.05 0.04 0.04 0.05
ψS 0.23 0.30 0.41 0.51 0.70
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Таблица 3.22: Влияние параметра ξ на значение ошибки и сходимость.

Значение ξ

Вязкость 0 0.05 0.2 0.5 1.0

‖u− uh‖ 1.9e-2 1.3e-2 8.6e-3 9.0e-3 1.3e-2
1e-1 ‖p− ph‖ 4.3e-2 4.4e-2 4.9e-2 6.7e-2 1.3e-1

Nouter 11 9 6 6 4
ψA 0.06 0.07 0.11 0.16 0.21

‖u− uh‖ 1.8e-0 1.1e-1 8.0e-2 1.2e-1 1.4e-1
1e-3 ‖p− ph‖ 3.3e-1 5.0e-2 4.6e-2 5.3e-2 6.0e-2

Nouter 29∗ 11 10 19 30
ψA 0.08 0.37 0.50 0.59 0.61

для систем алгебраических уравнений, полученных методом конечных
разностей для задачи Осеена.

В области Ω = (0, 1)× (0, 1) рассмотрим MAC схему – разностная схе-
ма на разнесенных сетках. Эта схема устойчива – выполняется конечно-
разностный аналог LBB условия (детали можно найти, например, в [11]).
Рассмотрим уравнение Осеена в вихревой форме с функцией вихря w =
∇× v, где v = (v1, v2),

v1 = κ(2y − 1)x(1− x),
v2 = κ(2x− 1)y(1− y).

(3.142)

Сила конвекции определяется значением параметра κ.
Для решения системы (3.121) применяется метод Узавы. В качестве

внешних итераций применяется метод минимальных невязок с одним на-
правлением поиска на каждой итерации. В качестве начального вектора
давления берем вектор p(x), принимающий случайное значение из [0,1]
в каждом узле сетки, и нормированный так, что выполнено равенство
〈p, 1〉 = 0. Критерий сходимости, как и ранее, ||resn||/||res0|| < 10−6, где
resi - невязка Spi − F .

Сходимость метода Узавы с переобуславливателем из (3.134) сравни-
вается в таблицах 3.23,3.24 со сходимостью того же метода, если исполь-
зуется симметричный переобуславливатель, как для обобщенной задачи
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Таблица 3.23: Число итераций с новым несимметричным переобуславли-
ваелем из (3.134), α = 20, κ = 10.

Шаг сетки
Вязкость 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

1 17 17 18 18 19
1e-1 18 21 23 23 23
1e-2 12 15 17 20 21
1e-4 4 5 8 11 12
1e-6 2 2 3 3 4

Таблица 3.24: Число итераций с симметричным переобуславливателем
α = 20, κ = 10.

Шаг сетки
Вязкость 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

1 18 18 18 17 17
1e-1 29 20 22 21 19
1e-2 29 22 20 18 18
1e-4 78 79 57 31 21
1e-6 90 90 90 89 83

Стокса.

3.8 Система Навье-Стокса.

3.8.1 Нелинейные итерации.

В этом разделе рассмотрим нелинейные итерации типа метода неподвиж-
ной точки. Подобные итерационные методы давно применяются для рас-
чета уравнений Навье-Стокса. Для описания стандартного метода будем
использовать в этом параграфе “дифференциальные” обозначения. Ко-
гда детали реализации становятся важными, будем оперировать матри-
цами и векторами коэффициентов.
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Рассмотрим нелинейный итерационный процесс вида: для заданных
{um, pm} и параметра ω > 0 очередное приближение {um+1, pm+1} нахо-
дится из соотношения

(
um+1

pm+1

)
=

(
um

pm

)
(3.143)

−ωLNS(um)−1

( −ν∆um − ξ∇div um + N(um,um) +∇pm − f
−div um

)
,

где N(um,um) = curlum × um или = um·∇um. Если σ > 0, то дополни-
тельные стабилизирующие члены включаются при вычислении невязки
в (3.143). LNS(um)−1 – оператор решающий линеаризованную задачу
Навье-Стокса. Заметим, что подобные итерации зарекомендовали себя
довольно устойчивыми и эффективными при решении уравнений в кон-
вективной форме [150], особенно при использовании SUPG стабилизации.
Наши расчеты показали, что для уравнений в вихревой форме итерации
(3.143) не так устойчивы при малых ν. Для расчета стационарной за-
дачи в вихревой форме мы иногда используем неявный метод Эйлера.
Тогда на каждом шаге по времени необходимо решать задачу типа ста-
ционарного уравнения Навье-Стокса с дополнительным членом вида 1

δt
u

в уравнении для моментов. Для решения этой нелинейной задачи при-
меняем (3.143), выбирая в качестве начального приближения скорость с
предыдущего временного слоя.

Линейная задача, решение которой требуется на каждом шаге (3.143)
имеет вид: для заданных um и resm

u найти {v, q} удовлетворяющие си-
стеме

1

δt
v − ν∆v − ξ∇div v + N(um,v) +∇q = resm

u в Ω,

−div v = −div um в Ω
(3.144)

вместе с однородными краевыми условиями на ∂Ω, здесь N(um,v) =
curlum×v для вихревой формы и N(um,v) = (um·∇)v для конвективной.
Если для дискретизации нелинейной задачи использовался SUPG метод,
то стабилизирующие члены линеализуются :

∑
τ

σ(τ,um)(um·∇vh,u
m·∇wh)τ ,

и включаются в конечно-элементную постановку (3.144). Этот дополни-
тельный член является симметричным и неотрицательно определенным.
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Таблица 3.25: Сходимость итерационных методов при решении ур.
Навье-Стокса в вихревой форме.

Шаг сетки
Вязкость 1/16 1/32 1/64 1/128

Nstp 7 7 7 7
ν=2e-2 Niter 45 50 50 52

ψouter 0.13 0.15 0.16 0.16

Nstp 73 78 81 83
ν=5e-3 Niter 290 383 467 490

ψouter 0.09 0.13 0.15 0.15

3.8.2 Численные примеры.

В таблице 3.8.2 показаны результаты сходимости линейных и нелиней-
ных итерационных методов при расчете уравнений Навье-Стокса в вих-
ревой форме с точным аналитическим решением (3.141). Использовались
конечные элементы P2isoP1/P0. Здесь Nstp – число нелинейных итера-
ций типа неподвижной точки для достижения относительной точности
10−6. Niter – суммарное число итераций метода BiCGstab затраченное
для решения (с относительно низкой точностью) вспомогательной ли-
нейной задачи на каждом итерации метода неподвижной точки, ψouter –
средний показатель сходимости итераций для линейной задачи.

В таблице 3.26 показаны результаты сходимости линейных и нелиней-
ных итерационных методов при расчете задачи о движущейся каверне
из § 2.7.2 при различных значениях числа Рейнольдса.

При расчете задачи о движущейся каверне при Re=5000 на сетке c
h = 1/256 для достижения точности по невязки 10−7 потребовалось в об-
щей сложности 904 линейных итераций при использовании конвективной
формы и 2670 при использовании вихревой. В первом случае использова-
лась SUPG стабилизация и ∇div стабилизация. Во втором случае только
∇div стабилизация. Найденное решение оказывалось немного более точ-
ным во втором случае (см. § 2.7.2).
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Таблица 3.26: Сходимость итерационных методов при решении задачи о
каверне.

Число Рейнольдса, Шаг сетки
Метод, 1/16 1/32 1/64 1/128

Параметр ξ
Вихревая форма

δt 1 0.25 0.166 0.1
Re=400 Nstp 18 87 148 246
BE Niter 178 504 633 791
ξ = 0.2 ψC 0.19 0.11 0.12 0.07

δt 1 0.25 0.1 0.0625
Re=1000 Nstp 30 67 151 279
BE Niter 183 381 582 1290
ξ = 0.2 ψC 0.26 0.18 0.15 0.10

Конвективная форма
Re=1000 Nstp 12 13 13 13
Fix-point Niter 301 581 903 1339
ξ = 0 ψC 0.88 0.92 0.93 0.95
Re=1000 Nstp 11 15 15 14
Fix-point Niter 78 151 202 225
ξ = 0.2 ψC 0.65 0.75 0.8 0.83

Nstp - число нелинейных итераций,
Niter- суммарное число итераций BiCGstab,
ψC - средний показатель сходимости при решении

линеаризованной задачи Навье-Стокса.
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3.9 Выводы
В этой главе были рассмотрены многосеточные и переобусловленные ите-
рационные методы для уравнений и систем уравнений в частных про-
изводных, представленных в главе 1. Как уже отмечалось, эти урав-
нения имеют особенности при стремлении некоторых физических или
численных параметров к своим критическим значениям. Поэтому в этой
главе были предложены и изучались итерационные методы, имеющие
не только оптимальную арифметическую сложность, но и достаточно
быструю сходимость при всех допустимых значениях параметров. Для
обоснования этих свойств для многосеточных методов были доказаны
нетривиальные оценки на норму матриц итераций. Эти оценки являются
равномерными по параметрам и шагу дискретизации или числу сеточ-
ных уровней, они были получены путем доказательства соответствую-
щих свойств сглаживания и аппроксимации на матричном уровне, что, в
свою очередь, существенно использовало результаты предыдущих глав.
Для переобусловленных методов доказаны равномерные оценки на соб-
ственные значения переобусловленных матриц. Теоретические результа-
ты главы проиллюстрированы данными численных экспериментов.



Заключение

В настоящей работе предложены и изучены многосеточные алгоритмы и
переобуславливатели, обеспечивающие равномерную по параметрам за-
дачи сходимость итерационных методов решения широкого круга задач
математической физики. Оценки сходимости доказаны и приведены в
виде теорем.

Как основные достижения работы отметим следующие результаты:

1. Доказательство равномерной сходимости W-цикла для устойчивой
конечно-элементной аппроксимации модельной задачи конвекции
диффузии с краевыми условиями Дирихле и смешанными краевы-
ми условиями без предположений на малость самой грубой сетки.
Доказательство базируется на “тонких” оценках для дифференци-
альной задачи и метода конечных элементов; в силу непериодиче-
ских краевых условий и использования метода конечных элементов
исследование не могло быть проведено с помощью анализа Фурье.

2. Для консервативной (квази-)линеаризации уравнений Навье-Стокса
в вихревой форме предложен блочный переобуславливатель обес-
печивающий универсальность итерационного метода для линейной
задачи. Проведен его анализ в двумерном периодическом случае.

3. Доказательство универсальных оценок для переобуславливателя Каху-
Шабата для обобщенной задачи Стокса в областях, допускающих
H2 регулярность задачи Пуассона. Переобуславливатель был пред-
ложен в 1988 году. Вопрос получения универсальных оценок оста-
вался открытым 10 лет.

4.Для системы уравнений с косо-симметрической реакцией, вспомога-
тельной при решении уравнений Н.-С. в вихревой форме, доказаны
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равномерные по параметрам оценки устойчивости метода конеч-
ных элементов и предложен универсальный многосеточный метод.
В случае Ω ∈ R2 доказаны оценки сходимости W-цикла многосе-
точного метода, не зависящей от набора параметров при некоторых
ограничениях на функцию вихря.

5. Для задачи Стокса с интерфейсом доказано равномерное (относи-
тельно скачка в коэффициенте вязкости) inf-sup условие устой-
чивости, как для дифференциальной задачи, так и для конечно-
элементной. Получены оптимальные оценки сходимости метода ко-
нечных элементов в специально выбранных нормах. Предложен пе-
реобуславливатель для дополнения Шура дискретной задачи, для
которого доказана оценка, не зависящая от ε и h. Это позволило
построить блочные итерационные методы, обладающие свойством
универсальности.

6. Впервые доказаны результаты о сходимости широко используемого
на практике “сокращенного” стабилизированного метода конечных
элементов (SUPG) для задачи Осеена.

7. Проведен единый анализ сходимости стабилизированных методов ко-
нечных элементов для линеаризованных уравнений Навье-Стокса
как в конвективной, так и в вихревой форме.

8. Весь теоретический материал диссертации детально иллюстрирован
многочисленными численными примерами.
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