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1 . Einfuhrung 

Fur einen Verband L wird die Lange 1(L) erklârt 
als das Supremum aller IKI-1 (K Kette in L) und 
die Breite b(L) als das Supremum aller n , fur 
die es eine Abbildung ip des Booleschen Verbandes 
2n in L gibt, bei der fur beliebige a,be2n 

genau dann gilt, wenn a<b. 1st L atomistisch und 
modular, so gilt l(L)=b(L) . 1st L modular von 
endlicher Lange und b(L)<2 , so heifte L quasi-
planar. 
In [4] wurde fur einen modularen Verband M=(M,+,.) 
endlicher Lange das Skelett S(M) als die Menge der 
kleinsten Elemente der maximalen atomistischen Inter-
valle von M eingefuhrt. Es wurde gezeigt, daft 

•k + S(M) = {x|xeM und x =x} , wobei 

* a =H 
rsup{b|bya} fur a<1 , finf{b|b«<a} fiir a>0 + a = 
1 fiir a= 1 0 fur a=0 

(a-tb bedeute stets, daft a unterer Nachbar von b 
ist) . 
S(M) ist +Unterhalbverband von M und ein Verband 
(S(M),V,A) mit xvy-x+y und xAy=(x-y)*+ , mit klein-
stem Element 0 und grotètem Element 1 . Es gilt 
offenbar 1(S(M))<1(M) und b(S(M))<b(M). Das duale 
Skelett SÔ(M) = {x*|xeS(M)} ist zu S(M) isomorph 
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mit dem Isomorphismus x •—> x . 
Gemâft dem Hauptsatz von [4] erhàlt man M aus den 

if 

Intervallen M^ = [x,x ] zuriick durch die Konstruk-
tion der S-verklebten Summe mit S=S(M). 

B. JONSSON hat in [8] die modularen Verbande von 
Lange n<4 klassifiziert. Mit dem Begriff des Ske-
letts lâftt sich eine Klassifikation auch fur grôtèere 
n gewinnen: 

Satz 1 : 1st M ein modularer Verband von Lange 
<6 so gilt entweder 
a) S(M) ist quasiplanar oder 
b) S(M) hat einen modularen Unterverband Sm(M) 

von Lange 3 so da/3 die Elemente von S(M)-Sm(M) 
gleichzeitig Atome und Koatome von S(M) sind. 

Hat nun M zusâtzlich Breite <3 , so sind aile 
M modulare Verbande von Lange <3 . Daher erhâlt 
man durch Satz 1 eine Reduktion von Einbettungspro-
blemen fur solche Verbande - zu einer Klasse von 
Verbânden ein Verfahren anzugeben, das fur jeden end-
lichen partiellen Verband entscheidet, ob er in einen 
Verband aus t eingebettet werden kann - auf Einbet-
tungsprobleme fiir modulare Verbande von Breite <2 
(die nach [5] lôsbar sind) bzw. von Lange <3 - hier 
fùhrt die Konstruktion freier projektiver Ebenen zu 
einer Losung. 
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Satz 2: Zu jedem n<6 und m<3 ist das Einbettungs-
problem fur die Klasse Mn aller modularen Verbânde r m s 
von Lange <n und Breite <m losbar. 

Die Klasse Mn ist stabil im Sinne von BAKER [2], m s ' 
also ist jeder Verband in der von Mn erzeugten J m s 6 

gleichungsdefinierten Klasse mM n subdirektes Pro-
dukt von Verbânden aus Mn . Daher ist auch fiir Mn 

m s m 
das Einbettungsproblem losbar. Da fiir gleichungsdefi-
nierte Klassen nach EVANS [3] das Einbettungsproblem 
zum Wortproblem âquivalent ist, erhalten wir: 

Korollar 5: Zu jedem n<6 und m<3 ist das Wortpro-
blem fiir Mn losbar. 

m 
HUTCHINSON [7] hat jedoch bewiesen, daft das Wortpro-
blem fiir eine gleichungsdefinierte Klasse modularer 
Verbânde schon dann unlosbar ist, wenn sie den Ver-
band aller Untermoduln eines Moduls R* (R nichttri-
vialer Ring, I unendlich) enthâlt. 

Der Vollstândigkeit halber konstatieren wir noch, daft 
nach [6] die Klasse Mn durch endlich viele Glei-m 
chungen definiert werden kann (n,m beliebig) und daft 
sie fiir m>3, n>6 unendlich viele obere Nachbarn im 
Verband der gleichungsdefinierten Klassen modularer 
Verbânde hat - nâmlich die von den Verbânden L^ aus 
Fig. 1 erzeugten. 
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2. Das Skelett eines modularen Verbandes von Lange 

Wir geben zunâchst einige Formeln an, die wir spâter 
zur Bestimmung von Skeletten benôtigen (M sei modular 
von endlicher Lange): 

(1) Sei xeS(M) und aeM. a ist genau dann oberer 
Nàchbar von x in S(M), wenn a minimal ist 
bezuglich der Eigenschaft x<a<x <a 

it (2) Fur jedes xeS(M) gilt sup{y|y>-x in S(M)}<x 

(3) Fur jede Kette K aus S(M) und jedes xeK 
gilt 1 (K) + 1 ( [x , supty | y>~x in S(M)}]) < 1(M) . 

(4) 1st S(M) modular, so gilt 
1 (S (M) ) + b (S (M) ) < 1 (S (M) ) + b (M) < 1 (M) . 

(5) Wird M von n Elementen erzeugt und ist S(M) 
modular, so wird S(M) von n+l(M) Elementen er-
zeugt. 

Beweis zu (1): Sei a minimal bzgl. der Eigenschaft 
x<a<x*<a* . Fiir jedes yeS(M) mit x<y<a gilt 
x<y<a<x*<y* , also wegen der Minimalitât von a y=a; 
da es ein solches y gibt (y:=a*+), folgt aeS(M) 
und xxa in S(M) . Gilt umgekehrt x-<a in S(M) , so 
a<x* nach [4; Lemma 6.3] und x*-< a* in S^(M) . Fur 
jedes beM mit x<b<a<x*<b* gilt b*<a* und b*eS^(M), 
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* * * + * + 

also b =a und b^b =a =a . Daher ist a m der 
gewiinschten Weise minimal. 
(2) folgt unmittelbar aus (1). Sei K die Kette 
x/.<x1 < . . . <x. =x< . . . <x . Dann ergibt sich (3) aus 0 1 l n 6 ^ } 
(2) und aus xn<x1 <... <x. ~x<x*<x? .,<... <x* . 1st v y U I l i+1 n 
schlieftlich S(M) modular, so wâhle man xeS(M) 
so, daft b(M ) maximal ist, und eine maximale Ket-
te K von S(M) mit xeK . Wie in (3) folgt 
l(K)+b(M )^1(M) . Nach [4; Folg. 6.7] gilt jedoch 
b(M)=b(M ) und wegen der Modularitât 1(S(M))=1(K), x 
woraus sich (4) sofort ergibt. 

(5) Seien e^, ... ,e die Erzeugenden von M 
und e.eM fur i=l,...,n . Man wâhle nun eine JL X • 1 
maximale Kette K von S(M) und betrachte den von 
Kuix-^, . . . ,xn> erzeugten Unterverband S! von S(M) . 
Wegen 1 (S(M) ) =1 (S ' ) gilt x-ty in S' genau dann, 
wenn es in S(M) gilt. Daher bilden die Verbande M fxeS1) 

A 

ein monotones S'-verklebtes System von atomistischen 
Unterverbânden von M und es folgt aus Korollar 5.4 
sowie Lemma 7.1 in [4] , daft M1 = {M IxeS'} ein 
Unterverband von M ist und SCM'^S1. Aber 
e,,...,e eMf und deshalb M'=M . 1 n 

Beweis von Satz 1. Sei M ein modularer Verband 
von Lange <6 . S(M) muft genau eine der drei fol-
genden Eigenschaften haben: 
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A: S (M) modular und b(S(M))<2 
B: S (M) modular und b(S(M))>3 
C: S(M) nicht modular. 

Der Beweis des Satzes (und weitere zur Losung der 
Einbettungsprobleme wesentliche Information) ergibt 
sich dann aus den aus A,B,C abgeleiteten Folgerun-
gen: 
Aus A folgt: 
(A1 ) S(M) ist quasiplanar von Lange <5 und Kette, 

falls 1(S(M))=5. 
(A2) Hat M Breite >3, so ist S(M) planar von 

Lange <3. 
(A3) 1st M endlich erzeugt, so auch S(M). 
(A4) Es gibt eine berechenbare Funktion f so, daft 

fur aile M mit n Erzeugenden I S(M) |<f(n) 
gilt. 

Aus B folgt: 
(B1) S(M) ist modularer atomistischer Verband von 

Lange 3. 
(B2) S(M) ist Unterverband von Mq mit grotëtem 

+ * 

Element 1 =0 
(B3) 1(M)=6 und b(M)=l(M )=3 fur aile xeS(M). X 
Die Verbânde M , fur die aile Mx irreduzible pro-
jektive Ebenen sind und S(M)=M Q, S Ô(M)=M 1 gilt, 
sind gerade die Verbânde von uniformen projektiven 
Hj elmslev-Ebenen im Sinne von ARTMANN [1] . 
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Aus C folgt: 

(C1) 1(S(M))=3 , S(M) hat einen grôftten modularen 
Unterverband Sm(M), 1(S (M))=3, allé 
xeI(M):= S(M)-S ( M ) s i n d zugleich Atome 
und Koatome von S(M). 

(C2) S(M)eM , S (M) ist Unterverband von M^ , y v o m o 
+ i< ~k 0 =1 und x^O-<x in M fur aile xel(M). 

(C3) 1(M)=6, b(M)-1(M )=3 fur aile xeS. b(M 1=2 
A il l A 

fiir aile xel (M) . 

(C4) M ' = \J{M | xeS (M)} ist Unterverband von M x m 
und S(M')"S (M) 

(C5) Jedes aeM-Mf ist irreduzibel und von Rang 3; 
zu a gibt es genau ein xel mit aeM 

(C6) Fur xel(M) hat M die Form von Fig. 2 
mit a^eM-M1. 

(C7) Wird M von n Elementen erzeugt, so hat I(M) 
hochstens n Elemente und wird S (M) von m 
2n+6 Elementen erzeugt. 

Ein Beispiel fûr einen Verband von Typ B bzw. C 
findet man in Fig. 3 bzw. 4. 

Nun zum Beweis von (A1) - (C7): 

(A1) und (A2) folgen sofort aus (3), (A3) und (A4) 
aus (5) und der Tatsache, daft die Elementanzahl 
eines quasiplanaren Verbandes aus der Lange und der 
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Erzeugendenanzahl mit einer berechenbaren Funktion 
abgeschâtzt werden kann ([5; Satz 3.1]). 

Zu B. Nach (4) gilt 1(S(M))<3, also b(S(M)) = 
1(S(M)) = 3 und S(M) ist atomistisch. Hieraus 
folgt wegen (2) S(M)c[0,0*]=M ; also gilt fur 
jede maximale Kette 0-<x-<y-<1 + von 
S(M) 1+<0*<x*<y*<1*+ = 1 und somit 
CMx-<y-i1+ = 0*-4x*-t y*4 1 in M . 

Man liest ab, daft 1(M)=6 , 1(M )=3 fur allé 
xeS(M) und b(M)=3 - nach [4; 6.7]. Daft S(M) 
in Mq auch gegen Schnitte abgeschlossen ist, 
folgt aus "Platzmangel" : sind x,yeS(M) un-
vergleichbar, so ist xAy unterer Nachbar von 
x oder y in S(M), also auch in M und somit o 
x*y=XAyeS(M). 

Zu C. Da S(M) nicht modular ist, gibt es einen 
zu N5 isomorphen Unterverband U von S(M) - es 
sei U={u,x,y,z,v}, u<x<y<v und yAz=u, xvz=v . 
U lâftt sich so wâhlen, daft jedes echte Teilin-
tervall von [u,v] (in S(M)) modular ist, daft 
fur aile y',z' mit y<y'<v und z<z'<v gilt 
y'Az>u und yAz'>u und daft xXy in S(M). Es soli 
nun zunâchst gezeigt werden, daft y und z untere 
Nachbarn von v in S(M) sind. 
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Wenn y nicht unterer Nachbar von v ware, ga.be 
es y' mit y-<y'<v. Dann ist yfAz>u , also 
y^yAz und somit yv(y,Az)=yt . Da [u,yf] modu-
lar ist, folgt y1>xv(y'AZ)>y'AZ , also hat man 
einen zu N^ isomorphen Unterverband 
{y'AZ,xv(y1AZ),z,y1,v} in [y'Az,v] im Wider-
spruch zur Annahme liber U . 

Sei nun angenommen, daft z nicht unterer Nachbar 
von v ist. Dann gibt es z! mit z-<z'<v . Es 
gilt YAZ*>u . Ware XAZ'>U, so folgte aus der 
Modularitat von [XAZ',V] , daft X A z f < y A z f , und 
man hâtte einen zu N^ isomorphen Unterverband 
{u,XAZ1,YAZ1,Z,Z'} von [u,z'] im Widerspruch zur 
Annahme iiber U . Also gilt XAZ'=U . Wegen x-<y 
und z^z' ergibt sich xv(yAz')=y und 
zv(yAz,)=z' , d.h. {u,x,yAz',z,y,z',v} bilden 
einen Unterverband von S(M) wie in Fig. 5. 
Seien schlieftlich u^,U2,u^eS(M) mit ' 
u-(u.j<x, u-o^yAz' und imu^<z sowie v^u^v^vu^ , 
und sei Sf = [u,v']g^. Dann ist M^CxeS') ein 
S ' -verkleb tes System, also S'=S(Mf) mit M'=U C fM J * v J xeS' x 
nach [4; 7.1]. Ware 1(S')<2, so wurde v=u^vu2<y 
und v^yvu^z* , also u^<v<yAz' und somit 
u^XAyAz1 folgen. Daher gilt 1(S')>3 und man 
*kann mit Lemma (3) schlieften, daft u=0 und 
vf=v=1+ , also S'=S(M) ist. Mit (1) folgt 
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0<z<zf<v<0 <z <z1 <v und 0<x<y<v<0 <x <y <v , 
also wegen 1(M)<6 insbesondere u-<x, u-tz und 
v=0 . Hieraus ergibt sich durch die Modularitât von 
Mq der Widerspruch xvz=x+z<v . 

Wir haben somit in S(M) einen zu Ng isomorphen 
Unterverband {u,x,y,z,v} mit u<x<y<v , z-<v , 
yAz = u und xvz=v erhalten. Man folgert u*<x*<y*Av*, 
* * * * * * * * 5 z v , y AZ =u , x vz =v in S (M) und mit der 

^ ^ ^ ^ ^ 

zu (1) dualen Aussage v >y >x >u >v =v>y>x>u . 
Damit muR> 1(M)=6, u= CWx-»y-iv=1+ = 0* und 1 (Mq) =1 (M1+ ) =3 

gelten, also S(M)ÇM q von Lange 3 sein. 

Sei nun I(M) definiert als die Menge aller zeS(M) 
zu denen es x,yeS(M) gibt mit 0 <x<y<1+ und 
yAz=0, xvz=1+. Dann gilt fur aile zel(M) 
(*) 0 -<z in S (M) und zA *-tz* in M . 
Gâbe es nâmlich z'eS(M) mit 0<z'<z , so wùrde 
0*<z'*<z*<1 und 0*<x*<y*<1 , also y*,z* 1 und 
som.it 0 *= (yAz) *= (y • z) * + *= (y • z) *=y* . z*>0 * folgen 
(nach [4; 6.1 und 6.2]). Wegen CMx , hat man x • z=0 
und x+z=xvz=0*, also auch z-<0* aus der Modularitât 

Aus y 1 , y +z =1 , y .z =y AZ =0 * * 
folgt ebenso z >-0 . 

Da nach (•*) aile zel in S(M) irreduzibel sind, ist 
Sm(M):= S(M)-I(M) ein Unterverband von S(M). Sm(M) ist 
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nach der Definition von I(M) der groftte modulare 
Unterverband von S(M) . Aus (*) und 1(S(M))=3 
folgt ferner l(Sm(M))=3 und wie unter 3, daft 
S (M) Unterverband von M ist . Damit sind zu-mv J o 
nâchst (C1) und (C2) voll bewiesen. 

Daft M1 Unterverband von M und S (M)=S(Mf) 
ist, ergibt sich aus [4; 5.4 und 7.1] wie im Beweis 
von (5). Fur jede maximale Kette CHx-iy-H in S (M) 
gilt CMx-ty-<1+=0 x W y*A 1 in M und somit 1 (M )=3 
fiir jedes xeSm(M) . 

1st xel(M), so gilt 1(M )<2 nach (*) , insgesamt 
A 

also b(M)=3. Sei nun aeM mit x-<a-lx*. 1st a=z + b 
+ + 

mit a^b+z, so folgt z>a eS(M), also a =0 , 
a<a+*<0* und a=0*. Mit dem dualen Schluft ergibt 
sich, daft a nur dann reduzibel in M ist, wenn ~k it 

a=0 . 1st a+0 , so gehôrt a zu keinem M^ mit 
y+x: a£MQ und a^M^ sind schon gezeigt und aus 
aeMy fur ein y , das zu x unvergleichbar ist, 
wiirde 0*=1+=xvy<a , also a=0* folgen. Umgekehrt 
muft aber auch jedes aeM-M' zu einem M mit • x 
xel(M) gehoren, und a+x,x*eMQuM1 sein. Damit 
sind auch (C3) - (C6) nachgewiesen und es bleibt 
(C7) zu zeigen. 
Dazu sei M von der n-elementigen Menge E erzeugt. 
Fur zel(M) sei E ={a|aeM,z a40*} . Wegen E cE , 

ZJ z |Ezl>1 und EzAEz,=0 fur z4z' folgt, daft I(M) 
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hôchstens n Elemente hat. 1st aeE , so zieht fur z ' 
jedes beM b<a schon b+a=b+z* und b>a schon 
b«a=b*z nach sich. Daher ist 
E'=EnM'uI(M)u{z |zeI(M)} eine Erzeugendenmenge 
von M' . Da |E!U2n gilt, wird S (M) nach (5) 
von 2n+6 Elementen erzeugt. 

Satz 4: Jeder nach A,B und C môgliche Verband 
tritt als Skelett eines modularen Verban-
des von Lange <6 auf. 

Beweis : Fiir den Fall A entnimmt man dies unschwer 
aus der Charakterisierung der quasiplanaren Ver-
bânde von Lânge <4 in JONSSON [8]. Sei nun S ein 
beliebiger atomistischer modularer Verband von 
Lânge 3. Wir setzen M ={x}xS fiir x=0,1eS und 

ô ô M ={x}xS xeS sonst, wobei S den zu S dualen 
A 

Verband bezeichne. Fur jedes Paar x,y aus S 
mit xsy sei ein Isomorphismus ty gegeben so, 
daft 
4yo:C(0,y),(0,1)]M * C(y,1),(y,y)]M mit 

^oy ̂ ' z) = >z) f û r aile z>-y 
^vx:C(x,y),(x,0)]M > [(y,1),(y,x)]„ mit 

x y 
^yx(x,x)=(y,y) 

ip1x:[(x,x) ,(x,0)]M * [(1 ,0) ,(1 ,x) ]M mit 
x 1 

(z ,x) = (1 , z) fiir aile z x 

Fur 0=x1 AX0-<X1 ,x0-<y=x1 vx0 und aeM ist \b *\l> (a 1 2 1* 2 } 1 2 o ryx. rx.ov 
1 1 

genau dann definiert, wenn a=(0,y) bzw. (0,1), und 
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hat dann den Wert (y,1) bzw. (y,y) . 
Ebenso ist ftir x=y ̂  -j >Y i^Y^Y 1 yY2 unc* a e M

x 

(a) genau dann erklârt, wenn a=(x,x) 
y yi yi x 

bzw. (x,0), und zwar mit dem Wert (1,0) bzw. (1,x). 
Daher liegt eine lokal S-verbundene Summe im Sinne 
von [4; Satz 4.3] vor und man erhalt einen modu-
laren Verband M mit S(M)=S (nach [4; 7.1]). 

1st schlieftlich S ein unter C als Skelett zuge-
lassener Verband, so kann man stets einen modula-
ren atomistischen Verband T finden so, daft ScT , 
der groftte modulare Unterverband S von S Unter-& m 
verband von T ist und fur allé zeS-S ZH1™ gilt m T 6 

und x<z fur xeSm schon x=0 impliziert. 
Nach Fall B kônnen wir annehmen, daft T=S(L) ist 
fiir einen Verband vom Typ B. Ftir jedes XES-S / r J m 
sei eine Menge J *0 mit J nL'=0 und J n J =0 x x x y 
fiir x+y gegeben. Wâhlt man M =L fur xeS x x m 
und M als den Verband mit kleinstem Element x, 

A 

grofttem Element x* und Atommenge (0*}uJ ftir 
xeS-Sm, so erhalt man ein monoton S-verklebtes 
System im Sinne von [4]. Die S-verklebte Summe M 
ist dann ein Verband vom Typ C mit S=S(M) und 
S (M)=S . mv J m 
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3. Zum Einbettungsproblem 

Unter einem schwachen partiellen Verband verstehen 
wir eine Menge L mit partiellen Operationen + und • , 
auf der es eine Halbordnung i gibt so, daft gilt: 
1st a+b=c, so c=sup(a,b) ; ist a-b=c, so c=inf(a,b). 
Dann gibt es auch eine kleinste solche Halbordnung 
(und diese werden wir stets benutzen). Jeder par-
tielle Verband ist in einen Verband (schwach) ein-
bettbar, namlich in seinen Idealverband. Umgekehrt 
ist jede partielle algebraische Struktur (L,+,«), 
die in einen partiellen Verband (schwach) einbett-
bar ist, selbst ein solcher. Es liegt auf der Hand, 
daft es ein Verfahren gibt, urn fur jedes endliche 
(L,+ , • ) zu entscheiden, ob es ein partieller Ver-
band ist, aber auch ob es in einen (modularen) 
Verband von Lange 1 bzw. 2 eingebettet werden kann. 

Lemma 5. Es gibt ein Verfahren, um fur jeden endli-
chen partiellen Verband L und gegebene Elemente 
aeL und Zahlen zu entscheiden, ob L in einen 
modularen Verband M der Lange 3 eingebettet werden 
kann, so daft a in M den Rang r & hat. 

Beweis. 1st L in ein M einbettbar, so besteht 
L aus zwei disjunkten Teilmengen P und G und ge-
gebenenfalls noch den Elementen 0 und 1 derart, 
daft (P,G,<) eine Inzidenzstruktur ist (d.h. daft 
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die Elemente aus P bzw. G jeweils untereinander un-
vergleichbar sind und es zu a^beP hôchstens ein 
ceG gibt mit a,b<c und zu a^beG hochstens 
ein ceP gibt mit c<a,b) und daft fiir a4beP 
bzw. c + deG gilt: ist a+b bzw. c-d in L erklârt, 
so a+beG bzw. c-deP . Man wâhle einfach P als 
die Menge aller Atome von' M , die zu L gehoren, 
und G als die Menge aller in L enthaltenen Ko-
atome von M . 

Sei umgekehrt zu einem partiellen Verband L eine 
Inzidenzstruktur der beschriebenen Art gegeben. 
Dann ist diese Unterstruktur einer projektiven 
Ebene (P',Gf,<') - z.B. der von ihr erzeugten 
freien projektiven Ebene (s.G.PICKERT [9]) - d.h. 
insbesondere, daft PcP', GçG! und fiir aeP und 
beG a<?b genau dann gilt, wenn a<b . Durch Hinzu-
nahme von grofttem und kleinstem Element entsteht 
aus (PfuG?,<') ein modularer Verband M , in den 
(L,<) eingebettet ist. Sind a und b aus L 
unvergleichbar und a+b=ceL definiert, so gilt 
c=sup^(a,b) : sind a,beP , so ceGcG' , also 
c=supM(a,b) ; ist aeP beG und a£b , so 
c=1=supM(a,b) ; sind a,beG , so ebenfalls 
c=1=supM(a,b) . Mit der dualen Aussage hinsicht-
lich"folgt, daft der partielle Verband (L,+,«) 
in den Verband M eingebettet ist. 
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Die folgenden Lemmata geben nun Voraussetzungen an, 
unter denen "lokale" Einbettungen zu "globalen" 
zusammengesetzt werden konnen. Dazu eine Definition: 
Eine Teilmenge X eines partiellen Verbandes 
L=(L, + , • ) heifte +Teilbund von L , falls a+b 
fur aile a,beX definiert ist und a+beX . 
X mit der eingeschrânkten Operation v=+|X wird 
dann ein Supremum-Halbverband und im Falle endli-
cher Lange auf kanonische Weise ein Verband (X,V,A) 

Lemma 6. Sei L=(L,+,*) ein abzâhlbarer partieller 
Verband, S ein +Teilbund von L, S ein .Teilbund 
von L, S und S modulare Verbânde endlicher Lange, 
S isomorph zu S mit einem Isomorphismus xi—>x so, 
daft x<x und aus x-<y in S y<x folgt. 
Sei L die Vereinigung aller Intervalle [x,x]L (xeS) 
Sei fur jedes xeS [x,x]L eingebettet in einen mo-
dularen Verband M von Lange <3 so, daft x das x 
kleinste und x das grôftte Element von M ist und X 
fur allé x-ty in S gilt l([y,x]M ) = l([y,x]M ) . 

x y 
Sei AsS ein +Teilbund und B^S ein «Teilbund von L . 
Dann ist der partielle Verband (L,+|A,*|B) einbett-
bar in einen modularen Verband M mit b(M)<3 , 
S(M)^S und (wenn K eine beliebige maximale Kette 
von S ist) 1(M)= 

I 1(MV) 5 1 l([y,xJM ) . xeK x-;y in K X 
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Beweis. Wir kônnen annehmen, daft allé die 
M (xeS), die Lange 3 haben, abzâhlbare projek-x 
tive Ebenen sind. Daher sind fur aile x4y aus 
S die Intervalle [y,x]M und [y,x]M entweder 

x y 
beide einelementig, oder beide zweielementig 
oder aber beide abzâhlbare Verbânde von Lange 2 . 
Also gibt es einen Isomorphismus ty von [y,x]„ 

Y x 
auf [y,x]M , der die Elemente von L fest lâftt. 

y Die Verbande M (xeS) mit den Abbildungen X 
\pyx (x ,yeS , x-<y) bilden ein lokal-S-verbundenes 

System im Sinne von [4; Abschnitt 4] : 
Sei xAy-<x,y-<xvy in S , aeM to f A . a und 7 iJ J 9 XAy9 x(xAy) 
^y(xAy)a definiert. Dann gilt x,y<a<xAy, also 
xAy<x<xvy<a<xAy , also a=xvy oder a=xAy ; 
in jedem Falle ist aber aeL , also 

^x(xAy) a = ^y(xAy) ^ = a ; wegen xvy<a<xj 
sind auch ^( x v y) x a = ^(xvy)y a = a definiert. 

Sei nun M die lokal-S-verbundene Summe des Systems 
mit den kanonischen Einbettungen TT :M — » M . Da 
aile M modular von Breite <3 sind, ist auch 

A 

M modular von Breite <3 [4; 3.2 und 3.3] und es 
liegt die Aussage uber die Lange auf der Hand. 
S(M)=S folgt nach [4; 7.1], da aile M atomistisch 
sind und die Verklebung monoton ist. 
Da fur aile aeL ÏÏx a = 7ry ip a gilt, ist 

= U {IT̂ . j xeS} | L eine injektive Abbildung von L 
in M . Zum Nachweis, daft $ mit den partiellen 
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Operationen +|A und *|B vertrâglich ist, zei-
gen wir: 
a) ip(x) - ^(y) fur aile x<y in S 
b) ty(xvy) = x̂+ijjy fur aile x,yeS 
c) iKa+y) = tya+ipy fiir aeA, x, yeS und x<a<x,x<y 
d) ip(a+b) = ipa+ b fiir aile a,beA 

Dabei benutzen wir, daft ty|[x,x] nach Konstruktion 
ein Homomorphismus ist. Der Beweis ist im wesent-
lichen derselbe wie bei Satz 5.1-5.2 in [4], es 
miissen jedoch aile Voraussetzungen des Lemmas aus-
genutzt werden. 
Zu a) 1st x-<y in S, s.o gilt y^x, also y. 

Die Aussage fiir x<y folgt nun durch Induktion 
Zu b) Gilt xAy-<x,y-<xvy in S, so folgt x,y<xAy, also 

xvy<xAy und somit b) in diesem Fall. Die Be-
hauptung ergibt sich nun mit Hilfe der Modu-
laritât durch Induktion iiber die Lange von 
[xAy,xvy] in S . 

Zu c) Fiir x=y folgt wegen x<a<x sofort 
ip(a+y) =\{ja+ipy. Fur x<y schlieftt man induktiv: 

es gibt zeS mit x<z-(y und es gilt 
ip(â+y) =\Jj (a+z+y) =\l>(a+z) +\py=\}ja+^z + i}jy-ipa+iljy , 

da a+z definiert ist, a<x<z und somit 
a+z,ye[z,z] . 

Zu d) 1st a£[x,x], be[y,y], so gilt 
xvy=x+y<a+b<x+y<xvy und somit 
ip (a+b) =ip (a+b + x+y) = \Jj(a+x+y) +.jfj (b+x+y) 
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Lemma 7. Sei L=(L,+,•) ein endlicher partieller 
Verband, seien S,SçL mit 1(S)=1(S)=3 , x«—»x 
ein Isomorphismus von (S,+|S,-|S) auf (S,+|S,«|S) 
mit x<x . Sei u kleinstes und v grôfttes Ele-
ment von S und v=u . Sei L= U ( Cx ,x]L | xe:S} . 
Fur jedes xeS sei [x,xlL eingebettet in einen 
modularen Verband von Lange 3 so, daft x das 
kleinste und x das groftte Element von Mx ist. 

Maximale Ketten in S(S) seien maximal in M (M ) v J uv vJ 

und es gelte fiir aile x-<y aus S, daft 
l([y,x]M ) = l([y,x]M ) = 2 ist. Sei A ein 

x y 
+Teilbund von L so, daft gilt: zu aeA gibt es 
xeSnA mit x<a<x; sind x<y in AnS, so gibt es 
eine maximale Kette . . .-< x^=y in S mit x^eA 
fur i=l,...k . Sei B ein «Teilbund mit den ent-
sprechenden Eigenschaften hinsichtlich S. 
S(S) seien abgeschlossene Teilmengen des mit der 
Relativstruktur in Mu(Mv) versehenen partiellen 
Verbandes (AuB)nMu ((AuB)nM^) . Dann ist der 
partielle Verband (AuB,+|A,•|B) einbettbar in 
einen modularen Verband der Lange 6 und Breite 3 
mit atomistischem Skelett von Lânge 3. 

Beweis. Mu kann man insbesondere so wâhlen, daft 
das Erzeugnis von Eu,u]AlJg die freie projektive 
Ebene iiber der Inzidenzstruktur von ist. 
Dann ist auch das Erzeugnis <S> von S in M u 

freie projektive Ebene iiber der Inzidenzs truktur von S. 

137 



Wâhlt man M^ analog, so ist das Erzeugnis <S> 
von S in M„ isomorph zu <S> mit einem Iso-v 

»» _ ?» 
morphismus der fortsetzt. 
Sei Lf der partielle Verband AuBuM uM r u v 
Dann gilt fiir aile x>-u aus <S>, daft 
[x,x]L, = [x,x]^uBu[x,v]M ist - auch als par-

u 
tielle Verbânde. Somit ist [x,x]^f in einen modu-
laren Verband der Lange 3 einbettbar so, daft x 
das kleinste und x das groftte Element von M 
ist. Entsprechendes gilt fiir y-<v und es konnen 
aile M (xe<S>) als abzâhlbare projektive Ebenen 
gewâhlt werden. Nach Lemma 6 erhâlt man eine lokal 
<S>-verklebte Summe M und eine injektive Abbil-
dung jp von L' in M, die auf (AuB, + | A, • | B) ein 
Homomorphismus ist. Es gilt 1(M)=6, b(M)=3 und 
S(M)=<S> . 

Lemma 8. Sei L ein endlicher partieller Verband 
seien S,ScL und X H > X ein Isomorphismus von S 
auf S mit x<x. S habe ein kleinstes Element u 
und ein grofttes Element v und es sei u=v. Sei 
ferner IçS und 0+J cL-(SuS) so, daft gilt: 
L-J = L/{ Cx,x]jJ xg-S-I} ; der partielle Verband L-J 
ist in einen modularen Verband M' von Lânge 6 
und Breite 3 mit modularem Skelett S(M')3S-I ein 
bettbar, wobei zAvAz in M' fiir aile zel ; jedes 
aeJ ist irreduzibel in L und es gibt genau ein 
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zel ; mit z-<a-<z in L . Dann kann L in einen 
modularen Verband M von Lange 6 und Breite 3 
mit nichtmodularem Skelett eingebettet werden. 

Beweis. M* kann insbesondere wie im Beweis von 
Lemma 7 konstruiert werden. Sei S der von S-.I m 
in M^ erzeugte Unterverband. Nach Voraussetzung 
gilt L-Jç\j{[x,x ]|xeSm> und, da die projektive 
Ebene Mf frei erzeugt ist, fur allé xeS und o 6 > m 

zel , daft aus x<z schon x=0 folgt. Bestimmt 
man nun M wie im Beweis von Satz 4 mit 
Jz = {a|aeJ und a>z} fiir zel , so ist der partielle 
Verband L in M eingebettet. 

Beweis von Satz 2. Vermôge Lemma 5 ist fiir jeden 
endlichen partiellen Verband entscheidbar, ob er 
die Voraussetzungen von Lemma 6 bzw. 7 erfullt. 
Daher erhalten wir eine Lôsung des Einbettungspro-
blems fur Verbânde vom Typ B oder A von Breite <3, 
indem wir eine berechenbare Funktion g angeben, 
derart, daft jeder partielle Verband P, der in einen 
solchen Verband M einbettbar ist, so in einen par-
tiellen Verband L mit |L|<g(|P|) und ausgezeich-
neten Teilmengen S,S,A,B und ggf. K eingebettet 
werden kann, daft die Voraussetzungen von Lemma 6 
bzw. 7 erfullt sind und, wenn a+b in P definiert 
ist a und b zu A, wenn a*b in P definiert ist, 
a und b zu B gehoren. 
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Diese Funktion ist: 

wobei f die nach (A4) existierende berechenbare 
Funktion ist, fur die I S(M) |<f(|P|) gilt, falls 
M vom Typ A ist und von P erzeugt wird - was wir 
selbstverstandlich hier voraussetzen konnen. 

1st nun M vom Typ A , so setzen wir 
r 

Pf =PuS(M)uS (M) und es sei A der von Pf in M 
erzeugte +Teilbund, B der von P' in M erzeug 
te «Teilbund, L=AuB mit der Relativstruktur in 
M , S=S(M) , S=S6(M) und K eine beliebige 
maximale Kette in S(M) . 
1st M jedoch vom Typ B , so wâhle man S Q Ç S ( M ) 

so, daft P=U{Cx,x*]p!xeSo} und I SQ I < | P I . 
Aus SQ erhalt man S.j£S(M) so, daft aus x-(y in 
SQ xAy in Mq folgt, durch Hinzunahme von hochstens 

2 

2 • ( I SJ + 2) Elementen von S(M) . Sei A der von 
PuS^ erzeugte +Teilbund von M, B der von Pu(sp* 
erzeugte «Teilbund von M . Sei Lf=AuB und S2 
so gewahlt, daft S1çS2gS(M) , |S2I<|L,| und 
L'c\J{Cx,x*]L,|xeS2> . Sei schlieftlich L=L'uS2uS 
S=<S2>L'nM M

 u n d § = S* • o L nM * o 

Insbesondere ist also fur einen endlichen partiel-
len Verband L entscheidbar, ob er die Voraussetzun 
gen von Lemma 8 erfullt und wir konnen die Lôsung 
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des Einbettungsproblems fiir Verbânde vom Typ C 
hierauf zuruckfiihren, da jeder in einen solchen 
Verband einbettbare partielle Verband P in ein L 
mit hôchstens 3|P|*4 Elementen eingebettet wer-
den kann. 
Es sei bemerkt, daft aile hier verwendeten Algo-
rithmen in den Bereich der primitiv rekursiven 
Funktionen gehôren. 

4. Abschlieftende Bemerkungen. 

Bei dem Versuch, die hier entwickelten Methoden 
fiir die Losung von Einbettungsproblemen flir wei-
tere Klassen modularer Verbânde endlicher Lânge 
nutzbar zu machen, stellen sich folgende Problème: 

Problem 1. 1st das Einbettungsproblem fur projek-
tive Geometrien von fester Dimension n losbar? 

Problem 2. 1st das Skelett eines endlich erzeug-
ten modularen Verbandes stets endlich erzeugt? 

Problem 3. 1st das Einbettungsproblem fur die 
Klasse aller Skelette von modularen Verbânden 
fester Lânge n lôsbar? 

Unschwer lassen sich jedoch die folgenden kleinen 
Ergebnisse herleiten: 
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(I) Das Einbettungsproblem fur pappus'sche projek-
tive Geometrien fester Dimension n ist losbar: 
1st P in den Untervektorraumverband von 
- K kommutativer Kôrper - eingebettet und P 
endlich, so kann K immer schon als endliche Er-
weiterung seines Primkorpers gewahlt werden. Daher 
kann man die einbettbaren P aufzâhlen, andererseits 
aber, da die Klasse der pappus'schen projektiven 
Geometrien von Dimension n endlich axiomatisier-
bar ist, ist auch die Menge der nicht einbettbaren 
P aufzâhlbar. 

(II) Im Beweis von Satz 2 ist insbesondere ent-
halten, daft das Einbettungsproblem fur modulare 
Verbânde von Breite <3 mit endlichem Skelett 
losbar ist. 

(III) Kombiniert man die Methoden von (I) und (II) 
so erhâlt man eine Lôsung des Einbettungsproblems 
fur pappus'sche Verbânde mit endlichem Skelett; 
dabei ist ein pappus'scher Verband M ein modularer 
Verband endlicher Lânge so, daft M pappus'sche 
(môglicherweise reduzible) projektive Geometrie 
ist fur jedes xeS(M). 

(IV) Wie im Falle von Verbânden vom Typ B erhâlt 
man eine Losung des Einbettungsproblems fur "pro-
jektive Hjelmslevebenen n-ter Stufe", d,h, fur 
folgende induktiv definierte Klassen $ von Ver-
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bânden: If • bestehe nur aus dem einelementigen 
Verband; genau dann, wenn S (M) £ n 

M projektive Ebene ist fur jedes xtS(M) und 
<5 S(M) und S (M) Intervalle in M sind. 
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Fig. 1 

Lange n+1 
[a,b] projektive 
Ebene iiber GF(p) 

Fig. 3 



Fig.2 

Fig.4 

Fig.5 
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