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1. Einfiihrung

Fiir einen Verband L wird die Linge 1(L) erkldrt
als das Supremum aller [K|-1 (XK Kette in L) wund
die Breite b(L) als das Supremum aller n , fir
die es eine Abbildung ¢ des Booleschen Verbandes
2" in L gibt, bel der fir beliebige a,bsln pas<yb
genau dann gilt, wenn acb. Ist L atomistisch und
modular, so gilt 1(L)=b(L) . 1Ist L modular von
endlicher Lidnge und b(L)<2 , so heifle L quasi-
planar.
In [4] wurde flir einen modularen Verband M=(M,+,.)
endlicher Linge das Skelett S(M) als die Menge der
kleinsten Elemente der maximalen atomistischen Inter-
valle von M eingefihrt. Es wurde gezeigt, daf
S(M) = {x|xeM und x*"=x} , wobei

. sup{blbyal}l fir a<i N inf{b|b«al fiir a>0
] ={1 fir a=1 " =[O fir a=0
(akb Dbedeute stets, dal a unterer Nachbar von b
ist).
S(M) 1ist +Unterhalbverband von M und ein Verbénd
(S(M),v,A) mit xvy=x+y und x/\y=(x-y)*+ , mit klein-
stem Element O wund grofitem Element 1" . Es gilt
offenbar 1(S(M))<1(M) und b(S(M))<b(M). Das duale

skelett S°(M) = {x*|xeS(M)} ist zu S(M) isomorph
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mit dem Isomorphismus xr—> x*.
Gemdfy dem Hauptsatz von [4] erhdlt man M aus den
Intervallen Mx = [x,x*] zuriick durch die Konstruk-

tion der S-verklebten Summe mit S=S(M).

B. JONSSON hat in [8] die modularen Verbinde von
Linge n<4 klassifiziert. Mit dem Begriff des Ske-
letts 14Bt sich eine Klassifikation auch fir gréBere

n gewinnen:

Satz 1: Ist M ein modularer Verband von Lidnge

<6 so gilt entweder

a) S(M) ist quasiplanar oder

b) S(M) hat einen modularen Unterverband Sm(M)
von Linge 3 so dafl die Elemente von S(M)—Sm(M)

gleichzeitig Atome und Koatome von S(M) sind.

Hat nun M zusédtzlich Breite <3 , so sind élle

M, modulare Verbdnde von Lidnge <3 . Daher erhidlt
man durch Satz 1 eine Reduktion von Einbettungspro-
blemen fiir solche Verbinde - zu einer Klasse R von
Verbidnden ein Verfahren anzugeben, das fiir jeden end-
lichen partiellen Verband entscheidet, ob er in einen
Verband aus K eingebettet werden kann - auf Einbet-
tungsprobleme fiir modulare Verbédnde von Breite <2
(die nach [5] 16sbar sind) bzw. von Linge <3 - hier

fithrt die Konstruktion freier projektiver Ebenen zu

einer LOsung.
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Satz 2: Zu jedem n<6 und ms<3 1ist das Einbettungs-

n

problem fiir die Klasse mMS aller modularen Verbidnde

von Linge <n wund Breite =m 16sbhar.

Die Klasse Mn
m's

ist stabil im Sinne von BAKER [21],
also ist jeder Verband in der von mMg erzeugten
gleichungsdefinierten Klasse mMn subdirektes Pro-
dukt von Verbinden aus mMg . Daher ist auch fir mMn
das Einbettungsproblem 1&sbar. Da fiir gleichungsdefi-
nierte Klassen nach EVANS [3] das Einbettungsproblem

zum Wortproblem dquivalent ist, erhalten wir:

Korollar 3: Zu jedem ns<6 und m<3 1ist das Wortpro-

blem fir mMn l6sbar.

HUTCHINSON [71] hat jedoch bewiesen, dafl das Wortpro-
blem fiir eine gleichungsdefinierfe Klasse modularer

Verbidnde schon dann unldsbar ist, wenn sie den Ver-

band aller Untermoduln eines Moduls RI (R nichttri-

vialer Ring, I unendlich) enthdlt.

Der Vollstdndigkeit halber konstatieren wir noch, daf
nach [6] die Klasse mMn durch endlich viele Glei-
chungen definiert werden kann (n,m beliebig) und daB
sie flir m23, n=26 unendlich viele obere Nachbarn im
Verband der gleichungsdefinierten Klassen modularer

n

Verbinde hat - ndmlich die von den Verbinden Lp aus

Fig. 1 erzeugten.
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2. Das Skelett eines modularen Verbandes von Linge <6

Wir geben zundchst einige Formeln an, die wir spiter
zur Bestimmung von Skeletten bendtigen (M sei modular

von endlicher Linge):

(1) Sei xeS(M) wund aeM. a ist genau dann oberer
Ndchbar von x in S(M), wenn a minimal ist

bezliglich der Eigenschaft x<asx*<a”
(2) Fir jedes xeS(M) gilt sup{yly»x in S(M)}sx”

(3) Fiur jede Kette K aus S(M) und jedes xeK

gilt 1(K) + 1([x,suplylysx in S(M)1}1) < 1(M)

(4) Ist S(M) modular, so gilt
1(S(M)) + b(S(M)) < 1(S(M)) + b(M) = 1 (M)

(5) Wird M von n Elementen erzeugt und ist S(M)
modular, so wird S(M) von n+1(M) Elementen er-

zeugt.

Beweis zu (1): Sei a minimal bzgl. der Eigenschaft

x<as<x <a” . Fur jedes yeS(M) mit x<y<a gilt
x<ysasx*<y* , also wegen der Minimalitdt von a vy=a;
da es ein solches y gibt (y:=a*+), folgt aeS(M)

und x<a in S(M) . Gilt umgekehrt x<a in S(M), so
a<x™ nach [4; Lemma 6.3] und x<a” in SG(M) . Flr
jedes beM mit x<bz<as<x <b* gilt b*<a™ und b*eSG(M),

122



* * *+ *+ . .
also =a und b2b =a =a . Daher ist a 1in der

gewinschten Weise minimal.

(2) folgt unmittelbar aus (1). Sei K die Kette
X Xq e s SX =X 0 <X Dann ergibt sich (3) aus
(2) und aus x0<x1<...<xi=X<x*<xT <euuXX L Ist

i+1 7" n
schliefflich S(M) modular, so widhle man xeS(M)
so, daB b(MX) maximal ist, und eine maximale Ket-
te K von S(M) mit xeK . Wie in (3) folgt
1(K)+b(MX)SI(M) . Nach [4; Folg. 6.7] gilt jedoch
b(M)=b(Mx) und wegen der Modularitdt 1(S(M))=1(K),

woraus sich (4) sofort ergibt.

(5) Seien €15 -+ 1€ die Erzeugenden von M

n

und e.eM ~ fiir i=1,...,n . Man wihle nun eine
i

maximale Kette K von S(M) und betrachte den von
Ku{xl,...,xn} erzeugten Unterverband S' von S(M).

Wegen 1(S(M))=1(S') gilt x4y in S' genau dann,

wenn es in S(M) gilt. Daher bilden die Verbdnde M, (xeS')
ein monotones S'-verklebtes System von atomistischen
Unterverbidnden von M wund es folgt aus Korollar 5.4

sowie Lemma 7.1 in [4] , daf M' = {MxlxeS'} ein
Unterverband von M ist und S(M')=S'. Aber

e ...,eneM' und deshalb M'=M .

l’

Beweis von Satz 1. Sei M ein modularer Verband

von Linge <6 . S(M) muB genau eine der drei fol-

genden Eigenschaften haben:
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A: S(M) modular und b(S(M)) <2
B: S(M) modular und b(S(M))=3

C: S(M) nicht modular.

Der Beweis des Satzes (und weitere zur L&sung der

Einbettungsprobleme wesentliche Information) ergibt

sich dann aus den aus A,B,C abgeleiteten Folgerun-

gen:

Aus A folgt:

(A1) S(M) ist quasiplanar von Linge <5 und Kette,
falls 1(S(M))=5.

(A2) Hat M Breite 23, so ist S(M) planar von
Linge <3.

(A3) 1Ist M endlich erzeugt, so auch S(M).

(A4)v Es gibt eine berechenbare Funktion f so, daf
flir alle M mit n Erzeugenden |[S(M) |<f(n)

gilt.

Aus B folgt:

(B1) S(M) ist modularer atomistischer Verband von
Lange 3.

(B2) S(M) ist Unterverband von MO mit groftem
Element 1 =0%

(B3) 1(M)=6 und b(M)=l(Mx)=3 fir alle xeS(M).

Die Verbdnde M , fiir die alle My irreduzible pro-

jektive Ebenen sind und S(M)=M_, s®(M)=M, gilt,

sind gerade die Verbidnde von uniformen projektiven

Hjelmslev-Ebenen im Sinne von ARTMANN [1]
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Aus C folgt:

(C1) 1(SM))=3 , S(M) hat einen gréften modularen
Unterverband S,(M), l(Sm(M))=3, alle
xeI(M):= S(M)-S_(M)#@ sind zugleich Atome

und Koatome von S(M).

(C2) S(M)QMO, Sm(M) ist Unterverband von MO ,

0*=1" und x<0™x* in M fur alle xeI(M).

(C3) 1M)=6, b(M)=1(MX)=3 fir alle xesm, b(Mx)=2

fir alle xeI(M).

(C4) M'=Lj{Mxlszm(M)} ist Unterverband von M

und S(M')=Sm(M)

(C5) Jedes aeM-M' 1ist irreduzibel und von Rang 3;
Zu a gibt es genau ein xel mit aeMX .
(C6) Fur xeI(M) hat Mx die Form von Fig. 2
mit aiSM-M'.
(C7) Wird M von n Elementen erzeugt, so hat I(M)

hochstens n Elemente und wird Sm(M) von

2n+6 Elementen erzeugt.

Ein Beispiel fiir einen Verband von Typ B bzw. C

findet man in Fig. 3 bzw. 4.
Nun zum Beweis von (A1) - (C7):

(A1) und (A2) folgen sofort aus (3), (A3) und (A4)
aus (5) und der Tatsache, dafl die Elementanzahl

eines quasiplanaren Verbandes aus der Linge und der
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Erzeugendenanzahl mit einer berechenbaren Funktion

abgeschédtzt werden kann ([5; Satz 3.11).

Zu B. Nach (4) gilt 1(S(M))<3, also b(S(M)) =
1(S(M)) = 3 und S(M) 1ist atomistisch. Hieraus
folgt wegen (2) S(M)c[0,071=M_; also gilt fiir
jede maximale Kette O4x4y41+ von

S (M) 1+30*<x*<y*<1*+ = 1 und somit

04x4y<1% = 04x™®y™1 in M .

Man liest ab, dal 1(M)=6 , 1(MX)=3 fir alle
xeS(M) wund b(M)=3 - nach [4; 6.7]. Dal S(M)
in MO auch gegen Schnitte abgeschlossen ist,
folgt aus "Platzmangel" : sind x,yeS(M) un-
vergleichbar, so ist xAy unterer Nachbar von
x oder y in S(M), also auch in Mo und somit

X+.y=xAyeS(M).

Zu C. Da S(M) nicht modular ist, gibt es einen
zu N5 isomorphen Unterverband U von S(M) - es
sei’ U={u,x,y,z,v}, u<x<y<v und yaz=u, xvz=v

U 14Bt sich so wdhlen, dafl jedes echte Teilin-
tervall voh fu,vl (in S(M)) modular ist, daB
fir alle y',z' mit y<y'<v und z<z'<v gilt
y'Az>u und yaz'>u und daB x<y in S(M). Es soll
nun zundchst gezeigt werden, daR y und z untere

Nachbarn von v in S(M) sind.
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Wenn y nicht unterer Nachbar von v widre, gibe
es y' mit y<Ly'<v., Dann ist y'az>u , also
y3yaz und somit yv(y'az)=y' . Da [u,y']l] modu-
lar ist, folgt y'>xv(y'az)>y'sz , also hat man
einen zu N5 isomorphen Unterverband
{y'az,xv(y'az),z,y',v} in [y'az,v] im Wider-

spruch zur Annahme iber U

Sei nun angenommen, dal z nicht unterer Nachbar
von Vv ist. Dann gibt es z' mit z<4z'<v . Es
gilt yaz'>u . Wire xaz'>u, so folgte aus der
Modularitdt von [xaz',v] , daB xaz'<yaz', und
man hidtte einen zu Ng isomorphen Unterverband
fu,xaz',yaz',z,z'} von ([u,z'] im Widerspruch zur
Annahme tber U . Also gilt xaz'=u . Wegen x«y
und z<z' ergibt sich xv(yaz')=y und
zv(yaz')=z' , d.h. {u,x,yaz',z,y,z',v} bilden
einen Unterverband von S(M) wie in Fig. 5.

Seien schliefilich u1,u2,useS(M) mit !
u<u, <X, u*uzsyAz' und ULu ;<2 sowie v'=u1vu2vu3 ,
und sei S'=[u,v']S(M). Dann ist Mx(xeS') ein
S'-verklebtes System, also S'=S(M') mit M'=¢£S,MX
nach [4; 7.1]. Widre 1(S')<2, so wirde V=u,vu,<y
und v=u2vu35z', also u1svsyAz' und somit
u1=XAYAZ' folgen. Daher gilt 1(S')23 wund man
fcann mit Lemma (3) schlieflen, dal u=0 wund
vi=v=1" | also S'=S(M) ist. Mit (1) folgt
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* * * * * * * *
O<z<z'<vs0Q <z <z' <v und O<x<y<vs<O <x <y <v

also wegen 1(M)<6 insbesondere wu<x, u4z und

v=O*.

Hieraus ergibt sich durch die Modularitdt von

M der Widerspruch xvz=x+z<v

(o)

Wir haben somit in S(M) einen zu N5 isomorphen

Unterverband {u,x,y,z,v} mit u<x<y<v , z<4v ,

yAZ=Uu

und xvz=v erhalten. Man folgert u*<x*<yﬁ4v*,

* *

zt4v*, y*Az*=u*, x*vz*=v™ in SS(M) und mit der

* * * * %+
zu (1) dualen Aussage VvV >y >X >u 2V =v>y>X>Uu

Damit muB 1(M)=6, u=0<4x4y4v=1"=0" und 1(M_)=1(M;+)=3

gelten,

Sel nun

also S(M)gMO von Ldnge 3 sein.

I(M) definiert als die Menge aller zeS(M)

zu denen es x,yeS(M) gibt mit O~<x<y<1+ und

yAaz=0, xvz=1". Dann gilt fir alle zelI(M)

(x)0 4z in S(M) und z4 4z% in M

Gdbe es nédmlich z'eS(M) mit O<z'<z , so wirde

0%<z' <z¥<1 und O*<x*<y*<1 , also y*,z* 1 und

somit O*=(yAz)*=(y-z)*+*=(y'z)*=y*-z*>0* folgen

(nach [4; 6.1 und 6.2]). Wegen O<x , hat man x-.z=0

und x+z=xvz=0*, also auch z<40”" aus der Modularitit

von M .

folgt ebenso 2" 0

Aus y*41*, y*+z*=1*, y*-z*=y*Az*=O*

*

Da nach (%) alle zel in S(M) irreduzibel sind, ist

Sm(M):

S(M)~-I(M) ein Unterverband von S(M). Sm(M) ist
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nach der Definition von I(M) der grdfte modulare
Unterverband von S(M) . Aus (*x) und 1(S(M))=3
folgt ferner l(Sm(M))=3 und wie unter 3, dal
Sm(M) Unterverband von M0 ist . Damit sind zu-

ndchst (C1) und (C2) voll bewiesen.

Daf M' Unterverband von M und Sm(M)=S(M')

ist, ergibt sich aus [4; 5.4 und 7.1] wie im Beweis
von (5). Fir jede maximale Kette 04x%y41+ in Sm(M)
gilt O«x4y417=0%x%y™41 in M und somit 1(M,)=3

fiur jedes xeSm(M).

Ist xeI(M), so gilt l(MX)sz nach (%), insgesamt
also b(M)=3. Sei nun aeM mit x<a4x*. Ist a=z+b
mit a»b#z, so folgt z>a+eS(M), also a'=0 R

a<a “<0” und a=0". Mit dem dualen Schluf ergibt

sich, daBR a nur dann reduzibel in M ist, wenn
a=0". Ist a+0*, so gehdért a zu keinem My mit

y*x: agM_  und a¢M,; sind schon gezeigt und aus

o}

aeMy flir ein y , das zu x unvergleichbar ist,
wiirde O*=1+=xvysa , also a=0" folgen. Umgekehrt
mufl aber auch jedes aeM-M' zu einem MX mit

xeI (M) gehdren, und a#x,x*eMouM1 sein. Damit
sind auch (C3) - (C6) nachgewiesen und es bleibt
(C7) zu zeigen.

Dazu sei M von der n-elementigen Menge E erzeugt.
Fir zeI(M) sei EZ={ala€M,z a$0™} . Wegen E_<E ,
|E_ 121 und E_nE_ ,=@ fir z4z' folgt, daB I(M)

129



héchstens n Elemente hat. Ist asEZ, so zieht fir
jedes beM b<a schon b+a=b+z” und b=a schon
b-a=b-z nach sich. Daher ist
E'=EnM'uI(M)u{z*IZ€I(M)} eine Erzeugendenmenge
von M' . Da |E'|l<2n gilt, wird Sm(M) nach (5)

von 2Zn+6 Elementen erzeugt.

Satz 4: Jeder nach A,B und C mégliche Verband
tritt als Skelett eines modularen Verban-

des von Linge <6 auf.

Beweis: Fiir den Fall A entnimmt man dies unschwer
aus der Charakterisierung der quasiplanaren Ver-
bidnde von Linge <4 in JONSSON [8]. Sei nun S ein
beliebiger atomistischer modularer Verband von
Linge 3. Wir setzen M ={x}xS fur x=0,1eS und
MX={X}XSG xeS sonst, wobeil S6 den zu S dualen
Verband bezeichne. Fiir jedes Paar x,y aus S

mit x<y sei ein Isomorphismus wyx gegeben so,

daB

leoi[(O,)’) ,(031) :IMO—""a [(y’1) s(y,Y) ]My mit
woy(o,z)=(y,z) fiir alle zy»y

Uy L0O6GY), (X,0) Ty —— [0y, D), (¥,) ]y mit
X

yX y

by x (X5 x)=(y,Y)
w1x:t(x,x),(x,0)JMx-—-» £(1,0),(1,x) 1y mit

1
¢1X(z,x)=(1,z) fir alle z x

Flur O=x1Ax24x1,x24y=x1vx2 und asMo ist wyxiwaio(a)
genau dann definiert, wenn a=(0,y) bzw. (0,1), und
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hat dann den Wert (y,1) bzw. (y,y)

Ebenso ist fur x=y1Ay24y1,y24y=y1vy2 und aeMX
wyyiowyix(a) genau dann erklidrt, wenn a=(x,Xx)
bzw. (x,0), und zwar mit dem Wert (1,0) bzw. (1,x).
Daher liegt eine lokal S-verbundene Summe im Sinne

von [4; Satz 4.31 vor und man erhilt einen modu-

laren Verband M mit S(M)=S (nach [4; 7.11).

Ist schliellich S ein unter C als Skelett zuge-
lassener Verband, so kann man stets einen modula-
ren atomistischen Verband T finden so, dal ScT ,
der grofite modulare Unterverband Sm von S Unter-
verband von T ist und fir alle zeS-Sm z+1T gilt
und x<z fiar xeSm schon x=0 impliziert.

Nach Fall B kOnnen wir annehmen, daff T=S(L) ist
fir einen Verband vom Typ B. Fiir jedes an-Sm
sei eine Menge JX#Q mit JXnL'=¢ und an Jy=¢
flir x#y gegeben. W&hlt man MX=Lx fur xeSm
und MX als den Verband mit kleinstem Element x,
gréfftem Element x* und Atommenge {O*}UJX fir
xeS—Sm, so erhdlt man ein monoton S—verklebtes
System im Sinne von [4]. Die S-verklebte Summe M
ist dann ein Verband vom Typ C mit S=S(M) und
Sm(M)=Sm .
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3. Zum Einbettungsproblem

Unter einem schwachen partiellen Verband verstehen

wir eine Menge L mit partiellen Operationen + und . ,
auf der es eine Halbordnung < gibt so, daB gilt:
Ist a+b=c, so c=sup(a,b) ; ist a-b=c, so c=inf(a,b).
Dann gibt es auch eine kleinste solche Halbordnung
(und diese werden wir stets benutzen). Jeder par-
tielle Verband ist in einen Verband (schwach) ein-
bettbar, ndmlich in seinen Idealverband. Umgekehrt
ist jede partielle algebraische Struktur (L,+,:),
die in einen partiellen Verband (schwach) einbett-
bar ist, selbst ein solcher. Es liegt auf der Hand,
daB es ein Verfahren gibt, um fir jedes endliche
(L,+,+) zu entscheiden, ob es ein partieller Ver-
band ist, aber auch ob es in einen (modularen)

Verband von Lédnge 1 bzw. 2 eingebettet werden kann.

Lemma 5. Es gibt ein Verfahren, um fir jeden endli-
chen partiellen Verband L und gegebene Elemente
'aeL und Zahlen r, zu entscheiden, ob L in einen
modularen Verband M der Linge 3 eingebettet werden

kann, so daB a in M den Rang T, hat.

Bewels. Ist L 1in ein M einbettbar, so besteht
L aus zwei disjunkten Teilmengen P und G und ge-
gebenenfalls noch den Elementen O und 1 derart,

dal (P,G,<) eine Inzidenzstruktur ist (d.h. daf

i32



die Elemente aus P bzw. G jeweils untereinander un-
vergleichbar sind und es zu a$beP hochstens ein
ceG gibt mit a,b<c und zu a#beG hdchstens

ein «c¢eP gibt mit <c<a,b) und dal fir as$beP

bzw. c#deG gilt: ist a+b bzw. c+d in L erklirt,
so atbeG bzw. c¢+:deP . Man wdhle einfach P als
die Menge aller Atome von M , die zu L gehéren,
und G als die Menge aller in L enthaltenen Ko-

atome von M .

Sei umgekehrt zu einem partiellen Verband L eine
Inzidenzstruktur der beschriebenen Art gegeben.

Dann ist diese Unterstruktur einer projektiven

Ebene (P',G',<') - z.B. der von ihr erzeugten
freien projektiven Ebene (s.G.PICKERT [9]1) - d.h.
insbesondere, dal PgP', GeG' wund flir aeP und

beG a<'b genau dann gilt, wenn a<b . Durch Hinzu-
nahme von grofitem und kleinstem Element entsteht

aus (P'uG',<') ein modularef Verband M , in den
(L,=< eingebettet ist. Sind a und b aus L

unvergleichbar und a+b=celL definiert, so gilt

c=supM(a,b) : sind a,beP , so «c¢eGeG' , also
c=supM(a,b) ; 1st aeP beG und atb , so
c=1=supM(a,b) ; sind a,beG , so ebenfalls
c=1=supM(a,b) . Mit der dualen Aussage hinsicht-

lich"." folgt, daB der partielle Verband (L,+,-)

in den Verband M -eingebettet ist.
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Die folgenden Lemmata geben nun Voraussetzungen an,
unter denen ''lokale'" Einbettungen zu ''globalen"
zusammengesetzt werden kénnen. Dazu eine Definition:
Eine Teilmenge X eines partiellen Verbandes
L=(L,+,-) heifle +Teilbund von L , falls a+b

fiir alle a,beX definiert ist und a+beX

X mit der eingeschridnkten Operation v=+[X wird
dann ein Supremum-Halbverband und im Falle endli-

cher Linge auf kanonische Weise ein Verband (X,v,A)

Lemma 6. Sei L=(L,+,*) ein abzdhlbarer partieller
Verband, S ein +Teilbund von L, S ein .Teilbund
von L, S und S modulare Verbinde endlicher Linge,

S isomorph zu S mit einem Isomorphismus x+—2X so,
daf x<x wund aus x4y in S ysx folgt.

Sei L die Vereinigung aller Intervalle [x,i]L (xeS).
Sei flir jedes xe$ [x,i]L eingebettet in einen mo-
dularen Verband M, von Linge <3 so, dal x das
kleinste und x das grdBte Element von M, ist und

fir alle x4y in S gilt 1([y,x] = 1([y,x]

- MX) MY)
Sei A>S ein +Teilbund und B2S ein +«Teilbund von L .
Dann ist der partielle Verband (L,+|A,-|B) einbett-
bar in einen modularen Verband M mit b((M)=<3 ,
S(M)=S und (wenn K eine beliebige maximale Kette

von S ist) 1(M)=
>oimy)y - 2 GRS

xeK x4y in K
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Beweis. Wir koénnen annehmen, dafl alle die
Mx(xeS), die Linge 3 haben, abzihlbare projek-
tive Ebenen sind. Daher sind fiir alle x4y aus

S die Intervalle [y,i]M und [y,xJy entweder
X
beide einelementig, oder beide zweielementig

oder aber beide abzdhlbare Verbidnde von Lidnge 2

Also gibt es einen Isomorphismus wyx von [y,i]M
X

auf [y,i]M , der die Elemente von L fest 14Bt.
y .
Die Verbidnde MX(XES) mit den Abbildungen

wyx(x,yes,x4y) bilden ein lokal-S-verbundenes

System im Sinne von [4; Abschnitt 4]

Sei xAy<Xx,y«xvy in S , aeM und

XAy’wfoAY)

wy(XAy)a definiert. Dann gilt x,y<asxAy, also

XAYy<Xx<xvy<asxAy , also a=xvy oder a=XxAy ;

in jedem Falle ist aber ael , also

a = = a ; wegen Xxvysasx,y

Yy (xay)
sind auch w(xvy)x a = w(xvy)y a = a definiert.

1l)x(XAy)

Sei nun M die lokal-S-verbundene Summe des Systems
mit den kanonischen Einbettungen “x:Mx'—’M . Da
alle Mx modular von Breite <3 sind, ist auch

M modular von Breite <3 [4; 3.2 und 3.3] und es
liegt die Aussage lber die Linge auf der Hand.
S(M)=S folgt nach [4; 7.1], da alle Mx atomistisch
sind und die Verklebung monoton ist.

Da fir alle ’aeL Te & = ny wyx a gilt, ist

] L){WX}XES}IL eine injektive Abbildung von L

in M . Zum Nachweis, daf ¢ mit den partiellen
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Operationen +|A und -|B vertridglich ist, zei-

gen wir:

a) P(x) < Y(y) fir alle x<y in S

b)  Y(xvy) = yx+yy fir alle x,yeS

c) vyla+y) = ypa+yy fur aeA, x, yeS und xs<asx,x<y
d) vy(a+b) = ya+ b fiir alle a,beA

Dabei benutzen wir, daR ¢|[x,x] nach Konstruktion

ein Homomorphismus ist. Der Beweis ist im wesent-

lichen derselbe wie bei Satz 5.1-5.2 in (41, es

missen jedoch alle Voraussetzungen des Lemmas aus-

genlitzt werden.

Zu a) Ist x«<y in S, so gilt ysx, also yxsyy.
Die Aussage fir x<y folgt nun durch Induktion.

Zu b) Gilt xAy<x,y<xvy in S, so folgt x,ysxAy, also
xvysxAy und somit b) in diesem Fall. Die Be-
hauptung ergibt sich nun mit Hilfe der Modu-
laritdt durch Induktion iiber die Linge von
[xAy,xvy] in S

Zu c¢) Fir x=y folgt wegen x<asx sofort
Y(a+y)=ya+yy. Flir x<y schlieflt man induktiv:
es gibt zeS mit x<z<y und es gilt
b(aty)=v(a+tz+y)=y(a+z)+yy=va+pz+yy=ya+iy ,
da a+z definiert ist, asx<z und somit
a+z,yelz,z]

Zu d) Ist aelx,x], bely,y]l, so gilt

| xvy=x+y<a+bsx+y<xvy und somit
Y(a+b)=y(a+tb+x+y)=y(a+x+y)+P(b+x+y)
=p(a)+p(x+y)+p(b)=y(a)+p(x)+y(y)+y(b)=y(a)+v(b).
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Lemma 7. Sei L=(L,+,-) ein endlicher partieller
Verband, seien S,SclL mit 1(S)=1(5)=3 , x+X
ein Isomorphismus von (S,+IS,-|S) auf (5,+15,.13)
mit x<x . Sei u kleinstes und v groBtes Ele-
ment von S und v=u . Sei L= {[x,x1y [xes}
Fir jedes xeS sei [x,i]L eingebettet in einen
modularen Verband von Linge 3 so, daB x das
kleinste und x das gréBte Element von MX ist.
Maximale Ketten in S(5) seien maximal in M, (M)
und es gelte fir alle x<y aus S, daf

1(Ly,xJy ) = 1(Ly,xly ) = 2 ist. Sei A ein
+Teilbun§ von L so, dZB gilt: zu aeA gibt es
xeSnA mit x<as<x; sind x<y in AnS, so gibt es
eine maximale Kette X4X < e R X =Y in S mit xieA
fir 1i=1,...k . Sei B ein .Teilbund mit den ent-
sprechenden Eigenschaften hinsichtlich 8.

S(S) seien abgeschlossene Teilmengen des mit der
Relativstruktur in Mu(MV) versehenen partiellen
Verbandes (AuB)nMu ((AuB)nMV) . Dann ist der
partielle Verband (AuB,+|A,:|B) einbettbar in
einen modularen Verband der Linge 6 und Breite 3

mit atomistischem Skelett von Linge 3.

Beweis. Mu kann man insbesondere so wihlen, daB
das Erzeugnis von [u,ﬁ]AUB die freie projektive

Ebene {iber der Inzidenzstruktur von [u,ﬁ]AuB ist.
Dann ist auch das Erzeugnis <S> von S in M,

freie projektive Ebene iiber der Inzidenzstruktur von S.
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Wdhlt man 'MV analog, so ist das Erzeugnis <S>
von S in Mv isomorph zu <S> mit einem Iso-
morphismus der " fortsetzt.

Sei L' der partielle Verband AuBuMuuMV

Dann gilt fir alle x»u aus <S>, dal

[x,i]L, = [x,i]AUBu[x,v]Mu ist - auch als par-
tielle Verbidnde. Somit ist [x,i]L, in einen modu-
laren Verband der Linge 3 einbettbar so, daB x
das kleinste und x das gréBte Element von Mx
ist. Entsprechendes gilt fur y<v und es kdnnen
alle Mx(xe<S>) als abzdhlbare projektive Ebenen
gewdhlt werden. Nach Lemma 6 erhdlt man eine lokal-
<§>-verklebte Summe M und eine injektive Abbil-
dung ¢ von L' in M, die auf (AuB,+|A,+|B) ein
Homomorphismus ist. Es gilt 1(M)=6, b(M)=3 und

S(M)=<S>

Lemma 8. Sei L ein endlicher partieller Verband,
seien S,ScL und x+—Xx ein Isomorphismus von S

auf S mit x<x. S habe ein kleinstes Element u
und ein gréBtes Element v und es sei u=v. Sei
ferner I¢S und P#J cL-(SuS) so, daB gilt:

L-J =\J{[x,i]L|sz—I} ; der partielle Verband L-J
ist in einen modularen Verband M' von Linge 6

und Breite 3 mit modularem Skelett S(M')a2S-I ein-

bettbar, wobei z4v4z in M' fiir alle zel ; jedes

aeJ ist irreduzibel in L und es gibt genau ein

138



zel ; mit z<a<z in L . Dann kann L in einen
modularen Verband M von Linge 6 und Breite 3

mit nichtmodularem Skelett eingebettet werden.

Beweis. M' kann insbesondere wie im Beweis von
Lemma 7 konstruiert werden. Sei Sm der von S-I
in Mé erzeugte Unterverband. Nach Voraussetzung
gilt Lng\J{[x,x*]lxeSm} und, da die projektive
Ebene Mé frei erzeugt ist, flir alle xeS und
zel , daBl aus x<z schon x=0 folgt. Bestimmt
man nun M wie im BeWeis von Satz 4 mit

J,={alaeJ und a»z} flir zel , so ist der partielle

Verband L in M eingebettet.

Beweilis von Satz 2. Vermdge Lemma 5 ist fir jeden

endlichen partiellen Verband entscheidbar, ob er
die Voraussetzungen von Lemma 6 bzw. 7 erfiillt.
Daher erhalten wir eine L&sung des Einbettungspro-
blems fiir Verbdnde vom Typ B oder A von Breite <3,
indem wir eine berechenbare Funktion g angeben,
derart, daf jeder partielle Verband P, der in einen
solchen Verband M einbettbar ist, so in einen par-
tiellen Verband L mit ILI<g(IP]) und ausgezeich-
neten Teilmengen S,5,A,B und ggf. K eingebettet
werden kann, daB die Voraussetzungen von Lemma 6
bzw. 7 erfﬁllt sind und, wenn a+b in P definiert
ist a und b zu A, wenn a-*b in P definiert ist,

a und b zu B geh6ren.
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Diese Funktion ist:

2 (k+2£(1)) L, (2kv2(k+2) D)1,

g (k)=max{ 3 ,
wobei f die nach (A4) existierende berechenbare
Funktion ist, fir die [S(M)|<f(|P]) gilt, falls
M vom Typ A ist und von P erzeugt wird - was wir

selbstverstidndlich hier voraussetzen konnen.

Ist nun M vom Typ A, so setzen wir
P'=PuS(M)uSG(M) und es sei A der von P' in M
erzeugte +Teilbund, B der von P' in M erzeug-
te .Teilbund, L=AuB mit der Relativstruktur in
M, S=S(M) , 5=S°(M) und K eine beliebige

maximale Kette in S(M)

Ist M jedoch vom Typ B , so wdhle man SOgS(M)
so, daB P=\J{[x,x*]PixeSO} und lSOISIPl
Aus SO erhdlt man S1cS(M) so, dafl aus x4y in
SO X4y in MO folgt, durch Hinzunahme von héchstens
2-(ISOI+2)2 Elementen von S(M) . Sei A der von
PUS1 erzeugte +Teilbund von M, B der von Pu(S1)*
erzeugte -Teilbund von M . Sei L'=AuB und S,
so gewdhlt, daf S1gSZSS(M) ) ISZIsIL'l und
L'SL){[X,X*]L,|X€SZ} . Sei schlieBlich L=L'USZU52*,
s=<sz>L,nMOu(<s§>L+nM 3* und 3=5"

0
Insbesondere ist also fir einen endlichen partiel-

len Verband L entscheidbar, ob er die Voraussetzun-

gen von Lemma 8 erflillt und wir k&nnen die L&sung
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des Einbettungsproblems flir Verbdnde vom Typ C
hierauf zurlickfihren, da jeder in einen solchen
Verband einbettbare partielle Verband P in ein L
mit héchstens 3|P{+4 Elementen eingebettet wer-
den kann.

Es sei bemerkt, dafl alle hier verwendeten Algo-
rithmen in den Bereich der primitiv rekursiven

Funktionen gehdren.

4, Abschlieflende Bemerkungen.

Bei dem Versuch, die hier entwickelten Methoden
fir die LOsung von Einbettungsproblemen fir wei-
tere Klassen modularer Verbinde endlicher Linge

nutzbar zu machen, stellen sich folgende Probleme:

Problem 1. Ist das Einbettungsproblem fir projek-

tive Geometrien von fester Dimension n 18sbar?

Problem 2. Ist das Skelett eines endlich erzeug-

ten modularen Verbandes stets endlich erzeugt?

Problem 3. Ist das Einbettungsproblem fir die
Klasse aller Skelette von modularen Verbidnden

fester Ldnge n 108sbar?

Unschwer lassen sich jedoch die folgenden kleinen

Ergebnisse herleiten:
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(1) Das Einbettungsproblem fiir pappus'sche projek-
tive Geoﬁetrien fester Dimension n ist 1losbar:
Ist P 1in den Untervektorraumverband von Kn+1

- K kommutativer Kdrper - eingebettet und P
endlich, so kann K immer schon als endliche Er-
weiterung seines Primkdrpers gewdhlt werden. Daher
kann man die einbettbaren P aufzihlen, andererseits
aber, da die Klasse der pappus'schen projektiven
Geometrien von Dimension n endlich axiomatisier-

bar ist, ist auch die Menge der nicht einbettbaren

P aufzihlbar.

(II) Im Beweis von Satz 2 ist insbesondere ent-
halten, daB das Einbettungsproblem fir modulare
Verbdnde von Breite <3 mit endlichem Skelett

16sbar 1ist.

(ITI) Kombiniert man die Methoden von (I) und (II)
so erhdlt man eine Ldsung des Einbettungsproblems
fiir pappus'sche Verbdnde mit endlichem Skelett;
dabei ist ein pappus'scher Verband M ein modularer
Verband endlicher Linge so, daf Mx pappus 'sche .
(méglicherweise reduzible) projektive Geometrie

ist fiir jedes xeS(M).

(IV) Wie im Falle von Verbinden vom Typ B erhilt
man eine L8sung des Einbettungsproblems flir 'pro-
jektive Hjelmslevebenen n-ter Stufe'", d,h, fiir

folgende induktiv definierte Klassen Pn von Ver-

142



bdnden: ﬁzo bestehe nur aus dem einelementigen
Verband; Me‘&l’n+1 genau dann, wenn S(M)a?n ,
M, projektive Ebene ist fir jedes xeS(M) und

S(M) wund SG(M) Intervalle in M sind.
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