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Freie modulare Verbinde FM(DMB)

von Aleit Mitschke und Rudolf Wille

In der vorliegenden Note werden modulare Verbidnde FM(DMS)
untersucht, die bis auf Isomorphie dadurch definiert sind,
dal sie in der Klasse aller modularen Verbidnde von einem
partiellen Verband DMS frei erzeugt werden; die partiellen
Verbidnde DM3 sind dabei folgendermaflen definiert:

Ist M3 ein finfelementiger Verband der Ldnge 2 mit klein-
stem Element 0, Atomen a,, a, ag sowie grofRtem Element 1
und ist D ein beschrédnkter, distributiver Verband mit klein-
stem Element O und gréfitem Element a,, dann ist DM3 der
partielle Verband, der D und M3 als Unterverbdnde besitzt
so, daB DuM;= M. und DaM;={0,a,} gilt und daf dva

dva5 mit deD nur flir deDnM3 existiert.

3 bzw.

Fir alle Begriffe, die in dieser Note nicht erklirt werden,

sei auf GRATZER (1] verwiesen.
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Da nicht distributive, modulare Verbidnde stets Unterverbidn-
de enthalten, die zu M3 isomorph sind, treten in jedem
nicht distributiven, modularen Verband partielle Verbidnde
DM3 als relative Unterverbidnde auf, wobei hdufig die Kennt-
nis der von solchen relativen Unterverbidnden erzeugten Un-
terverbdnde wesentliche Einblicke in die Struktur des Ver-
bandes gibt. Aus dieser Tatsache erhdlt der folgende Satz
seine Bedeutung fiir die Untersuchung nicht distributiver,

modularer Verbidnde.

Satz: M sei ein modularer Verband und M ein relati-

D3
ver Unterverband von M . Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:
(1) M wird erzeugt von DM3
(2) M 1st isomorph zu FM(DMS)
(3) M 1ist isomorph zu der subdirekten Potenz von M, ,

3
die aus allen quasi-eigentlichen, stetigen Abbildun-

gen von dem Stoneschen Raum S(D) in den TO-Raum M3
mit der Subbasis {[a)laeMS} besteht; dabei heiflt eine
Abbildung zwischen topologischen Riumen quasi-eigent-
lich, wenn das Urbild jeder quasi-kompakten, offenen

Menge wieder quasi-kompakt ist (s.HOFFMANNRKEIMEL [Z;

Definition 1.71]).
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Der Beweis des Satzes wird durch drei Hilfssdtze vorberei-
tet. Mit einer in WILLE (61 entwickelten Methode wird in

Hilfssatz 1 gezeigt, daf FM(DM zu einer subdirekten Po-

5)
tenz von M3 isomorph ist. In Hilfssatz 2 werden Normal-
formen fiir die Elemente von FM(DMB) angegeben, an denen
sich ablesen 1dRt, daR die in SCHMIDT [5; Lemma 17.1] kon-
struierten modularen Verbdnde M isomorph zu den FM(DMS)
sind. Hilfssatz 3 beschreibt dann die Isomorphie der Kon-

gruenzrelationenverbhidnde von D und TM(DMX). die anch

schon in SCHMIDT [S5] gezeigt ist.

Hilfssatz 1: M sei ein modularer Verband, der von einem

relativen Unterverband DM3 erzeugt wird. Dann ist M
isomorph zu einer subdirekten Potenz von M3
Beweis: Die Behauptung soll zundchst unter der Vorausset-

zung bewiesen werden, dafR D ein endlicher, distributiver
Verband ist. In diesem Fall kann folgendes Lemma aus WILLE

[6] angewandt werden.

M.-Lemma: S sei ein subdirekt irreduzibler, modularer Ver-
band, der von der endlichen Menge EOUEZUESUESUE1 erzeugt
wird (EZ,EB,ES#W); sei ferner éi:=supk)(Ejli teilt j) und

gi:=inf(J(Ej|j teilt i) fiur ie{2,3,5}. Ist S$M3 dann gilt:

(e neg)vieyneg)vieres) = (e veg)ale,ves)Alesvec)
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Da M 1isomorph ist zu einem subdirekten Produkt subdirekt
irreduzibler Verbidnde, die von einem homomorphen Bild von
DM3 erzeugt werden, ist zu zeigen, dafl ein subdirekt irre-

duzibler, modularer Verband S, der von einem homomorphen

Bild w(DM erzeugt wird und nicht zu M3 isomorph ist,

3)
einelementig sein muB. |S|=1 erhilt man offenbar, wenn
man fiir alle c,deD, fiir die ¢ oberer Nachbar von d ist,

pc=¢d nachweist, da dann w0=wa2 und damit yYO=y1 folgt.

Ist ¢ oberer Nachbar von d in D , dann existiert ein
v-irreduzibles Element ¢ in D mit c¢=cvd ; ferner gibt
es wegen der Distributivitdt ein gr6Rtes Element d in D ,
das nicht groBer oder gleich ¢ 1ist. Fir Eo:=¢(3],
E2:=w[g), E3:={wa3}, E5:={wa5} und E1=¢ liefert nun das

M3-Lemma die Ungleichung

(Va,n(wdviag))v(pa,a(pdviyag))v((ypdvyaz)a(pdviac)) >
(beviaz)a(pevyag)a(yazvyac) =

(vecviaz)a(beviac)

Da wegen der Modularitdt von S die linke Seite der Un-
gleichung gleich

(wdv (va,apaz))v(vdv(va,rpac))v((vdvpaz)a(pdviac))

= wav((wavwaS)A(wavwas)) = (wavwaS)A(wavwas) ist, folgt
pd=pa,a(pazvyd)a(yacvid) 2¥a,a(yevya) a(pevyag)=yc

Wegen cad=cad erhdlt man ycsyd, also yc=y(cvd)=yd ,
womit die Behauptung des Hilfssatzes fiur endliches D be-

wiesen ist.
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Flir einen beliebigen beschridnkten, distributiven Verband D
wird zundchst gezeigt, dafl jede in M3 geltende Gleichung vy
auch in M gilt. Sei E eine endliche Teilmenge von M, die
als Bild einer Belegung der Variablenmenge von vy auf-
tritt. Da jedes Element von E in dem Erzeugnis einer end-
lichen Teilmenge von D und M3 liegt, gibt es einen endlich

erzeugten Unterverband D von D mit O,a,eD, so daBR E im Er-

2

zeugnis von DM3 enthalten ist. Nun ist bekanntlich ein

endlich erzeugter, distributiver Verband endlich (vgl.
GRATZER [1; Theorem 8.11). Daher ist nach dem Vorangehenden

der von DMS erzeugte Unterverband von M zu einer subdirek-

ten Potenz von M, 1somorph, woraus folgt, dal y bei der be-

3

trachteten Variablenbelegung gilt. M liegt somit in der

kleinsten gleichungsdefinierten Klasse, die M, enthdlt.

3
Nach JONSSON [3; Corollary 3.4]1 ist in dieser Klasse jeder
subdirekt irreduzible Verband mit mehr als zwel Elementen

isomorph zu Mg. Folglich ist, da es keinen Homomorphismus

von M, auf einen zweielementigen Verband gibt, M isomorph

D3
zu einer subdirekten Potenz von MS’
lHilfssatz 2: M sei ein modularer Verband, der von einem

relativen Unterverband DM3 erzeugt wird. Dann besitzt jedes

Element a in M eine eindeutige Darstellung

a=xaVL(yava3)A(zava5)J mit xa,ya,zaeD und X AY SX AZ =Y AL

speziell gilt D=[O,32].
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Beweis: Zunidchst soll gezeigt werden, daB
N:={Xv((yva3)A(zva5))lx,y,zeD und XAY=XAZ=yAzZ}

ein Unterverband von M ist. Dazu wird die Gultigkeit fol-

gender Gleichungen fir x,y,z,x',y',z'eD mit XAy=XAz=yAz

und x'ay'=x'az'=y'az' bewiesen:

H

(n)  (xv@{yvag)a(zvag) )a(x'vi(y'vaz)a(z'vac) )

(xax')vIl(yay')vaz)a((zaz')vac)]

(v)  (xv@(yvag)a(zva)l)v(x'vi(y'vaz)a(z'vac) 1) =
xvx'v((yvy")alzvz'))vL(yvy'v((xvx')a(zvz'))va)a

A(zvz v ((xvx' ) alyvy'))vag) ]

Nach Hilfssatz 1 ist M zu einer subdirekten Potenz von M3
isomorph, so daf die Gleichungen (aA) und (v) genau dann in
M gelten, wenn sie bei jeder Belegung von Xx,y,z,x',y',z'
in M

mit O oder a gelten.

2 3

Fiir den Gultigkeitsbewels 1in M3 kann man o.B.d.A. x'zx
annehmen, da (A) und (v) in x und x' symmetrisch sind.
Wegen der Bedingung xAy=xaz=yaz missen, falls nicht
x=y=z=a, gilt, zwei der Variablen x,y,z mit O belegt wer-
den (dasselbe gilt fir x',y',z"').
Damit erhdlt man folgende Fallunterscheidung:

Fall 1: x=y=z=0

Fall 2: x=y=0, z=a,

Fall 3: y=z=0, X=a,

Fall 4: X=y=z=a,
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Fall 2 impliziert aus Symmetriegriinden den Fall x=z=O,y=a2.

Fall 1:

() OA(OVE(y'vag)a(z'vag)1)=0

(v) OV(OVL(y'vaz)a(z'vag)])
=(y'v(x'az')vag)a(z V(X ay ') va,) (x'Ay'=x'rz'=y'az")

=(Y'AZ')V[(y'V(X'AZ')VaS)A(Z'V(X'Ay')VaS)]

Fall 2:
(A) EaBA(azvaS)]A[(y'vaS)A(z'vas)] (x'<x=0)
=a3A[(y'va3)A(z'va5)]
=33A(Z'Va5)
=a3A((a2Az')va5) (z'saz)
(v) Lagr(ayvag) IvE(y'vag)a(z'vag)]
=(y‘Va3)A(a3vz'Vas)
=(y'vaz)

=(y'alayvz))vi(y'vag)a(a,vz'vag) ] (y',2'say)

Fall 3:

() a,n(x'vI(y'vag)a(z'vag) D)

=x'v(a n(y'vag)a(z'vag)) (x'<a,)
=x'v(y'az") (y',z'<a,)
=x! (X'/\y'=)"/\Z')
=a2Ax'

(V) a,v(x'vI(y'vag)a(z'vag) )
=3_2v[(y'vZ'vaS)/\(z'vy'vaS)] (X'Saz;y' ,z's{O,az})
=a,viy'az')vL(y'vz'vaz)A(z'vy'vag) ]
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Fall 4:
(A Ta(x'vi(y' vas) A(z! vas) 1)

=(a axt)vilaayt)vaz) alla,az') vag) ] (x',y',z'=a,)
(v) 1v(x'v[(y'vas)A(z‘vaS)])

=1

=azv[(azva3)A(aZvaS)

Da DgN wegen d=dv[(0va3)A(OvaS)] fir deD und a aseN wegen

3’

33=OV[(OV33JA(32V85)] sowie as=0v[(a2va A(Ovas)] gilt,

3)
ist die Erzeugendenmenge DM3 in N enthalten, woraus N=M
folgt. Jedes Element a in M hat somit die Darstellung
a=xav[(yava3)A(zava5)]. Die Eindeutigkeit dieser Darstel-

lung ergibt sich aus

X_=anAa
a 2
(%) ya=([aAa5]vas)Aa2

za=([aA33]va5)Aaz.
Die Gleichungen von (x) werden folgendermaflen bewiesen:

xa=xav(yaAza) (xaAya=yaAza)
:xav(azA(yavaS)A(zavaS)) (ya’zasaz)
=(x,vI(y vag)a(z vac) 1) aa,
=ana,
Y= (yavazlaa, (y,<a,)
=(L(yy vaz)raclvaz)aa,
=([(xav[(Yavas)A(zavaSIDA(OwIazvaB)A(OvaSD)]vaS)Aaz (n)

=([aAasjva3)Aaz
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za=([aAa3]vaS)Aa2 analog

(x) liefert auch unmittelbar D=[O,a2] in M .

Hilfssatz 3: M sei ein modularer Verband, der von einem
relativen Unterverband DM3 erzeugt wird. Ist © eine Kon-

gruenzrelation von D, dann ist

- 2 3

0:={(a,b)eM”| (x,,x.),(y,,Yy)»(z,,2,)e0} eine Kongruenz-
relation von M mit O=énD2; dariiberhinaus wird durch

OF—— 0 ein Isomorphismus zwischen den Kongruenzrelationen-

verbidnden von D und M erklidrt.

Beweis: Aus X = Xg M X und xavc=xavxbv[(yavyb)A(zavzb)]
sowie den entsprechenden Gleichungen fiir die anderen Kompo-
nenten (siehe (A) und (v)) folgt, daf O eine Kongruenzre-
lation von M ist. ©=8aD” ist wegen D={aeM|ya=za=O} klar.

Fiir eine Kongruenzrelation & von M erhdlt man aus (x)

®=®nD2. Demnach hat jede Kongruenzrelation O von D genau
eine Erweiterung auf M, weshalb ©+——0 ein Isomorphismus
zwischen den Kongruenzrelationenverbinden von D und M sein

mufl.

Beweis des Satzes: Die Aquivalenz von (1) und (2) felgt

unmittelbar aus Hilfssatz 2 mit den Gleichungen (A) und (v).
Fiir den Nachweis der Aquivalenz von (2) und (3) wird ge-

zeigt, daf} FM(DMS) isomorph ist zu der subdirekten Potenz
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von MS’ die aus allen quasi-eigentlichen, stetigen Ab-
bildungen von S(D) in M3 besteht. Ist Y ein Homomorphis-
mus von FM(DMS) auf M3 mit wai=ai(ie{2,3,5}), so ist
P:=(w—10)nD wegen wD={O,a2} ein Primideal von D, das nach
Hilfssatz 3 Y eindeutig bestimmt; fiir ¢y soll deshalb
auch yp geschrieben werden. Nach Hilfssatz 1 ist dann

FM(DMS) isomorph zu der Potenz von M die aus allen Ab-

3’
bildungen ﬁ:S(D)——+M3(aeFM(DM3)) mit &(P)=ypa(PeS(D)) be-
steht. Somit ist noch zu zeigen, daBl die 3 genau die

quasi-eigentlichen, stetigen Abbildungen von S(D) in M3

sind.

Dafl fir jedes agFM(DMS) die Abbildung & quasi-eigentlich

und stetig ist, folgt mit Lemma 11.4 in GRATZER [1] aus

{PIé(P)zaz}={P|xa¢P}
{Pla(P)za }={P|z 4P}
(**)

{Pla(P)za }={Ply_¢P}

{P1a(P)=1 }={P{xa,ya,za¢P} R
was mit Hilfssatz 2 und (*) folgendermaflen nachgewiesen
wird:
ﬁ(P)2a2¢¢¢Taza2

&> a,=ypanra,=ypanipa,=ip (ara,)=ipx,

¢$Xa¢P
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a(P)2a3<=>¢Paza3
@%as=wPaAaB
¢=$a2=([wPaAaSJVaS)Aa2=wP(([aAasjvas)Aa2)=sza

¢=$za¢P

ﬁ(P)za5¢=bya¢P analog

Sei umgekehrt o eine quasi-eigentliche, stetige Abbil-
dung von S(D) in M3 . Dann sind u—1[a2),a_1[a3) und
u_1[a5) quasi-kompakte, offene Teilmengen von S(D)
Nach Lemma 11.4 in GRATZER [1] existieren somit x,y,zeD
mit o '[a,)={P|x¢P}, o”'tay)=(PIz4P} und o 'tag)={Ply¢P}.
Angenommen xay$xaz . Dann gibt es nach Lemma 11.2 in
GRATZER [1] ein Primideal P von D mit xAy4¢P aber xazeP,
d.h. x,y¢P aber zeP. Aus x,y¢P folgt
Pea~1[az)na—1Las)=an1{1}ga_l[aB), was jedoch zeP wider-
spricht. Somit war die Annahme falsch, und es gilt
xAy<xaz. Analog zelgt man xaz<yaz und yAz<xay, womit
XAy=XAz=yAz nachgewiesen ist. Setzt man nun

a:= XVE(yvas)A(zvas)], so erhd1lt man nach Hilfssatz 2
X=X, Y=Y, und z=z,, was wegen (x+) o=8 zur Folge hat.

Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen.

Es so0ll noch angemerkt werden, dafl nach dem Satz und Hilfs-
satz 3 wie zwischen den Kategorien der beschridnkten, distri-

butiven Verbdnde und ihren Stoneschen Riumen (vgl. HOFFMANN
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& KEIMEL [2; Theorem 5.23]) eine Dualitdt zwischen der
Kategorie der freien modularen Verbinde FM(DMS) mit den
Homomorphismen, die M3 identisch auf sich abbilden, und
der Kategorie der Stoneschen Rédume S(D) mit den quasi-
eigentlichen, stetigen Abbildungen besteht; ferner sind
die Kategorien der beschridnkten, distributiven Verbidnde
und der freien modularen Verbidnde FM(DMS) dquivalent,

ja sogar isomorph.

Beispiel: Dafl flir Verbinde der Linge 2 mit mehr als finf
Elementen kein entsprechender Satz wie fiir M3 gilt, wird
an folgendem Beispiel deutlich: Ist V ein Vektorraum
liber einem PrimkSrper mit der Basis €,s €9, €5, €2 und
ist P:=<eo>, A:=<eo,e2>, B:=<e1,e3>, C:=<eo+e1,e2+e3>
und D:=<e0—63,e1+e2>, so bilden die Untervektorridume

{0}, P, A, B, C, D und V einen relativen Unterverband

M, des Untervektorraumverbandes von V, der durch folgen-

374
des Diagramm dargestellt wird:

(0}
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Folgende 1-dimensionale Untervektorrdume liegen im Er-

zeugnis von 3M4

QB:= (P+C)nB=<e1>

QC:= (P+B)nC=<eo+e1>

| RB:= (P+D)nB=<e3>

RD:= (P+B)nD=<eo—eS>

SC:= (P+D)nC=<eO+e1+e2+e3>

SD:= (P+C)nD=<eo-e1-e2-e3>
Wegen V=P+QB+RB+SC und wegen P+QB=p+QC=QB+QC,
P+RB=P+RD=RB+RD, P+SC=P+SD=SC+SD erzeugt 3M4 nach

Satz IIT1.2.1 und Satz III.2.4 in MAEDA [4] einen komple-
mentidren, einfachen Unterverband der Lidnge 4, der somit
zu einem Untervektorraumverband eines 4-dimensionalen
Vektorraumes V' isomorph ist. Da V als Vektorraum lber
einem Primk&rper vorausgesetzt war, muf 3M4 folglich
den Verband aller Untervektorridume von V efzeugen. Man
hat daher unendlich viele Isomorphieklassen subdirekt

irreduzibler, modularer Verbdnde, die von einem homomor-

phen Bild von 3M4 erzeugt werden.
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