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Freie modulare Verbande FMCpM^) 

von Aleit Mitschke und Rudolf Wille 

In der vorliegenden Note werden modulare Verbande FM(pM^) 

untersucht, die bis auf Isomorphie dadurch definiert sind, 

daft sie in der Klasse aller modularen Verbande von einem 

partiellen Verband ^M^ frei erzeugt werden; die partiellen 

Verbande ^M^ sind dabei folgendermaften definiert: 

1st M^ ein funfelementiger Verband der Lange 2 mit klein-

stem Element 0, Atomen a
2
, a^, a^ sowie grofttem Element 1 

und ist D ein beschrânkter, distributiver Verband mit klein-

stem Element 0 und grofttem Element a
2
, dann ist ^M^ der 

partielle Verband, der D und M^ als Unterverbânde besitzt 

so, daft D u M
3
=

d
M

3
 und D n M

3
= { 0 , a

2
l gilt und daft ^va^ b z w . 

dva
c
 mit deD nur fur deDnM~ existiert. 

1 

Fur aile Begriffe, die in dieser Note nicht erklârt w e r d e n , 

sei auf GRÂTZER [1] verwiesen. 
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Da nicht distributive, modulare Verbânde stets Unterverbân 

de enthalten, die zu M^ isomorph sind, treten in jedem 

nicht distributiven, modularen Verband partielle Verbânde 

pM^ als relative Unterverbânde au£, wobei haufig die Kennt 

nis der von solchen relativen Unterverbânden erzeugten Un-

terverbânde wesentliche Einblicke in die Struktur des Ver-

bandes gibt. Aus dieser Tatsache erhâlt der folgende Satz 

seine Bedeutung fur die Untersuchung nicht distributiver, 

modularer Verbânde. 

Satz: M sei ein modularer Verband und ^M^ ein relati-

ver Unterverband von M . Dann sind folgende Aussagen 

âquivalent: 

(1) M wird erzeugt von ^M^ . 

(2) M ist isomorph zu FM(^M^) . 

(3) M ist isomorph zu der subdirekten Potenz von M^ , 

die aus alien quasi-eigentlichen, stetigen Abbildun-

gen von dem Stoneschen Raum 5(D) in den T
Q
- R a u m M^ 

mit der Subbasis {[ajlaeM^l besteht; dabei heiftt eine 

Abbildung zwischen topologischen Râumen quasi-eigent-

lich, wenn das Urbild jeder quasi-kompakten, offenen 

Menge wieder quasi-kompakt ist (s.HOFFMANN&KEIMEL [2; 

Definition 1.7]). 
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Der Beweis des Satzes wird durch drei Hilfssâtze vorberei-

tet. Mit einer in WILLE C6] entwickelten Methode wird in 

Hilfssatz 1 gezeigt, daft FM(pM^) zu einer subdirekten Po-

tenz von M^ isomorph ist. In Hilfssatz 2 werden Normal-

formen fiir die Elemente von FM(^M^) angegeben, an denen 

sich ablesen lâftt, daft die in SCHMIDT [5; Lemma 17.1] kon-

struierten modularen Verbânde M isomorph zu den FM(^M^) 

sind. Hilfssatz 3 beschreibt dann die Isomorphie der Kon-

gruenzrelationenverbande von D imd FM( m.,) di e auch 

schon in SCHMIDT [5] gezeigt ist. 

von einem 

ist M 

Beweis: Die Behauptung soli zunachst unter der Vorausset-

zung bewiesen werden, daft D ein endlicher, dist ributiver 

Verband ist. In diesem Fall kann folgendes Lemma aus WILLE 

[6] angewandt werden. 

M^-Lemma: S sei ein subdirekt irreduzibler, modularer Ver-

band, der von der endlichen Menge E
q
uE 2 uE^uE,- uE j erzeugt 

wird (E^ ,E
5
40) J sei ferner e^ : =sup U (E I i tei.lt j ) und 

e^ : =inf U ( E ^ | j teilt i) fiir ie{2,3,5}. 1st dann gilt: 

( e
2
A ^

3
) v ( ë

2
A ë

5
) v ( e

3
* e

5
) > (e

2
 v e

3
) A (e

2
 v e

5
) A (e

3
v e

5
) 
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Hilfssatz 1 : M sei e m modularer Verband, der 

relativen Unterverband ^M^ erzeugt wird. Dann 

isomorph zu einer subdirekten Potenz von M_ . 



Da M isomorph ist zu einem subdirekten Produkt subdirekt 

irreduzibler V e r b a n d e , die von einem homomorphen Bild von 

d
M

3
 erzeugt w e r d e n , ist zu zeigen, daft ein subdirekt irre-

d u z i b l e r , modularer Verband S, der von einem homomorphen 

Bild ^(pM^) erzeugt wird und nicht zu M^ isomorph i s t , 

einelementig sein muft. |S|=1 erhâlt man offenbar, wenn 

man fiir aile c,deD, fur die c oberer Nachbar von d i s t , 

^c = i|;d n a c h w e i s t , da dann t/ja2 und damit folgt. 

1st c oberer Nachbar von d in D , dann existiert ein 

v-irreduzibles Element c in D mit c=cvd ; ferner gibt 

es wegen der Distributivitât ein grôfttes Element d in D , 

das nicht grofter oder gleich c ist. Fur E :-i|;(d], 

E 2 : = ^ C c ) , E
3
: = { ^ a

3
) , -E^ : - {ipa^.} und E^=0 liefert nun das 

M^-Lemma die Ungleichung 

(ifjâ A (]pdvijja^) ) v (ipdvipa^) ) v ( (ipdvipa^) A(^dv^a^)) > 

(\jjcvipa^) A (^cv^a^) A (^a^ v^a^) = 

Da wegen der Modularitât von S die linke Seite der Un-

gleichung gleich 

O d v (ipa^Ajpa^) ) v (ipd 

v (ipa^Aipa^) ) v ( (ipdv^a.,) A (\fjdv\pa r) ) 

= ipd v ( ( ipd vip a ~ ) A ( ipd vip a r ) ) — (i^dv^a^) A (ipdvipar) i s t , folgt 

ipd=\pa2A (ipa^v^d) a (\pa,.vipd) >ip (ipçvijja?,) * (i^cv^a^) =ipc . 

Wegen cAd=cAd erhâlt man ifjc<ipd, also • (çvd) =ij;d , 

womit die Behauptung des Hilfssatzes fiir endliches D be -

wiesen ist. 386 



Fur einen beliebigen beschrânkten, distributiven Verband D 

wird zunâchst gezeigt, daft jede in M^ geltende Gleichung y 

auch in M gilt. Sei E eine endliche Teilmenge von M , die 

als Bild einer Belegung der Variablenmenge von y auf-

tritt. Da jedes Element von E in dem Erzeugnis einer end-

lichen Teilmenge von D und M^ liegt, gibt es einen endlich 

erzeugten Unterverband D von D mit 0,a2£D, so daft E im Er-

zeugnis von pM^ enthalten ist. Nun ist bekanntlich ein 

endlich erzeugter, distributiver Verband endlich (vgl. 

GRATZER [1; Theorem 8.1]). Daher ist nach dem Vorangehenden 

der von ^M^ erzeugte Unterverband von M zu einer subdirek-

ten Potenz von M^ isomorph, woraus folgt, daft y bei der be-

trachteten Variablenbelegung gilt. M liegt somit in der 

kleinsten gleichungsdefinierten Klasse, die M^ enthâlt. 

Nach JÔNSSON [3; Corollary 3.4] ist in dieser Klasse jeder 

subdirekt irreduzible Verband mit mehr als zwei Elementen 

isomorph zu M^. Folglich ist, da es keinen Homomorphismus 

von j^M^ auf einen zweielementigen Verband gibt, M isomorph 

zu einer subdirekten Potenz von M^. 

Hilfssatz 2 : M sei ein modularer Verband, der von einem 

relativen Unterverband ^M^ erzeugt wird. Dann besitzt jedes 

Element a in M eine eindeutige Darstellung 

a = x v[(y v a
7
)A (Z v a

c
) ] m i t x ,y ,z eD u n d x Ay =x AZ =y AZ ; 

a
 v 7

 a 3
7

 ci 5
7

 a '
7

 a ' a a
 7

 a a a
 7

 a a* 

speziell gilt D=[0,a2]. 
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Beweis: Zunâchst soil gezeigt w e r d e n , daft 

N:={xv((yva^)a(zva^))|x,y,zcD und xAy=xAz=yAz} 

ein Unterverband von M ist. Dazu wird die Giiltigkeit fol-

gender Gleichungen fur x , y , z , x
f

, y ' , z'eD mit X A y = x A z = y A Z 

und x'Ay'=x'az'=y'az' bewiesen: 

(A) (xv[(yva
3
)A(zva

5
)])A(x'v[(y *va^)A(z'va

5
)]) = 

( X A X ' ) v [ ( ( y A y ' ) v a j A ( ( Z A Z ') v a
 c
 ) 3 

(v) (xv[ ( y v a
3
) A ( z v a

5
) ] ) v ( x ' v [ ( y ' v a

3
) A ( z ' v a

5
) ]) = 

XVX ' V ( (y vy ' ) A ( Z V Z ' ) ) V [ (y vy ' V ( (xvx ' j A f z v z ' j j v a ^ A 

A ( Z V Z ' v ( ( x v x , ) A ( y v y ' ) ) v a
i :
) 3 
5 

Nach Hilfssatz 1 ist M zu einer subdirekten Potenz von M^ 

isomorph, so daft die Gleichungen (A) und (v) genau dann in 

M gelten, wenn sie bei jeder Belegung von x ,y , z,x',y' , z
f 

mit 0 oder a
2
 in M^ gelten. 

Fiir den GiiItigkei tsbeweis in M^ kann man o.B.d.A. x
 1

 <x 

annehmen, da (A) und (v) in x und x' symmetrisch sind. 

Wegen der Bedingung xAy=xAz=yAz miissen, falls nicht 

x
= y =

z = a
^ gilt, zwei der Variablen x,y,z mit 0 belegt wer-

den (dasselbe gilt fiir x
 1

 ,y',z ' ) . 

Damit erhâlt man folgende Fallunterscheidung: 

Fall 1 : x=y=z=0 

Fall 2: x = y = 0 , z=a^ 

Fall 3: y = z = 0 , x = a
2 

Fall 4: x = y = z = a
2 
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Fall 2 impliziert aus Symmetriegriinden den Fall x=z=0,y=a 

Fall 1 : 

( A ) O A ( O v [ ( y < v a 3 ) A ( z ' v a
5
) ] ) = 0 

(v) O v ( O v [ ( y ' v a 3 ) A ( z
,

v a
5
) ] ) 

= (y'v(x'AZ') v a
3
) A ( z ' v ( x ' A y ' ) v a ^ ) (x'Ay'=x'AZ'=y'AZ ' ) 

= ( y ' A z , ) v [ ( y ' v ( x f A z ' ) v a 3 ) A ( z f v ( x , A Y f ) v a 5 ) ] 

Fall 2: 

( A ) [ A ^ A ( A 2 V A 5 ) ] A [ ( Y ' V A ^ ) A ( Z ' V A 5 ) ] ( x
f

< x = 0 ) 

= a ^ A [ ( y ' v a ^ ) A ( z ' v a
5
) ] 

= a ^ a ( z
1 v

a
5
) 

= a 3 a ( ( a 2 a z ' ) v a 5 ) ( z ' < a 2 ) 

( v ) [ a 3 A ( a 2 v a 5 ) ] v [ ( y ' va^ ) a ( z ' va,-) ] 

= ( y ' v a
3
) A ( a

3
v z

,

v a
5
) 

= ( y ' v a 3 ) 

= ( y
f

A ( a
2
v z

,

) ) v [ ( y ' v a
3
) A ( a

2
v z

,

v a
5
) ] (y' ,z'<a

2
) 

Fall 3: 
( A ) A 2 A ( x T V [ ( Y ' V A 3 ) A ( z ' V A 5 ) ] ) 

= x ' v ( a
2
A ( y ' v a

3
) A ( z ' v a ^ ) ) ( x ' < a

2
) 

= X ' V ( Y • A Z ' ) ( Y ' , Z ' < A 2 ) 

= X ' ( X ' A Y ' = Y • A Z ' ) 

= a

2
 A X

' 

(v ) a 2 v ( x f v [ ( y ' v a 3 ) a ( z ' v a ^ ) ]) 

= a
2
v [ ( y ' v z

f

v a 3 ) A ( z
!

v y ' v a
5
) ] ( x

,

< a
2
j y

f

, z
f

e { 0 , a
2
} ) 

= a
2
v ( y

,

A z
,

) v [ ( y ' v z ' v a
3
) A ( t ' v y

,

v a
5
) ] 
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Fall 4: 

(A) 1 A ( X ' v [ ( y ' v a
3
)A ( Z ' v a

5
) ]) 

= (a
2
 AX' ) v[((a

2
 AY

 1

 ) va
3
) A((a

2
 AZ ' ) v a

5
) ] (x ' ,y ' , z ' < a

2
) 

(v) 1 v(x'v[(y
 f

 v a
3
) A(Z ' va^) ] ) 

= 1 

= a 2 V [ ( a
2
v a

3
)A (a

2
 va,-) 

Da DçN wegen d=d v [ (0 VA3) A (0 va^) ] fiir dtD und a ^ a ^ e N wegen 

a
3
= 0 v [ ( 0 v a

3
) A ( a

2
v a ^ ) ] sowie a

5
 = 0 v [ ( a

2
v a ^ ) a ( 0 v a ^ ) ] g i l t , 

ist die Erzeugendenmenge ^ M
3
 in N enthalten, woraus N=M 

folgt. Jedes Element a in M hat somit die Darstellung 

a = x
&
v [ ( y ^ v a

3
) a ( z ^ va^) ]. Die Eindeutigkeit dieser Darstel-

lung ergibt sich aus 

x - a A a
0 a 2 

(*) y
a
= ( [ a A a

5
] v a

3
) A a

2 

z
a
= ( [ a A a ^ ] v a ^ ) A a ^ . 

Die Gleichungen von (*) werden folgendermaften bewiesen: 

x

a
= x

a
v ( y

a
A Z

a
) ( x

a
A y

a
= y

a
A Z

a ^ 

= x
a
v ( a 2 A ( y

a
v a 3 ) A ( z

a
v a

5
) ) ( y

a
'

z

a
£ a

2 ^ 

= ( x
a
v [ ( y

a
v a

3
) A ( z

a
v a

5
) ] ) A a

2 

= a A a 2 

> ^ a
= ( y

a
v a

3
) A a

2 ( > V
a

2
} 

= ( [ ( y
a

v

a
3
) A a

5
] v a

3
) A a

2 

= (C(x
a
v[ ( y

a
v a

3
) A(Z

a
va

5
)]) A (Ov[(a

2
va

3
) A(0va

5
}]) ] v a

3
) AA2 ( 

= ( [ a A a ^ ] v a
3
) A a ^ 
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( [ a A a ^ ]
v a

5 )
A a

2
 a n a

l o g 

(*) liefert auch unmittelbar D = [ 0 , a
2
] in M . 

Hilfssatz 3: M sei ein modularer Verband, der von einem 

relativen Unterverband ^M^ erzeugt w i r d . 1st 0 eine Kon-

gruenzrelation von D , dann ist 

2 
0:={(a,b)eM | ( x

&
, x

b
) , , y

b
) , ( z

&
, z

f e
) £ 0 } eine Kongruenz-

2 

relation von M mit 0=0nD ; darùberhinaus wird durch 

01 >0 ein Isomorphismus zwischen den Kongruenzrelationen-

verbânden von D und M erklârt. 

Beweis : Aus x =x AX und x =x vx, v[fy vy,) A(Z vz, ) ] 
aAc a c ave a b

 w

 a
 7

b
J K

 a b
J 

sowie den entsprechenden Gleichungen fur die anderen Kompo-

nenten (siehe (A) und (v)) folgt, daft 0 eine Kongruenzre-

2 , 
lation von M ist. 0=0nD ist wegen D={aeM|y =z =0} klar. 

a a 

Fur eine Kongruenzrelation $ von M erhâlt man aus (*) 

2 
$> = $nD . Demnach hat jede Kongruenzrelation 0 von D genau 

eine Erweiterung auf M , weshalb 0» >0 ein Isomorphismus 

zwischen den Kongruenzrelationenverbânden von D und M sein 

muft. 

Beweis des Satzes: Die Âquivalenz von (1) und (2) folgt 

unmittelbar aus Hilfssatz 2 mit den Gleichungen (A) und (v) 

Fur den Nachweis der Âquivalenz von (2) und (3) wird ge-

zeigt, daft F M (
D
M

3
) isomorph ist zu der subdirekten Potenz 
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von M g , die aus alien quasi-eigentlichen, stetigen Ab-

bildungen von -S(D) in M^ besteht. 1st \fj ein Homomorphis-

mus von FM(pM^) au£ M^ mit = (ie{2 ,3 , 5 }) , so ist 

P: = (ip 0) nD wegen ^^{O^^ ein Primideal von D , das nach 

Hilfssatz 3 \jj eindeutig bestimmt; fur ^ soil deshalb 

auch ipp geschrieben werden. Nach Hilfssatz 1 ist dann 

FM(pM^) isomorph zu der Potenz von M ^ , die aus alien Ab-

bi ldungen â : S ( D ) — ( a e F M ( ^ M ^ ) ) mit â (P) = ̂
p
a (PeS (D) ) be-

steht. Somit ist noch zu zeigen, daft die â genau die 

quasi-eigentlichen, stetigen Abbildungen von S(D) in M^ 

sind. 

Daft fur jedes a e F M ^ M ^ ) die Abbildung â quasi-eigentlich 

und stetig ist, folgt mit Lemma 11.4 in GRÂTZER [1] aus 

{P|â(P)>a
2
}={P|x

a
<tP} 

{ P | â ( P ) > a , } - { P | z è P } 
r o d. ( * * J 

{ P | â ( P ) > a
5
) = { P | y

a
t P } 

{P|â(P)=1 > = i P | x
a
, y

a
, z

a
^ P } , 

was mit Hilfssatz 2 und (*) folgendermaften nachgewiesen 

wird: 

â (P) >a^ ^pa>a2 

a
2
 = ̂ paAa

2
=4'paA^pa.2 = i|;p ( a A a

2
) = ^ x

& 

x iP 
a^ 
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â(P) > a
3
 i|;

p
a>a

3 

a
2
= ( [ip

p
aAa

3
 ]va^) A a

2
 = ̂ p ( ( C a A a

3
] v a

5
) A a

2
) = ^ p Z

a 

a 

â(P)>ap<=»y analog 
j a 

Sei umgekehrt a eine quasi-eigentliche, stetige Abbil-

-1 -1 
dung von 5(D) in M^ . Dann sind a ta

2
) ^a^) 

_ -j 

a ta^) quasi-kompakte, offene Teilmengen von S(D) . 

Nach Lemma 11.4 in GRÂTZER [1] existieren somit x,y,zeD 

mit c T
1

[ a
2
) = {P|x*j:P}, of

1

 [a
3
) ={P | z£P} und a"

1

 [a
$
) = { P | yiP}. 

Angenommen XAy^xAz . Dann gibt es nach Lemma 11.2 in 

GRÂTZER [1] ein Primideal P von D mit X A Y £ P aber X A Z G P , 

d.h. x,y£P aber zeP. Aus x,y£P folgt 
- 1 - 1 - 1 - 1 

Pea [a
2
)na [a^)=a {1}ça Ca^) , was jedoch zeP wider-

spricht. Somit war die Annahme falsch, und es gilt 

XAy<xAz. Analog zeigt man xAz<yAz und yAz<XAy, womit 

xAy=xAz=yAz nachgewiesen ist. Setzt man nun 

a:= xv[(yva^)a(zva
5
)], so erhâlt man nach Hilfssatz 2 

x=x , y=y und z=z , was wegen (**) a=â zur Folge hat. 
a a a 

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. 

Es soil noch angemerkt werden, daft nach dem Satz und Hilfs-

satz 3 wie zwischen den Kategorien der beschrânkten, distri-

butiven Verbânde und ihren Stoneschen Râumen (vgl. HOFFMANN 
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& KEIMEL [2; Theorem 5.23]) eine Dualitat zwischen der 

Kategorie der freien modularen Verbânde FMC^M^) mit den 

Homomorphismen, die M^ identisch auf sich abbilden, und 

der Kategorie der Stoneschen Raume 5(D) mit den quasi-

eigentlichen, stetigen Abbildungen besteht; ferner sind 

die Kategorien der beschrânkten, distributiven Verbânde 

und der freien modularen Verbânde FM(qM^) âquivalent, 

ja sogar isomorph. 

Beispiel : Daft fiir Verbânde der Lânge 2 mit mehr als funf 

Elementen kein entsprechender Satz wie fiir M^ gilt, wird 

an folgendem Beispiel deutlich: 1st V ein Vektorraum 

uber einem Primkôrper mit der Basis e , e^, e
2
, e^

 u n <

^ 

ist P : = < e
Q
> , A : = < e

Q
, e

2
> , B : = < e ^ , e

3
> , C : = < e

Q
+ e ^ , e

2
+ e

3
> 

und D : = < e
o
- e

3
+ e

2
> , so bilden die Untervektorrâume 

{0}, P , A , B, C, D und V einen relativen Unterverband 

^M^ des Untervektorraumverbandes von V , der durch folgen-

des Diagramm dargestellt wird: 

V 
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Folgende 1-dimensionale Untervektorrâume liegen im Er-

zeugnis von ^M^
 : 

Qc 

D 

D 

(P+C)nB=<e
1
> 

(P+B)nC=<e + e,> v y

 o I 

(P+D)nB=<e
3
> 

(P+B)nD= <e -e,> v J

 o 3 

( P + D ) n C = < e
o
+ e

1

+ e

2

+ e

3 

(P+C)nD=<e -e-,-e
0
-e

7
: 

^
 y

 0 1 2 3 

Wegen V = P + Q
B
+ R

B
+ S

C
 und wegen

 P +

Q
B

= P +

Q
C
=Q

B

+

Q
C
> 

P + R
b
= P + R

d
= R

b
+ R

d
, P + S

c
= P + S

d
= S

c
+ S

d
 erzeugt

 3
M

4
 nach 

Satz III.2.1 und Satz III.2.4 in MAEDA [4] einen komple-

mentâren, einfachen Unterverband der Lange 4, der somit 

zu einem Untervektorraumverband eines 4-dimensionalen 

Vektorraumes V' isomorph ist. Da V als Vektorraum uber 

einem Primkôrper vorausgesetzt w a r , muft ^M^ folglich 

den Verband aller Untervektorrâume von V erzeugen. Man 

hat daher unendlich viele Isomorphieklassen subdirekt 

irreduzibler, modularer Verbânde, die von einem homomor-

phen Bild von ^M^ erzeugt werden. 
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