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avec qui nous avons souvent discut~ les questions abord~s ici. 

R.G°Ao 

Paris, mai 1969 

Berkeley, septembre 1969 



TABLE DES [&%TIERES 

0 - INTRODUCTION ..,.. ....... . .................. ,.,,.°.. Ol 

I - CONSTRUCTION DE L'ESPACE DE POISSON. 

I°l, 

1,2. 

I°3, 

1.4. 

1.5. 

Pr~liminaires ............................... 1 

Representation int~grale des fonctions 

- harmoniques ....................... , ...... 4 

Mesures contractiles ........................ 10 

Mesures contractiles et ~ - invariantes .... . 15 

Hypotheses de r~gularit~ sur la mesure ~ .... 21 

II - CARACTERISATION DE L'ESPACE DE POISSON (CAS DES ES- 

PACES HOMOGENES). 

If.l, 

II,2. 

II.3° 

II°4. 

II,5. 

Introduction ................................ 28 

Mesures ~ - invariantes et quasi-invariantes. 29 

Caract~risation de l'espace de Poisson ...... 36 

Propri~t~ de point fixe ..................... 41 

Fronti~res maximales ........................ 44 

III- CAS DES GROUPES SE~-SI~LES, 

III.l. Quelques propri~t~s classiques des groupes 

semi-simples ................................ 55 

III.2o Fronti~res et espaces de Poisson d'un groupe 

semi-simple ................................. 57 



V 

III.3. 

III.4. 

III.5. 

Mesures contractiles sur les espaces homo- 

g~nes . .............. o....o... ........ o.ooo.° 60 

Determination de l'espace de Poisson d'une 

mestLre donn~e ............................... 62 

Construction de mesures ayant un espace de 

Poisson donn~ ............................... 66 

IV - PEP/ODES DES FONCTIONS ~ - HARMONIQUES. 

IV.I. 

IV.2. 

IV.3. 

IV.4. 

IV.5. 

Restriction ~ un sous-groupe ......... . ...... 71 

P~riodes des fonctions ~ - harmoniques ...... 74 

Passage au quotient .................. , ...... 85 

Applications aux groupes de type (T) ........ 92 

Applications aux groupes ayant la propri~t4 

de point fixe ............................... 94 

V - GROUPES DE TYPE (T). 

V.l, 

V.2. 

V,3, 

V°4° 

V.5. 

V.6. 

Introduction ................................ i00 

Espaces de Poisson des groupes de Lie 

connexes ...... ...... . ........ ............... i01 

Radical d'un groupe de type (T) ....... . ..... 106 

Caract4risation des groupes de type (T) ayant 

la propri~t4 de point fixe .................. 113 

Contre-exemples ............................. 121 

Application aux op4rateurs differentiels du se- 

cond ordre invariants ~ gauche ............... 132 

BISLIOGRAPHIE ...................................... 139 



0 INTRODUCTION 

Soient Gun groupe localement compact ~ base d4nombrable, 

une mesure de probabilit4 sur G (mesure positive de masse 1 

sur la tribu borLlienne de G). Nous consid4rons l'~quation 

fonc ti onne 1 le 

(1) f(g) = I G f(gh) dB(h) (g e G) 

o~ f est une fonction bor~lienne sur G ~ valeurs r~elles. 

Nous appelons fonctions B - harmoniques les solutions bor41i- 

ennes born~es de (1). Celles-ci ont ~t~ ~tudi~es de facon 

approfondie par Furstenberg [8] dana le cas o~ G est un groupe 

de Lie semi-simple connexe de centre fini et o~ ~ << m G , 

(m G est la mesure de Haar sur G). 

En g~n6ralisant une construction probabiliste dQe 

Furstenberg, on obtient une representation int4grale des fonc- 

tions ~ - harmoniques, contenant come cas particulier la for- 

~ale de Poisson classique(qui repr6sente les fonctions harmoni- 

ques born~es usuelles dans le disque unit~, ~ partir de leurs 

valeurs sur le bord du disque). Soit H l'espace de Banach 

des fonctions ~ - harmoniques uniform~ment continues ~ gauche 

sur G (muni de la norme de la convergence uniforme). Pour tout 

n~0 , on note n le produit de convolution de n me- entier 

sures ~gales ~ ~. On prouve que si f , ~' 6H~ , la limite 

lim S G f(gh)  n(ro 
n .-.P ~ 
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existe pour tout g e G et d~finit une fonction de H~ , 

notre f x f~ . L'espace H~ muni de ce produit est une C*- 

alg~bre° Le spectre ~ de cette C*-alg~bre est appel~ l'es- 

~ace de Poisson de p ~ c'est un espace compact sur lequel G 

op~re contin0ment. Si l~une au m~ins des puissances de convo- 

lution de V n'est pas singuli~re par rapport ~ m G , nous 

disons que ~ est ~tal~e sur G; lorsque ~ est ~tal~e, il existe 

une mesure de probabilit~ v sur H~ (noyau de Poisson de ~) 

et une mesure quasi-invariante ~ sur Hp telles que l'ap- 

plication j: f ÷ f = j(f) d~finie par 

f(g) = j(f)(g) ~ IHpf(gx) d~(x) , (g e G, f • L~(~ , £)) 

soit une isom~trie de L (H~ , £) sur l'espace de Banach de 

routes les fonctions ~ - harmoniques; par restriction, j d~- 

finit une isom~trie de C(~p) (espace des fonctions continues 

sur Hp) sur H~ . L'espace ~ et le noyau u sont d~ter- 

min~s ~ isomorphisme pros par cette derni~re proprietY° 

Lorsque G est un groupe de Lie semi-simple connexe de 

centre fini, Furstenberg construit une famille finie ~ d'espaces 

homog~nes de G telle que, pour tout p << m G , l'espace ~ 

soit necessalrement iso~rphe ~ un ~l~ment de ~ . NOuS pr~- 

cisons comPl~tement la relation entre ~p et ~ dans ce cas. 

Dans le cas g~n~ral, nous d~montrons que si ~1 et ~2 sont 

deux mesures ~tal~es sur G telles que ~i et ~2 soient 

des espaces homog~nes de G, et telles que les semi-groupes 
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ferm6s engendr6s par les supports de ~I et ~2 soient ~gaux, 

alors g~l et ~2 sont isomorphes. 

NouS disons qu'un groupe G est de type (T) si G est tran- 

sitif sur ~ pour toute mesure de probabilit4 ~ 6tal~e sur G. 

La famille des groupes de type (T) contient donc celle des 

groupes de Lie connexes semi-simples de centre fini, et on mon- 

ire qu'elle est stable par passage au quotient. L'~tude de la 

marche al~atoire de loi ~ sur G permet de caract~riser certains 

sous-groupes du groupe des ~ - p~riodes (p~riodes ~ droite des 

fonctions ~ - harmoniques). Les classes de conjugaison com- 

pactes assez proches de l'unit~, en particulier les petits sous- 

groupes compacts de G, et la composaunte connexe de l'unit~ clans 

le centre de G sont contenus dans le groupe des ~ - p~riodes. 

On peut ainsi tam'net l'6tude des groupes localement compacts 

de type (T) ~ celle des groupes de Lie de type (T). Si G est 

un groupe de Lie de type (T) et si G O est la composante con- 

nexe de l'unit~ dans G, n~cessairement G/G o est fini et G O 

est de type (T)o 

Soit R un groupe de Lie connexe r~soluble et soit R 

l'alg~bre de Lie de R ; alors Rest de type (T) si et seulement 

si, quel que soit X e ~ , les valeurs propres de ad(X) sont 

imaginaires pures. Soient maintenant Gun groupe de Lie con- 

nexe, et R le radical de G (le plus grand sous-groupe connexe 

r~soluble distingu~ de G). Si G est d.e type (T), n~cessairement 
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Rest de type (T), ainsi que G/R (qui est semi-simple et con- 

nexe). De plus, les espaces de Poisson des mesures 4tal4es sur 

G sont isomorphesaux espaces de Poisson de G/R. Inversement, 

si Rest de type (T) et si G/R est compact, le groupe G est de 

type (T). Ce r4sultat subsiste si on salt que Rest compact 

et que G/R est de type (T). En particulier, si G est extension 

compacte d'un groupe nilpotent, G est de type (T). 

Soient Gun groupe de Lie de type (T) et ~ un op4rateur 

diff~rentiel elliptique, du second ordre, invariant ~ gauche 

sur G, et annulant les constantes. Soit (~t)t > 0 le semi- 

groupe de convolution sur G, de g~n4rateur infinit4simal A . 

Nous montrons que l'ensemble des fonctions B1 - harmoniques 

est identique ~ l'ensemble des solutions born~es f de classe 2 

de ~f = 0 . 

Les relations entre fronti~re de Martin et espace de 

Poisson ne sont pas ~tudi6es ici, mais nous aborderons cette 

question dans un prochain article. Signalons en particulier 

que si G est de type (T), et si ~ est une mesure de probabilit~ 

sur G absolument continue par rapport ~ la mesure de Haar, 

l'espace de Poisson de ~ est isomorphe ~ la pattie active de 

la fronti~re de Martin associ6e ~ la marche al~atoire de loi 

sur G. 

La plupart de nos r6sultats ont ~t6 r6sum4s dans [2]. 


