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CHAPITRE ZERO

1. DECLARATION D'INTENTIONS

Ce cours présente les principaux résultats probabilistes sur les
grandes déviations des sommes de variables aléatoires indépendantes (&
valeurs dans un espace vectoriel topologique) et les points essentiels
de la théorie des petites perturbations (al&atoires) des systémes

dynamiques.

Nous nous sommes efforcés d'unifier la présentation de ces deux
courants d'idées, et de prouver les résultats de base sur les petites
perturbations, i partir des th@or®mes de grandes déviations sur les
gaussiennes. Ce point de vue s'est révélé fécond, et nous a permis d'ob-
tenir de sérieuses améliorations techniques comme 1'extension des théo-
rémes de petites perturbations au cadre des opérateurs différentiels

hypoelliptiques (du second ordre) sur des variét@s non compactes.

Nous avons ébauché aussi les liens de la théorie des petites pertur-
bations avec celle du comportement des diffusions en temps petit, liens
qui méritent d'8tre exploités plus profondément 3 notre avis, particu-

liérement en conjonction avec le point de vue adopté ici (voir la conclu~

sion de ce cours).

Nous avons enfin esquissé les applications au contrdle des &quilibres
perturbés.

L'espace restreint du cours d'été a forcé l'omission de plusieurs
thémes intéressants ; nous renvoyons au paragraphe 3 pour un bilan de ces

manques.



2. INFLUENCES, CONNIVENCES ET MONDANITES

Commengons par remercier A. Badrikian et P.L. Hennequin pour la
chaleur de leur accueil, qui a failli compenser le cB8té plutdt monastique
de Saint-Flour-by-night. Nous gardons aussi un tré&s bon souvenir des

&changes avec 1'ensemble des participants 3 1'école d'été.

Sur le plan mathématique, quelques conversations avec A. Badrikian
nous ont aidé 3 clarifier de désagr@ables questions de mesurabilité con-
cernant le chapitre I. Les s@ances du séminaire de statistiques d'Orsay
(1977-78) [éi] ont &t& pour nous un utile stimulant pendant la prépara-
tion de ce cours. Le séminaire de probabilité de Paris VII (1978-79) [46]
a joué le méme rSle pendant la rédaction de ce travail. Enfin, tout au
long de notre réflexion sur ces thémes, nous avons souvent bénéficié a

retardement de 1'impact d'une collaboration antérieure avec G. Ruget [33

sur des thémes voisins.

Remercions enfin Madame Courageot et Madame Fontaine qui ont assuré
avec beaucoup d'efficacité la dactylographie de ce travail, permettant

ainsi de rattraper un retard considérable di au rédacteur.

3. SURVOL DU TEXTE

Soit (Xn) une suite de v.a. (2 valeurs dans un espace vectoriel topo-
logique E) indépendantes et de méme loi U. Posons m = IE x du (%) et
ig = .%f’ (X] + ..+ Xn)' Les théorémes "3 la Cramer—-Chernoff" &tudient
le comportement asymptotique de —%— log P (i; € A) pour n *+ + ® , avec
A C E. Comme "en gé&néral” iﬁ + m presque slirement, les &événements
{X; € A} ont des probabilités tendant vers O lorsque n > + ® dé&s que m &4,
et sont consid@rés alors comme réalisant de "grandes déviations” de ﬁg par
rapport i m. Dans ce contexte terminologique, les "petites déviations"
correspondraient 3 des &vénements du type {ig € An} avec An =m + . B,

n
B < E , événements dont les probabilités tendent "en général” vers des



limites non nulles décrites par le théor@me limite central.

Chapitre 1 : Théoréme & la Cramer-Chernoff

Nous &tendons les ré&sultats de Cramer [:14:] Chernoff [10] (qui traitent
E= R, A= demi~droite) en dimension infinie : nous présentons ainsi les
importants résultats de Donsker-Varadhan [15] sur le cas des Banach, en

nous inspirant d'une formalisation ultérieure de Bahadur-Zabell [7].

Introduisons la transformée de Laplace 7:E > [0, + mj définie sur
le dual E' de E par

<t,x>
e

(1 U ={ du (x) t '

E

Définissons la transformée de Cramer A : E ~> [0, + 0?—_] de la loi u

par

”~
(2) A (x) = sup [<t,x>—10gu(t)] , x € F
t €E’

et la fonctionnelle de Cramer A : {parties de E} — [0, + w:] par

(3) A(a) = inf A (x) ACE
X €A

Le résultat de base [§ ﬂ fournit 1'encadrement, di & Donsker-

Varadhan [15]

(4) - A (108) < lim-l- log P (X_ € A) £ Tim 1 log P X eags-A @
s Y n n n
nre e

pour tout bor&lien A de E. La minoration est pratiquement vraie ; la majo-

ration utilise, dans le cas ol E est un espace de Banach, l'hypothése

{ f eSHXH duy (x) fini pour tout s € {R} . Nous en déduisons (§ 8) le
théoréme de Sanov [43] , lequel affirme "pratiquement” que, si Zn est la

loi empirique d'un n~&chantillon de v.a. de méme loi 7 , indépendantes, a

" "

valeurs dans un espace topologique polonais I', "on a

lim —— log P (z €4) = - inf I_ (V)
e D o vV E A



pour tcut ensemble bor@lien A de probabilités sur T, of

dﬁ (x) d7 (x) est 1'information de Kullback

de v par rapport a m.
Le § 9 décrit d'un point de vue botanique l'allure des transformées
de Cramer A en dimension finie et précise les liens de la correspondance

{1og 9%+ A} avec la dualité de Legendre et la dualité des fonctions

convexes.

Chapitre II : Application aux mesures gaussiennes et processus gaussiens

Nous calculons les transformées de Cramer des lois gaussiennes en
dimension infinie ; nous traitons en particulier le cas olt U est 1la loi

de la trajectoire d'un processus gaussien 3 trajectoires continues. Le

résultat (4) fournit 1'encadrement

L4 e,
(5 -A(A)sygezlogP(exeA)slim e2log P (e X en) € - A @
>0 >0

-~

oli X est une v.a. gaussienne centrée 3 valeurs dans un Banach E, A un
borélien de E, A la fonctionnelle de Cramer de la loi u de X. De (5) on
déduit (Donsker-Varadhan [15]) le calcul des limites (quand r + + «) de

—15 logu {x€E | ||x|| 2 xr} pour une loi gaussienne u, et de

12 log P { su IXsla r} pour un processus gaussien continu X_.
r s€ %O,IJ

Enfin nous calculons la transformée de Cramer de la loi des trajec~
toires du brownien sur 1l'intervalle de temps B), G . La transformée de
Cramer A est définie sur l'espace E des fonctions continues sur [0, 1]

nulles en 0, et vaut
(8) A (£) = —%—- fé f'(t)2 dt si f est absolument continue

A(f) =+ dans le cas contraire.



Chapitre III : Petites perturbations de systémes dynamiques

Nous considérons {Ventsel [52] Freidlin [?3]) le syst&me dynamique

y; =b (yt) ol b est un champ de vecteurs sur R" et le systéme perturbé
d yi € €
[URETRPh + >
T3 b (yt) £ 0 (yt) Xt € 0

ol (Xt) est un processus gaussien continu de loi trajectorielle U sur

C0 1= {espace des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans [Rn}.
s

. . 2 N
Nous évaluons lim € log P (y€ € A), oi AcC
€>0
de la transformée de Cramer de U par une application déterministe.

0.1 > 8 prenant "1'image"
E]

Nous abordons ensuite le cas plus important, et plus délicat, du

modéle de perturbations

e d v,

3 €
= + >
b (y) +e o (y) dB, €>0
défini sur l'ouvert U de mﬁ’, oli B est un brownien k-dimensionnel, o (x)
est un champ C1 de matrices (n, k), et les b€ (x), € > 0 sont des champs

de vecteurs tels que lim be = b uniformément sur tout compact.
€0

Dans un travail fondamental [53] , Ventsel et Freidlin considéraient
un modéle analogue sur une variété compacte M, en s’intéressant & la dif-
fusion (yi) de générateur infinitésimal b + 62 A , ol b est un champ de
vecteurs et A un opérateur différentiel elliptique (striet) d'ordre 2.
L'introduction de be au lieu de b dans (7) n'est pas gratuite : elle permet

une &criture locale invariante par changements de coordonnées.

Notre méthode est différente de celle de Ventsel et Freidlin : 1la
solution yE de (7) peut s'écrire ¥ = F (eg) ol F est une fonctionnelle

qui en général est seulement mesurable. Pour x fix& nous introduisons

o

1'application G d&finie sur une partie dense CO !
b4

de C par (détails
0,1

omis ...)

8 Gf=g < =5 (g) + eo (g) £} p.p. t e [0, 1]

g, =X



Nous montrons que G est une bonne approximation de F au sens

suivant :

(9) La probabilité& conditionnelle
P [F (eB) "proche" de Gf | eB  "proche" de f ]
tend vers 1 3 vitesse exponentielle exp (- ~£%r0 quand € * O,

ol C peut &tre pris arbitrairement grand.

On introduit alors la transformée de Cramer de (7) par

N
(10) A(g) = inf X (D)
Gf=g

v
oii A est la transformée de Cramer (cf. (6)) du mouvement brownien k-dimen-
sionnel. Comme nous traitons le cas général oll les trajectoires de yE
peuvent atteindre 1'infini & de U en temps fini, nous considérons le temps
d'explosion T (g) d'un chemin g (i.e. le temps d'atteinte de 1'infini) et
1’espace topologique éx (U) des trajectoires "explosives" issues de x ,

& valeurs dans U u § , continues sur E), ﬂ qui restent en § sur

[t (g), 1]. La transformée de Cramer ) définie par (10) peut alors s'écrire

1
(11) A (g) = IOM(g) op ey -b ()] 4t
t
ofi Q; : ®Y = TX uy -— EL + éﬂ est la "forme quadratique duale” de

Qx =g (x) 0¥ (x), définie par

1 1 . 2
(12) - Q (v) = sup [ t,v>- 5 Qx(ti] = inf  |]w]|
te&{l o(x)w=v
Nous prouvons alors (théoréme 2.13) que pour A C %ix (U), les limites
inf. et sup. de €2 log Px (ye € A) quand € = 0, sont dans 1l'intervalle
[ - A@), - A (B)] oi la fonctionnelle de Cramer A se déduit du A de (11)

par la formule (3). Ieci, Px est la loi de yE quand yg = X,



Chapitre IV : Goulots de sortie et contrBle des &quilibres stables

Nous précisons l'uniformité "en A" et "en x" des estimations obtenues

pour lim 82 log PX (ye € A). Ces points techniques sont cruciaux pour
€0

le recollement des résultats précédents sur une variété, ou pour l'esti-
mation des probabilités conditionnelles du type P [&e e A :ng . La for-
mulation est plus proche de celle de Ventsel-Freidlin [Sj] , mais la pré-
sence de temps d'explosion et la non inversibilité de 0 (x) rendent néces-

saire l'utilisation méticuleuse de 1'approximation G de F , via (8) et (9).

Nous prouvons alors le résultat de Ventsel-Freidlin [53] sur le

"goulot de sortie™ : si O est un point d'équilibre "tr&s stable" de

Te

=b (yt) dans l'ouvert U, le processus y€ ne peut sortir de U qu'en
suivant un tube d'axe @, ol ¢ est la trajectoire (supposée unique)

joignant O & 3U dans 1'intervalle de temps [}w, ij et minimisant

T * !
[ %, (P —b (P ae

Nous comstruisons de fagon heuristique les &quations différentielles
vérifiées par les courbes minimisantes (telles que ) et par le "quasi-

potentiel”

Vv (x, y) = inf [AO,T (g)]
go=x’gT=y
Nous décrivons ensuite, d'aprés Ventsel-Freidlin [54] , quelques problémes
de contrdle (choix de U avec volume (U) = constante, choix de b pour U
donnd) associés & la situation précédente : il s'agit soit de faciliter
au maximum la détection d'une perturbation (minimiser le temps de sortie
de U pour ya), soit de préserver au mieux la stabilité de 1'équilibre

perturbé (maximiser le temps de sortie de U pour ye).



Chapitre V : Systémes dynamiques perturbés sur une variété ; diffusions

en temps Eetit.

Nous considérons une variété différentiable connexe M quelconque,
un opérateur différentiel A du second ordre, semi-elliptique sur M, et

un champ de vecteurs b. Nous traitons deux cas

(13) Cas elliptique : A est elliptique, b et A sont & coefficients locale-
ment lipschitziens, et dans suffisamment de cartes locales, la
matrice a(x) des "coefficients du second ordre" de A se factorise

par a(x) = 0 (x) 0¥ (x) avec o (x) champ C1 de matrices rectangulaires.

(14) Cas hypoelliptique : b, A, M sont c” , b+ A vBrifie localement la
condition d'hypoellipticité de Hormander, et la forme quadratique

définie par "les termes du second ordre" de A est de rang constant.

Dans la situation (13) ou (14), nous notons yi la (b + 82 A)y-diffusion
sur M. Nous construisons la transformée de Cramer A par une formule (intrin-
s8que) analogue 3 (11) et nous démontrons par "recollement" que les limites
inf. et sup. de 82 log P (y€ € A) sont dans 1'intervalle
[—- A (E), - A (K)] , pour A < 8}{ (M). Le travail de recollement est non-
trivial et s'inspire en partie de Azencott-Ruget [i} qui traitaient un

e

probléme du méme type pour certains processus 4 temps discret.

Nous appliquons ce résultat 3 1'étude des diffusions en temps petit.
On se donne un champ b et un opérateur différentiel A sur une varié&té M,
vérifiant soit (13), soit (14). Notons (yt) la (b + A)-diffusion sur M ;
par un simple changement de temps nous ramenons 1'&tude des trajectoires
y[p’t] de la (b + A)~diffusion lorsque t - 0, 3 celle des trajectoires sur

[p, E] de la (52 b + 82 A)-diffusion lorsque € =+ O.
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Nous &valuons ainsi lim t log P (yt € F) et lim t log PX (TF < t),
t>0 ¥ t>0

ot Fo M, et ol T, est le temps de premi&re sortie de F. Ces limites se

F

calculent 3 partir de A et F seulement , sans faire intervenir b ; nous
donnons les interprétations géométriques simples de ces résultats dans le

cas elliptique et mentionnons quelques "pathologies™ du cas hypoelliptique.

Chapitre VI : Questions sans réponses

4. COMPLEMENTS BIBLIOGRAPHIQUES

Faute de place, nous avons omis un bon nombre de développements inté-
ressants. Donnons une liste (non exhaustive) des th8mes ignorés dans ce
cours, mais fortement 1i&s aux th8ories expos@es. Pour chaque question
nous indiquons un germe de bibliographie, qui sera loin d'épuiser la litté-

rature sur le sujet.

1. Application en statistique : voir Séminaire Orsay [?i], Bahadur Dﬂ Bﬂ

Chernoff [Kﬂ e

2. Raffinements de la théorie unidimensionnelle :

- travaux russes, qui classent méticuleusement (et péniblement) les
équivalents de P [?ﬁ P g(ni] suivant 1'allure des fonctions
n~>g(n) ett>u [t, + °°] : Linnik [31_] Nagaev [38]

Petrov [3?] BN
~ développements du type :

PE za) v e ™ @ [r@ + L £ @ :1? £,6a) + .. ]

Feller [20] [21] Bahadur [6] Cramer [14] ...

3. V.a. 3 valeurs dans E$

- comportement de A au bord du support de U et robustesse du calcul



1

de lim -Ill—— log P (_)Zn € A) quand | varie. Azencott-Ruget [—_3:]
>0

- pathologies de X ; survol de la théorie ; bibliographies Bahadur-

Zabell [7] ...

4. Cas ol les Xn ne sont pas indépendantes Equidistribuées

~ chaines de Markov récurrentes en temps trds long : Domsker-Vara-
dhan [15]...

~ contrdle de telles chafnes : Maigret [47]...

- diffusions récurrentes en temps trd&s long : Donsker-Varadhan DSD

- suites de chaInes de Markov i sauts tendant vers O : Ventsel [51]

- mélange d'&quations différentielles ; processus d'apprentissage

lent : Varadhan [50] Azencott-Ruget [3]---

5. Développements asymptotiques du type

K
2 € i
E[elle e(y)] =e€2 (C+Cx€+02€2+"')’ € >0

ol y€ est la trajectoire d'une (b + 82 A)y~diffusion : Schilder [44]

Doss [17]...

6. Raffinement des résultats sur les diffusions en temps petit

- développement asymptotique précis de la densité p (t, x, y) d'une
diffusion quand t > O, avec A elliptique. Molchanov [37:] cee
- méme probléme sur quelques exemples fondamentaux avec A hypoellip-

tique. Gaveau [24] [25] Séminaire Paris 7 [46] ...



CHAPITRE |

THEOREMES A LA CRAMER-CHERNOFF

1. LE PROBLEME DES GRANDES DEVIATIONS

Soit E un espace vectoriel, Xn une suite de variables aléatoires (v.a.)
indépendantes, de méme loi u, 3 valeurs dams E. Soit fin =

On étudie le comportement asymptotique de P 6{1?1 € A) quand n > + ® , Quand

E = (Rk et f \x| du (x) est fini, la loi des grands nombres montre que

lim P (ine A) =1 dé&s que A contient un voisinage de m = f x dy (x),

i g

tandis que lim P (f(-n € A)
4o

du type {ine A}, avec m ¢ & , représente une situation de "grande déviation

0 lorsque m ¢ A. Pour n grand, un événement

par rapport 3 la loi des grands nombres'. Le qualificatif "grande" traduit
le fait que fn évite alors un voisinage de m dont la taille ne tend pas

vers 0 quand n > + «©

Les résultats de Cramer [l 4] et de Chernoff [10] traitent le cas ol
E= R, et calculent lim . log P (X_ € A) lorsque A est une demi-
4o n n
droite. L'extension de leurs ré&sultats aux espaces de Banach est due &
Donsker-Varadhan DS] , et a 8té formalis@e pour des espaces vectoriels

plus généraux par Bahadur-Zabell [7] qui ont fait bon usage d'une

idée de Lanford [30:] .

2. LE THEOREME DE CRAMER-CHERNOFF SUR [R

2.1, Soit | une probabilité sur [R. Soit?j t RO~ ]O, + wj sa transformée

A
de Laplace, définie par u (t) = f et* dup (x). Définissons la transformée

R

de Cramer A : R > [O, + w] de la mesure | par

2.2 A (x) = sup [tx - logﬁ (t)] , X €R
teR
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En tant qu'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions linéaires,

A est donc convexe et semi-continue inférieurement (s.c.i.)

. . ~ .
Notons que les valeurs infinies de M (t) ne sont pas exclues. En parti~-

» v ”~ » ” . —
culier si W (t) est infinie pour tout t # 0, on a AZ 0.

2.3. Théoréme (Cramer []4] Chernoff []O] ). Soit Xn une suite de v.a.

indépendantes de mfme loi u. Soit in = -%—— X, + ...+ Xn). Soit A la trans-

1

formée de Cramer de U. On a alors pour 2 € R

(i) - X (@) € lin —— log P (X_ € a)
oo n n

- A (a) £ lim —Ill-—legP(_)Z > a)
eer o

(ii) Supposons de plus f ‘x‘ du (%) fini.

Alors on a les inégalités valables pour tout n entier

-%—— 1ogP(§n$ a) £ - X (a), pour a sfxdu (x)

—:-t-— 1QgP(§n>a)S-k(a),pour )' x dy (x) < a.

Preuve : Esquissons 1'€légante démonstration de Chernoff DO] . Les lois
des v.a. Yn = Xn - a et Zn = - Xn ont resp. pour transformées de Cramer

]

les fonctions Ay (x) = A (x + a) et Xz (x) = A (- x). 11 suffit donc de

traiter le cas {a = 0} et de prouver seulement les inégalités concernant

Supposons f x du (x) < 0. La définition de A entraine alors

A (0) = Sup l:* log 1 (t):| = sup [:— logﬁ (t):'
t t20



Pour t > 0, on peut &crire

t (X1 T Xn)

P (X »0) =P [? > J
(X, +...+ X))
< [e 1 nJ *[ﬁ (t):|n

E

Ceci donne

1 el . A
Tlog? (Xn)O)s inf [logu (t)j == x (O

4

et prouve donc (ii).

La démonstration de (i) utilise un lemme technique (“cas oi u est a

support fini") :

2.4, Lemme (Chernoff []0:] } : Soient Xi’ Pss 1 £ 1K k des nombres réels

tels que p; > 0 et ir}f (xi) <0< sup (Xi)' Posons
i i

tx.

. i
= . =qn! Il
b inf ( 2 Py e ). Posons F (nl, . nk) n! I =

teR i i 1

!

On peut alors déterminer une constante ¢ > O et un entier N tel que tout

entier n 2 N puisse s'écrire n = ot o+ n ol les entiers positifs
P ~k/2 .n

.V ie R S >cn .
n, érifient }; n, X > 0 et F (nI nk) > c b

Preuve : la formule de Stirling donne pour z; € [l, + °°[

-k/2 nPy B
F(zl, caey zk);n II (——z~_-~—) —G(z] ...zk)
i i
s X
Fixons s € R tel que b = § p; e
i
$X.
i
np;e
Les réels Zi = 5 vérifient alors
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Sans perte de généralité, supposons X < %, pour tout i. Posons

Ni=[Zi] pour i < k et Nk=n—.>: N, .
i<k

Pour A > O fix&, et pour B variant dans un intervalle borpé fixe, il

existe une constante c, telle que
v Av+B VAV
— 2
&+3) ¢

pour tout v vérifiant v 2 1 et Av+B 2 1. Ceci montre 1 existence d'une

np, N, np. 2,
constante c, telle que ( N-%—) sy <, (—muz_l_) 1 pour tout i et tout
i i K
n assez grand. Donc, pour n assez grand, on aura, avec ey = ¢y

ZNi=n ; ZNix.ZO
1

~k/2 .n
G (N] ‘e Nk) 2 c3 n b

ce qui prouve le lemme.

Revenons 3 la preuve de (i). Le résultat est trivial lorsque 1'un des
nombres u ( ]0, + WE ) et u ( ]~ o, O[‘) est nul. Supposons les donc
non nuls.

Considérons d'abord le cas ol U est de la forme U = z P, éx s la

ixl i
somme étant finie ou dénombrable, avec 1 > 0 pour tout i. Pour k assez

grand, on aura

inf x, <0 < sup X
1€igk ] €4 £k
tx1
La suite monotone de fonctions fk (t) = z p; € converge vers
I€igk

A
H (t) quand k + + ® , et donc (théoréme de Dini) converge unifor-
- ’~ - 3
mément vers U (t) sur tout compact contenu dans { t [ ﬁ {t) flnl} . Comme
£ (t) tend vers + ® avec |t| , on en conclut que

lim [inf £,(0)] = inf 3 (0) = e
koo t t
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Posons bk = inf fk(t) et fixons k. Avec les notations du lemme, on a
t
_ ~k/2 .n
pour tout n, P (Xn 20) 2F (n1 nk) )ck n bk et donc

lim ~— log P (X 20) » log b
F’T‘” n n

k
ce qui, lorsque k = + ®, prouve (i).

< -

Passons au cas gé&néral. Posons Y:(15) = -18—- dés que —J—;l—— < Xn <

(s)

Soit us la loi commune des Yn

; soit ?\S la transformée de Cramer de U

La construction de us donne

_ el

/ﬁs (t) > e s ﬁ (t) pour tout t, et s > O.

Comme ]O, + 00[ et ]* o, O[ne sont pas u-négligeables, on a ﬁ (t) > A eBltI

ol A et B sont des constantes positives strictes. On peut &crire

- )\S(I/s)

e = inf [e_tis U (0] 2 inf [e—zltifs
t t

s~
U (0]

Les fonctions g (t) = e-2|tl/s ﬁ (t) convergent en croissant vers
7 (e) quand s > + «» , et tendent vers + « quand |t| + + © _ pourvu que

2 . ~
s > 5 - Comme plus haut, ceci entrafne

lim [inf gs(t):] = inf ?1 £y = e-)\(o)
g+ t t
et par suite lim = A_ (1/s8) > - X (0).
S+ s

L'étude du cas discret implique, pour s fixé,

lim —Ill— log P (Y(S) 2

o a 1/s) 2 - A, (1/s)

Compte-tenu de 1'inclusion de { Yi 2 1/s } dans { —}En > 0} , on en conclut que

1 .
lim —— log P (X_20) 2 - Xx_ (1/s)
= n s

Lorsque s > + © ceci prouve (i).
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2.5. Remarque : Pour 2.3 (ii), les restrictions sur le signe de
[ a - f x duy (xi} ne sont 13 que pour permettre de formuler simplement le

seul résultat non trivial. En effet si f x du (x) < a , on a par exemple

.1 - _ i < _
I;m - log P (Xn < a) = sEp = log P (Xn g a)y=20

2.6. Exemples de transformées de Cramer sur R

Le théoréme 2.3 fait pressentir que la probabilité de trouver iﬁ au

~nA(x)

voisinage de x est "de l'ordre de" e ; sous cette forme le résultat

est littéralement faux, mais cet &noncé donne cependant le contenu intuitif
du théoréme 2.3, comme le précisera le § 3. Les grandes valeurs de A corres-
pondent donc aux points ol les apparitions de §£ sont peu probables.

Lorsque ﬁ'(t) est finie au voisinage de 0, la fonction A atteint son

minimum au point m = f x di (x) et A''(m) = ——%-. La formule
8]

R

2.2 fournit facilement la forme de XA dans les cas suivants.

(1) Quand | est gaussienne, de moyenne m, de variance o , on a
1 2

—5— (x - m) pour x € R

20

Ax) =

(2) Quand U = p 6u + (1-p) Gv , avec u < v et 0 <p < 1, on a, pour

u<x<y

. x=u x-u V=X i 2 _
A (x) = p— log T=p il log b log (v-u)
A (u) =~ log p A (v) = - log (1-p)

h(x) =+ pour x<u ou X >V

X

(3) Quand dy (x) = l[b’“”[ (x) e dx , on a

A (%)

x -1 - log x pour x > O
A(x) =+ pour x £ 0

Le résultat qui suit présente un int8rét descriptif ; la preuve par contre

mérite peu d'attention en premidre lecture.
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2.7. Proposition : Soit ¥ une probabilité sur R telle que f |x| du (x)

soit finie. Soit ) la transformée de Cramer de u. Alors

(1) ﬁ (t) = + ® pour tout t > 0 si et seulement si A (x) = O pour tout x 2> O.
(2) il existe t > O tel que ﬁ (t) soit fini si et seulement si

lim A (x) = +
X400

~ .. . .o
(3) ¢ (t) est fini pour tout t > 0 si et seulement si lim
Koo

es)\(x)

(4) L'intg&grale f du (x) est finie pour tout s < 1.

R
(5) Soit [u, i] < [ﬂ», +%ﬂ 1'enveloppe convexe fermée du support de u ;
onaA (x) =+ pour x ¢ [u, v] , tandis que A (x) est finie et

continue pour x € ]15 v[ ; de plus )\ est continue 3 gauche en v si

v est fini, et continue 3 droite en u si u est fini ; enfin pour v

il

fini, la relation 2 (v) + © Egquivaut & U (v) = 0 (résultat analogue

pour u fini).

(6) Les résultats (1) (2) (3) (4) restent vrais si on remplace t > O,

x>0, x>+ par t< 0, x<0, x> ~m ,

Preuve : Soit m = f x du (x). Soit [u, v] comme en (5). Puisque in e [u, v]
presque slirement, le résultat 2.3 (i) appliqué avec a < u et a > v montre

que A(a) =+ © pour a ¢ [u, v].

Inversement si a 2 m et A (a) + © , le théoréme 2.3 (ii) entraine
P X 2a) =0, et donec ¢ (a) = 0, ce qui impose a 2 v. Argument analogue
pour a £ m. Donc A est finie sur:]u v[ ; de plus on vient de voir que
A (v) = + « implique y (v) = 0 et le théoréme 2.3 (i) prouve directement
la réciproque.

Toutes les propriétés de continuité de A énoncées en (5) sont alors

des conséquences simples du fait que A est convexe s.c.i. Ceci achéve la

preuve de (5).
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Supposons ﬁ (t) = + © pour tout t > 0. La relation 2.2 donne
A (x) = Sup [}x - log ﬁ (tX] et done A (x) = O pour x 2> O.
t<0
Supposons qu'il existe t > 0 avec ¥ (t) fini. La relation

A(x) 2 tx - log ﬁ (t) montre que 1lim A (%) = + © |
K40

Les implications directes en (1) et (2) sont prouvées ; 1l'implication
inverse dans (2) résulte clairement de 1'implication directe en (1) - et

vice~versa ! Ainsi (1) et (2) sont vérifiées.

- . 3 ~ ~
Prouvons (4) ; cette relation est triviale dans le cas ol U (t) + ®

pour tout t > O, & cause de (1). Supposons donc ﬁ (t) fini pour au moins

un t > O. Supposons aussi (notations (5)) que v = + » (car d'aprés (5),

la relation (4) est triviale si v est fini).

Comme A est maintenant convexe continue sur <]u, + ”[ , sa dérivée
A' existe sur ]u, + W[ sauf peut-8tre sur un ensemble dénombrable.
Une intégration par parties montre, gr3ce & la relation lim A (x) = + =,

b g
que f;f esl(x) dv (x) sera finie si 1'intégrale

1= f;é esk(x) At(xy u [%, + W[: dx est finie. D'aprés 2.3 (ii)

appliqué 2 n = 1, ona [3, + w[.s e-X(x)

pour x > m, et donc
400 -
I !m e(s D AG) AT(x) dx < + o pour s < 1.

Une &tude analogue de ffn achéve de prouver (4).

Supposons maintenant (t) fini pour tout t > O. D'aprés 2.2, on a

.. .. A
alors pour tout t > 0, x > 0 1'inégalité ——§§l~ >t - —%— log ﬁ (t)
. A(x) . . .
et donc lim — > t. Comme t est arbitraire, on obtient
X+

. A
1lim __}E_Xl_.=+oo.
Koo

. A(x)
Inversement, si X tend vers + © avec X, on aura pour tout t > O

c o . . 1 . P

fixé la majoration tx g 5 A(x) pourvu que x soit assez grand. Utilisant

(4) on conclut que
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+00 e1/2 A(x)

A dp (x) <+ = 3

[0 e™an < f

ceci implique que ﬁ (t) est fini. Ainsi (3) est démontrée.

2.8. Remarque : dans la relation (4) de 2.7, la restriction s < 1 ne peut
pas €tre améliorée en général. En effet (cf. 2.6 (1) et (2)) pour U gaus-—

Alx)

sienne ou exponentielle on a f e dp (%) = + »©

Ceci reste sans doute vrai pour toute probabilité y sur (R & support
~ . .. .
non compact telle que U (t) soit finie pour au moins un t # O. Dans ce cas,
ceci caractériserait A comme la fonction convexe "la plus grande a

f es)x(x)

1'infini" telle que dp (x) soit finie pour s < 1 et infinie

pour s = 1.

3. CAS DES V.A. A VALEURS DANS UN ESPACE VECTORIEL : LES HYPOTHESES

TOPOLOGIQUES

Les hypoth&ses minimales qui permettent la construction formelle de
la transformée de Cramer semblent d présent dégagées par Bahadur-Zabell
[7J « Nous les renforgons ici pour leur donner une forme plus descrip-

tive, donc plus pratique.

3.1, Dans tout le chapitre, nous considérons d&sormais des v.a. indépen-

dantes X.n : ¢ ~E , @ valeurs dans un espace vectoriel topologique E,

localement convexe et séparé (e.v.t.l.c.s.) muni de sa O-algébre borélienne

93 (E). Nous noterons U la loi commune des Xn , et nous supposerons que

1l'espace de probabilité () est complet.

3.2. Hypoth&se technique essentielle : nous supposerons 1'existence d'un

convexe fermé F de E, vérifiant u (F) = 1, et l'existence d'une autre struc-—

"
ture E d'e.v.t.l.c.s. sur l'espace vectoriel E, topologiquement plus
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N .
fine que celle de E, telle que la topologie induite par E sur F soit

polonaise (c'est-a~-dire métrisable, compléte, 3 base dénombrable).

3.3. Exemples : E est un espace de Fréchet séparable et U est une proba-

bilité quelconque sur’ﬂb(E). Puisque E est polonais il suffit ici de

Y . .
prendre F = E = E dans 3.2. Rappelons que ce cas inclut celui des esgpaces

k
de Banach séparables, des espaces de Hilbert séparables, et le cas E = R .

3.4, Exemples : E est un espace de Fréchet séparable, muni d'une topologie

faible arbitraire, et | est une probabilité quelconque sur xj%(E). Ici,

%] .
3.2 est réalisée avec F = E tandis que E est l'espace E muni de sa topo-
logie de Fréchet séparable. Ce cas inclut celui des Fréchet (Banach,

Hilbert) séparables muni de la topologie ¢ (E, E') ol E' est le dual de E.

3.5. Exemple : E est 1’espace M, (T) des mesures boréliennes bornées sur

1'espace topologique polonais I' ; E est muni de la topologie de la conver-

gence &troite, c'est-d-dire de la topologie assocife & la dualité naturelle

entre Y (I') et 1'espace C (I') des fonctions continues bornées sur T .

La probabilité u sur _J3 (E) vérifie u [4?@1 (T)} =1, ol ’ﬁ%i @™

est 1'ensemble des probabilité&s boréliennes sur I.

o
Les hypothéses 3.2 sont vérifiées avec F = qml (I') et E = E. Cet
exemple fournira le cadre approprié pour traiter le théoré&me de Sanov

sur les lois empiriques (cf. § 8).

Notoms ici une remarque de A. Badrikian : comme il n'existe pas de
topologie polonaise plus fine que celle de E, on peut trouver des probabi-

lités u sur ‘55 (E) telles que 3.2 ne soit pas vérifiée.

Nous allons prouver deux lemmes (3.6 et 3.8) assez techniques, qui cons-
tituent 1'essentiel des hypothéses de Bahadur-Zabell [7] . En premiére

lecture, nous suggérons d'ignorer les démonstrations de ces lemmes.
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3.6. Lemme : Soient E et F comme en 3.2. Si X, Y : @ > E sont deux v.a.

a valeurs dans F , alors X+ Y : § + E est encore une v.a. En particulier

sous les hypothéses 3.1 et 3.2, toute combinaison linéaire convexe des Xn

est une v.a.

Preuve : D'aprés 3.2, F est un espace lusinien, et on a donc

PExr) =@ @ PE) (cf. Badrikian [4] ). L'application
¢p (x, y) =x+yde F x F dans E est continue, et par suite est

{L{B (Fx¥F), ﬂ?)(E)} mesurable.

L'application (X, Y¥) : Q -~ [F xF, PE® @ &(F)_] est mesurable

et donc X + Y = LP(X, Y) est mesurable.

3.7. Remarque {A. Badrikian). Dans la proposition précédente, le résultat
n'est plus nécessairement vrai si on suppose seulement que X, Y sont 3

valeurs dans E.

3.8, Lemme (d'aprés Bahadur-Zabell [7:] ) : Soit (E, W) un couple véri-
fiant 3.2, Alors pour tout ouvert convexe A de E et tout € > 0, il existe

un compact convexe K contenu dans A, tel que pt (A - K) < ¢ .

. . . v . .
Preuve : Soient E, '}}f, F et U comme en 3.2 ; soit i : E » E 1l'application
. . a ] . . Y
identique. Appelons F 1'espace topologique induit par E sur 1'ensemble F.
» 3 . . . . . ’\} . I .
Puisque i est continue injective, et puisque F est polonais, 1 est aussi
. . v . .
un isomorphisme de L(B(F) sur  J3(F) (cf. Christensen El] ), ce qui
. g PP v iy . .
permet de considérer U comme une probabilité sur (E , (E)(E)). Puisque 1
est continue, il suffit alors clairement de prouver le lemme pour le couple

n
(E, ¥). Nous pouvons donc désormais supposer que F est un espace polonais.

La mesure Y est alors régulidre. Si A est un ouvert convexe de E, il

existe pour tout € > O un compact G de F tel que G A NF et
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u (A~ G) € € . Montrons que l'enveloppe convexe fermée de G est un

compact K C A.

I1 existe pour tout x € G un voisinage ouvert convexe VX de x tel que

VX c A, car E est un e.v.t.l.c.s. La compacité de G fournit une famille
finie de points de G telle que G CVX U... U VX . Posons Gi = G ﬂvx .
1 n i

Chaque Gi est compact et inclus dans le convexe fermé polonais F.

~~
L'enveloppe convexe fermée Gi de Gi est alors encore compacte {(car pré-

— Pal —
compacte et compléte). De plus 1'inclusion Gi o VX entraine Gi < Vx < A.
i i

a) Vo .
Finalement G est contenu dans Gl U... U Gn , qui est une partie de A.

~ -
Comme les G, sont compacts convexes, l'enveloppe convexe fermée H de

i
n
~ ~ Pal
G1 U... U G est exactement l'ensemble des Z Qa, v. avec v, € G, ,
n jop 01 i i
et z o, = 1, o 2> 0. Il est donc clair que HC A, De ¢ CH on conclut
i

7~ 7~ o~
alors G < H et enfin G C A: Le compact convexe G est contenu dans A et

vérifie u (A - G) < € .

4, TRANSFORMEE DE CRAMER : CAS GENERAL

4.1. Notatioms : Soient E un espace vectoriel topologique et U une proba-
bilité sur E vérifiant 3.1, 3.2. Soit (2, P) un espace de probabilité com—

plet et soit X : § - E une suite de v.a. indépendantes de méme loi U.

.’:’!-—-’;1

On pose X = (X, + ... + X ) et on note Y la loi de X .
n n n n

1

Pour tout A € &(E) on note

2 (8) = lin —— logP (X €A)

""“‘—n n n
T@=Ta —— log? X €A
. n n

de sorte que - *® £ £ (A) < T () < 0.

Si g (A) =T (A), on note & (A) = lim —— log P (X_ € A).
d n n
N>+
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Les méthodes et résultats du paragraphe 4 s'inspirent du travail de

Bahadur-Zabell [7] .

4.2, Proposition (d'aprés [7] [30] ). Sous les hypothéses 3.1, 3.2 la

limite % (A) = lim L log P (X € A) existe pour toute partie A convexe
n T v
W
borélienne de E.

. 1 1
Preuve : Posons Xz-n—- (XI + ...+ Xn)’ Y = — (XnH + ... * Xn*m)'

= n m L -~
Alors on a X = X + Y et la convexité de A entraine
n+m n+m n+m ?

Xen NE e cX, €A). Onendéduit u A) w A <u @),

et la fonction £ : N -+ [0, + °°:] définie par £ (n) = - log Ho (A) est

sous additive. On sait alors que lim

Eg] ). 4o

-f’%)—— existe (cf. Billingsley

4.3. Proposition : Quels que soient A, B dans SB)(E), on a
max (L (&), 2®]<L QUB <T@AUB Smax (T &), T ®)]

En particulier si & (Ai) existe pour i = | ... n, la limite

2 (AI U...U An) existe aussi, et vaut max DE, (Al)’ saey L {An)] .

Preuve : Notons d'abord que % et T sont des fonctions croissantes. Par
suite on a £ (A) € £ (AUB) et £ (B) £ & (A UB), ce qui prouve la

premidre inégalité de 4.3

Soit ¢ > max [E (A), T (B)]. Pour n grand, My (A) et un (B) sont
" ne ne . -
majorés par e , et donc un (AUB)Y <K 2 e , ce qui entraline
2 (AUB) € c. Comme ¢ est arbitraire, on obtient la derni8re inégalité

de 4.3.
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4.4, Définition (cf. [7] [3@]) : Sous les hypothdses 3.1, 3.2 on appelle

transformée de Cramer de y la fonction A : E » [9, + «ﬂ définie pour

x € E par

A (x) = ~- inf {Q (a) | A ouvert convexe, et x € A}

Puisque £ est une fonction monotone d'emsemble, on peut considérer
[f A (xi] comme la limite de £ (A) suivant le filtre des voisinages ouverts
convexes de x.

Lorsque E = R , cette définition ne coincide pas a priori avec la
définition 2.2. Nous verrons (th. 5.3) que lorsque les moments d'ordre 1
de toutes les projections (continues) unidimensionnelles de Y sont finis,
la définition 2.2 de X\ s'étend au cas général, et est bien compatible avec

la définition 4.4,

4.5 Proposition : Sous les hypothéses 3.1, 3.2, la transformée de Cramer A

de } est convexe et semi~continue inférieurement.

Preuve : pour x € E et ¢ < A (x) donnés, il existe par définition un
voisinage ouvert convexe A de x tel que ¢ < - & (A). Pour tout y € A, on
aura A (y) = sup {- £ (B) } B voisinage ouvert convexe de y} et donc

X (y) 2 - % (A) > c. La fonction A vérifie bien A (x) < lim A (y), et

yrx

est donc s.c.1i.

La convexité d'une fonction se vérifie en restreignant cette fonction
3 toutes les droites de 1'espace. Or pour une fonction g : R [b, + “ﬂ

supposée s.c.i., la convexité de g &quivaut 2

g ( X;y ) < é g(x) +“'%"g(y) pour tout x, ¥ € R

I1 suffit donc de vérifier que A (__i%l.) < —%— A(x) o+ —%T'A (y) pour

tout x, y € E.
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®+ . .
Pour tout ouvert convexe A contenant 2y , 11 existe des ouverts

convexes B, C contenant resp. X et y tels que (-—},r B + —-—;— C) < A.

_ 1 o1
Posons X = m (X1+...+Xn) ,Y—-——n (Xn+1+...+X

Zn)'
L'inclusion {(Xx € B) U(Y €0O)} © (X, € A) entrafne u (B) u (C) € u, (A).

Un passage 4 la limite en n donne -%—»« L (B) + —%— 2 (C) < & (A) et donc

par définition de A (x) , A (y)

o R B ak A B Y

Prenons 1'inf. en A au second membre pour obtenir
1

. . - Xy
5= A () R 2 A e R
4.6, Définition (cf. Donsker~Varadhan, Bahadur-Zabell) : soit (E, u) un

couple vérifiant 3.1, 3.2. Soit A la transformée de Cramer de Y (défini-

tion 4.4). Nous appelons fonctionnelle de Cramer associée a u, 1'applica-

tion A de l'ensemble des parties de E dans [0, + w] définie par

A (A) = inf A (%) s ACE
XeA

La donnée de A est clairement équivalente & celle de A.

4.7. Proposition (d'aprés [7:[ [15]). Soit Xn : Q~+ E une suite de v.a.
indépendantes de méme loi u. Supposons les hypothéses 3.2 et 3.1 vérifiées,
Soit A la fonctionnelle de Cramer associée & U. Alors pour tout A € SS(E)

(-]
on a, en notant A 1'intérieur de A

) A @) €2 @A) =lim —— logP?P (X €8
e O n
2) si de plus A est compact, on a

T =Tm —lg? & ens~-i®
-0 n
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o
Preuve : Si x € A, il existe un voisinage ouvert convexe C de x tel que

o

CcA,etona £ (A 2L =2(@€ 2-1 &

Prenons le sup. en x € A pour obtenir 4.7 (1).

Puisque ¥ est monotone, on a % (A) < £ (A) ce qui permet de supposer
A compact pour prouver (2). Soit a > - A (A). Pour tout x € A, on aura
a >~ ) (x), et il existe donc un ouvert convexe Cx contenant X tel que
a > 2% (Cx). Soit Cx s, i=1 ...k, un recouvrement fini de A. D'aprés

i
4.3 on sait que

T (A) € max L ) <a
i=1...k i

L'arbitraire du choix de a donne alors £ (A) < -~ A (A).

4.8. Théoréme (Bahadur-Zabell [?] ). Sous les hypothéses 3.1, 3.2,

pour toute union finie A d'ouverts convexes de E , on a

lim —— log P (X €4) =2 (&) = - A (&)
n—>+°°n n

oli A est la fonctionnelle de Cramer associée & la loi Y commune des Xn'

Preuve : Par définition de A, on a toujours A (A UB) = inf [ﬁ Ay, A (B)].
Par 4.3, il suffit donc de prouver le théoré&me lorsque A est ouvert convexe.
De 4.7 (1) on tire - A (A) & £ (A). I1 suffit maintenant de prouver 1'iné-
galité inverse lorsque & (A) est fini.

Pour & > O donné&, on peut trouver N tel que

-%— log Hy (A) > 2 (A) - ¢ , pourn 2N
I1 existe (lemme 3.8) un compact convexe K contenu dans A tel que
—— log ug (&) - —— log n (K) € €
N 8 Uy N g My WS

Donc £ (n) = - log Wy (K) vérifie

fF M- @A) -~2¢)N
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Comme K est convexe, f est sous additive (voir 4.2) et donc
£f (pN)< - (2 (A) —2¢€) Np pour tout entier p. Ceci entraine
=% ® = lim BN ¢ 5y +2e
praw PN
Mais 4.7 (2) fournit 1'in&galité A (K) £ - £ (K). Comparons les deux
derniéres inégalités avec 1'inégalité triviale A (A) € A (K) pour
obtenir A (A) € - £ (A) + 2 & , et donc comme £ est quelcongue,

A Ay £ -2 (A).

4.9. Proposition (d'apras [7] ). Sous les hypothéses 3.1, 3.2 la

transformée de Cramer A de Y est donnée par

A (x) = Sup {- FANG:)) { X € H , H demi-espace ouvert}

Preuve : soit a < A (x). L'ensemble C = {y { Ay < a} convexe fermé
{car A est s.c.i. convexe) et ne contient pas x. Il existe donc un demi
espace ouvert H de E tel que HNC = @ et x € H, Puisque HNC = % on a

A (H) > a. Puisque - & () = A (H), on a - & (H) » a ; par suite

r = Sup {— 2 () / x € H, H demi-espace ouvert} est supérieur ou égal

a8 a pour tout a < A (x), ce qui force r > A (x). Comme la définition 4.4

de A (x) fournit directement r < A (x), on conclut que r = & (x).

4.10. La proposition 4.9 raméne le calcul de A i celui de % (H) pour H
demi-espace ouvert, ce qui est un probléme unidimensionnel, trés proche de
celui résolu par Cramer—Chernoff. Ceci permettra au § 5, d'obtenir A en

. . - . ~
dimension quelconque, 3 partir de 1.

La fonctionnelle A est alors em principe calculable, et 1'évaluation
de £ (A) = lim -é- log P (iﬁ € A) repose sur 4.8 et les encadrements
n —
4.7. La restriction "A compact" pour la validité de " % (A) & -~ A (®)"

est trop forte pour la plupart des applications ; nous étudions aux § 6 et

7 quelques situations essentielles ol cette restriction est inutile.
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5. TRANSFORMEE DE CRAMER ET TRANSFORMEE DE LAPLACE

5.1. Transformée de Laplace : soit y une probabilité sur les boréliens

de 1'espace vectoriel topologique E. Supposons 3.1 et 3.2 vérifiées. On
note

<t,x>
e

RGN du (x) ter

(ot E' est le dual de E), la transformée de Laplace de l. Noter que
i {t) = + @ n'est pas exclu a priori. La fonction log i (t) est définie

sur E', 3 valeurs dans [b, + “ﬂ , convexe et s.c.i. (E' &tant muni de

la topologie faible ¢ (E', E).

5.2. Hypothéses sur (E, Y) : on supposera que le couple (E, W) vérifie

3.1, 3.2 (hypoth&se essentiellement topologique) et de plus que
IE < t, x> du (x) est fini pour tout t € E'

Le théoréme suivant &tend au cas général la définition adoptée en

dimension 1 pour A (cf. 2.2).

5.3. Théorsme : (d'apras [14] [7 ] [15])Sous 1'hypothése 5.2, la trans-

formée de Cramer de U, définie en 4.4, est donnée par

A(x) = sup [<t, x>~ log ﬁ‘(t)] pour x € E
teE'

Preuve : Considérons d'abord le cas u centrée et E = R

Posons provisoirement

P (x) = sup [tx - log ¥ (t)]
tem®r

Soit A la transformée de Cramer de yu au sens de 4.4, de sorte que

n “A@ = lim t(Jx-2e,x+2¢[ ) ,xem
£* O+

Comme U est centrée, le théoréme 2.3 (ii) entraine, pour x > O,
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L (]x—Zs,x+2€D§ lim 4 log P (X > x-2¢) & - ¢ (x-2¢)
n n
e
d'oli, grice a (1),
(2) A (x) 2 lim (‘P (x - 2¢) pour x 2 O
e+ +

D'autre part, le théoréme 2.3 (i) donne pour x 2> O,

@@ < lim ——log P X »x < lim— log B (X > x)
?1‘—;‘;2” n n R ¢ 1 n

D'aprés le théoréme 4.8, on a

lim —— log P (X > x) = - A (Jx, +[) = - inf A (y)
o O " y>x
et par suite
3) {P(X) > inf A (¥) pour x > O.
y>x
La loi des grands nombres et (1) montrent que A(0) = 0. Comme X est

convexe, s.c.i. et positive, on a donc inf A (y) = lim ) (x+e) pour
y>x >0+

A\

x 2 0 ; ainsi (3) devient

(&) ¢ (x) 2 1im X (x + &)
e+0+
Les fonctions A et (p sont convexes et s.c.i., sur [O, + eo[ , nulles en
0, & valeurs dans [0, + »] . Il existe donc des nombres a, b € [0, + =]
tels que A, ¢ soient resp. continues finies sur [O, a[ , [0, b[ ,
soient resp. identiques 2 + » sur |a, + o[ , ]b, + ®[ , et soient

resp. continues & gauche en a pour a fini, b pour b fini.

A partir des inégalités (2) et (4), on vérifie alors successivement que
a=>b, puis que ) et ¢ coincident sur [:O, + 00[ - {a} , puis qu'elles
coincident sur [0, + 00[:. La comparaison de X et ¢p sur :|—°°, 0] se traite
de fagon symétrique ; on obtient donc A = g- Le cas ol U n'est pas centrée
se réduit au précédent par translation, et le théoréme 5.3 est prouvé

pour E = R,
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P

Passons au cas général ; soit x € E. Tout demi-espace ocuvert contenant

. +
x s'écrit H = €E | <t,yy -r>0 avec
t,r y y

<t,x>=-r>0,teE', r €R

ou bien

H
t,r

i

{yeE [ <t,y> —r<0} avec
<¢g,x>~-1r <0, t€E'", r€R

Notons t : E* [R la forme linBaire associée 2 t € E'.

+ +
Posons Yn = (Xn) s Lr =t (Ht,r) =]r , * 09[ et

L;=t(H;,r)= ]*m,r[ »u=t (%), Ut=t(1i),

% [t—l (A)] ol A est un ouvert

]

. 1 =
21 - ss——
N (A) = lim = log P (Yn € A)

convexe quelconque de [R.
D'aprés 4.9, on a, en notant )\t la transformée de Cramer de ut .

A, (u) = max |{ sup - 9vt (L:)} , { sup - Qt (L;)}

t r<u r>u
d'ofi, comme & (L) =& [¢7' a¥)] =2 @ )
’ t T t,r’?
A (w) = max |{ sup - @ D) L, {ewe -2 @ 1
r<t(x) : r>e(x) ’

Lorsque t varie dans E' , le sup. des seconds membres de cette égalité
est clairement égal & sup {— 2 (H) i H demi espace ouvert, H contient x} s

et donc & A (x) d'apr@s 4.9. On obtient donc

(5 A(x) = su A, (K t, x> = A t
) () =sup A (e x2) = swp dg (]
L'étude du cas E = R permet d'écrire

A= e [f@] = swp [s .ot - log B, (s)]
seR

~ ~ '
Comme My (8) = u (st) pour s € R, t €E' , on a alors

A (x) = sup sup [st (x) - log /1} (st)]
teE' sem
ce qui prouve A (x) = sup [t (x) - log ﬁ (t}] .

teg’



32

5.4. Exemples de transformées de Cramer

(1) E = ka , U est gaussienne de moyenne M , de matrice de cova-
riance E , supposée inversible.

Alors A (x) = —%— (x - M)* X—‘ (x - M

k

(2) E= R , du (x) = £(x) dx avec f (x) n cte

||

lorsque ]xi + + ® , Alors ﬁ (t) = + ® pour tout t # O, et

donc (th. 5.3) X = 0.

3 Lemme (cas o A = Q) : Soit M une probabilité sur un espace
vectoriel topologique E et soit Xn des v.a. indépendantes de
méme loi M. Supposons vérifiées les hypothéses 5.2. Les condi-
tions suivantes sont alors équivalentes
(i) 1la transformée de Cramer A de U est identiquement nulle
(ii) la transformée de Laplace ﬁ (t) de U vaut + ® pour tout

t # 0 dans E'.
(iii) pour toute partie boréliemne A de E d'intérieur non
vide, on a lim —%— log P (i; € A) = 0.
40
Preuve : L'équivalence de (i) et (1i) résulte de 5.3 (5) et 2.7 (1). Celle

de (i) et (iii) est une conséquence de la proposition 4.7.

La situation A = 0 exige donc une description plus fine du compor-—
tement asymptotique de P (i; € A), qui peut par exemple (lorsque
IE x du (x) ¢A) tendre vers O 3 une vitesse polynomiale en —%- (cf.

travaux de 1'&cole russe Linnik [31] Nagaev [38] et Altri).

La théorie & la Cramer-Chernoff n'est donc vraiment pertinente que
lorsque A n'est pas identiquement nulle, donc lorsque ﬁ (t) est fini sur
un ensemble assez "grand" en particulier lorsque §I (t) est fini sur un

voisinage de zéro dans E , (A ne s'annule alors qu'en m = fE x dy (x)).
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(4) Nous donnons au § 9 en fin de chapitre quelques résultats décri-
. n .
vant 1'allure des transformées de Cramer sur [R . Notre premier
exemple de transformée de Cramer explicite en dimension infinie

apparaitra au § 8.

(5) Lemme : Soit U une probabilité sur un e.v.t.l.c.s. E ; soit SU
1'enveloppe convexe fermée du support de U. Alors si (E, p)

vérifie 3.2, la transformée de Cramer A de U est infinie sur

E~-S).

( W

Preuve : Six & SU , il existe un voisinage ouvert convexe W de x tel que
P (iﬁ € W) = 0 pour tout n. Par suite & (W) = - © et 1'inégalité

A(u) 2 -2 (W) donne A (x) = + o,

6. EXTENSION DE LA MAJORATION DE lim —%—~log P (ig € A)
n

11 s'agit d'étendre la majoration % (A) £ - A (&), déja prouvée pour A
compact, au cas oli A est borélien quelconque., Ce résultat est crucial dans
les applications., En dimension infinie, il demande une sérieuse dépense
d'énergie, ainsi que des hypothéses de décroissance "rapide" 3 1'infini
pour la queue de la mesure . Ce paragraphe s'inspire des &légants résultats
de Donsker-Varadhan [ﬂﬂ sur le cas ol E est un Banach, et a aussi béné-
ficié d'un exposé de Bretagnolle [%Z] . L'originalité de notre présenta-
tion consiste en particulier & court-circuiter le beau théoréme de Sanov
(cf. th. 8.2), qui peut alors &tre considéré pour ce qu'il est, c'est-d-dire
un corollaire de la théorie 3 la Cramer-Chernoff.

C'est un peu ce qu'ont tenté de faire Bahadur et Zabell [7] , mais
au prix de l'utilisation, en cours de route de résultats de Donsker-
Varadhan [15] , qui eux-mémes n'étaient obtenus qu'aprés démomnstration

du théoréme de Sanov !
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6.1. Lemme : Soit M une probabilité sur un e.v.t. E, et soient Xn une
suite de v.a. indépendantes, de loi y, & valeurs dans E. Supposons véri-
figes les hypothéses 3.1, 3.2. Supposons de plus que pour tout a > 0, il
existe un compact Kac: E tel que P (i; ¢:Ka) e pour tout n » N (a).

Alors quel que soit B € 5 (E), on a

T (B) = 1im L log P (X_€ B) < - A (B).
1400 a n

De plus si A est la transformée de Cramer de u, l'ensemble

{x € E I A (x) g b} est un convexe compact quel que soit b positif fini.

Preuve : il est clair que ¥ (E - Ka) & - a. Par suite on a

2@ smax {TBAK), T BNE-K)N}smax {2 ENK), - a}

Comme B N Ka est compact, 4.7 donne
E(Enxa)s—A(EnKa)s—A(E)
Ainsi T (B) < max {* A B, - a} pour tout a > 0, ce qui prouve

L@ < -A®.

Soit b positif fini. Fixons a > b. L'ensemble (E - Ka) est ouvert,

donc 4.7 entraine
. 1 -
AE-K) < lin— logP{Xne(E-Ka)}

ce qui force (par définition de Ka) 1'inégalité - A (E - Ka) < -a,
ou encore A (E - Ka) > a.
En particulier, on a A {(x) > a d8s que x ¢ Ka , ce qui entraine 1l'inclusion

de L, = {x€e E | X (x) < b} dans K - Mais L, est fermé (car A est s.c.i.)

b
et K est compact. Donc L, est compact (et d'ailleurs convexe car A est

convexe) .
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6.2.Corollaire : Soit E un e.v.t.l.c.s. et soit U une probabilité sur REYEH)
portée par un compact convexe métrisable de E. Alors, si A est la fonction-
nelle de Cramer associée 3 U, on a pour tout A € B (E)

-A (@A) € lim ——logP (X €4) <Tim ——log? (X € A) < - A A
“—'"nﬂwn n nﬂmn n

(notations 3.1, 4.1). De plus {x € E | A (x) £ b} est compact pour tout b

positif fini.

Remarque : Ce corollaire fournit déj3a tous les ingrédients du théordme de
Sanov sur les grandes déviations des lois empiriques (cf. § 8) en prenant
pour E 1'espace des mesures bornes sur un espace topologique compact

métrisable I' et pour U la loi de 6X ol X est une v.a. 3 valeurs dans T,

6.3. Proposition : Soit E le dual d'un espace de Banach séparable F.
Supposons que IE e s|[xi| du (x) soit fini pour tout s appartenant & un
voisinage de O dans [R ; W est ici une probabilité quelconque sur «jb(E)-
Alors, si A est la fonctionnelle de Cramer associde & Y, on a (notations
3.1, 4.1) pour tout A € RE)
© —_— — — e

- A (A) £ lim £ log P (X € A) £ lim £ log P (X € A< - A (A)

— ] n n I

n-to n>-+©

ol A, A sont resp. 1'intérieur et 1'adhérence de A pour la topologie

faible ¢ (E, F) sur E. De plus, {x € E f Alx) £ b} est un compact

(faible) pour tout b positif fini.

Remarque préliminaire : Lorsque E = F' , ol F est un Banach séparable, on

peut munir E de la topologie de la nmorme notée T (E, F) ou de la topologie
faible ¢ (E, F). Comme T est une topologie polonaise plus fine queo, la

tribu borélienne JD(E) est la méme pour toute topologie comprise entre T

et 0 . La transformée de Cramer A et la fonctionnelle de Cramer A ne dépen~

dent que des ouverts convexes de E d'aprés les définitions 4.4 et 4.6 donc
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A (et A) sont les m8mes pour les topologies T et O . Notons enfin que le

dual E' de (E, 0) est &gal 4 F.

Preuve de 6.3

Les inégalités annoncées se déduiront de 4.7 et 6.1 aprés construction
des compacts Ka introduits en 6.1, Soit Ba la boule fermée de rayon a dans
E. On sait que Ba est compacte pour la topologie 0. De plus, d'aprés le

théoréme 2.3 (ii)
P ¢) = (R > sp { T dixll+ .o« lx D) > al

< e @
ol p est la transformée de Cramer de Vv = loi (| Ian .
Par hypothése 9 (s) est fini au voisinage de 0, et donc {(proposition 2.7
(2)) on a lim ¢ (a) = + ® . On peut donc appliquer le lemme 6.1 pour

a0
prouver la proposition 6.3,

6.4, Corollaire : soit E = ERk et U une probabilité sur JH(E) telle que
A
W (t) soit finie pour tout t dans un voisinage de O. Alors pour tout

A€ IDE), ona

A (A) < lim -—tll—logP(i €M) <Tim ——1log? (X € &) < -~ A (&)
n— n n+mn n

De plus A (x) *» + ® quand x tend vers 1'infini dans l'Rk.

6.5. Sur 1'égalité %() = - A (A) : Dans les situations décrites par les

corollaires 6.2 et 6.4, on voit que la relation A (ZA) =A@

L4 —_
(qui force d'ailleurs A (A) = A (&) = A (A)) suffit 3 impliquer l'existence

de lim 1 log P (X € A) = & (A) et la relation 2 (A = ~ A (A)
11>+ n n

Remarquons cependant que la réciproque est fausse. Prenons par exemple

E=ER,LI=p6u+(l—p) 6v avecu<v,0<p<l,etA=]v,+°°[
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On a & {(A) = - A (A) car A est ouvert convexe, tandis que
A@ =A@ =+wet A @ =1 (v) =~ log (I1-p).

En général, la classe des ensembles A tels que & (A) existe est
stable par union finie, contient les ouverts convexes et les ensembles
A tels que A (Z) = A (A). Pour le cas de E = mk , nous renvoyons &
Azencott-Ruget ES] ol des résultats plus précis sont donnés sur cette
classe d'ensembles. Dans ce cours, nous nous limiterons 3 prouver que

pour E = &®* , lim —%— log P (§; € A) existe d&s que A est ouvert

e

(cf. proposition 9.8).

6.6. Sur les changements de topologie : soit E un Banach réflexif, s&parable

(par exemple un Hilbert séparable), de dual E'. Soit U une probabilité@ sur
DS(E) telle que f [< t, X >§ dy (x) soit fini pour t € E'.,

Pour toute topologie sur E comprise entre la topologie de la norme T (E, E')
et la topologie faible ¢ (E, E'), les boréliens TS (E) restent les mémes,

le dual E' ne change pas, la fonction A et la fonctionnelle A restent les
mémes (cf. théoréme 5.3). Mais 1'intérieur d'un méme ensemble B € J} (E)
est plus grand pour T que pour O tandis que son adh&rence est plus petite

pour T que pour C. Leg bormes - A (ﬁ) et — A (8) s'améliorent donc lorsqu'onm

enrichit la topologie de 0 & T . Le résultat 6.3 par exemple ne permet

d'utiliser ces bornes que pour O, au moins en ce qui concerne - A (B). Nous
allons donc renforcer l'hypoth&se sur M pour permettre d'utiliser la topo-

logie forte T.
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7. MAJORATION DE 1lim —rl-l—- log P (}—in € A) ; CAS DES ESPACES DE BANACH

7.0. Voir le début du § 6 en ce qui concerne les sources de ce paragraphe,

essentiellement [7] ES] Bﬁ] . Dans tout le § 7, E est un Banach

séparable, U une probabilité sur JH(E), X.n s 0+ E une suite de v.a.

indépendantes de loi .

7.1. Convergence étroite : soit ' un espace topologique polonais (sans

structure vectorielle !), et soit Jd(I') la tribu boréliemne de T .
Soient MG (I) 1'espace des mesures borndes sur ID(I), 4ﬂ,+ (I') le cbne
des mesures positives bornées et QTGI (') le convexe des probabilités sur
J> (). On munit M(I) de la topologie de la convergence &troite (la topo-
logie la moins fine rendant continue les applications 0O -~ IE £ 46

ol f est une fonction continue bornée quelconque sur I').

Une partie C de M,(I') est relativement compacte si et seulement si
pour tout € > 0 il existe un compact Ke de T tel que (I' - KE) soit de

mesure inférieure 3 ¢ pour ®+ et © quelle que soit O = ®+ - @ dans C.

7.2. Barycentres : considérons le Banach séparable E. Si © € QTBI E),
et si IE [lx]] 46 (x) est fini, il existe un unique point b (0) € E
tel que

<t,b (@ >»= fE <t, x >dO (x) pour tout t € E'

et b (0) est appelé barycentre de 0.

(1) 81 © (C) = 1 ou C est un convexe fermé de E, alors on a
b (®) € C.
(2) Soit Gn € QTBI (E) une suite convergeant vers O € ”ml (E).

Si B est une boule fermée telle que @n (B) = 1 pour tout n,

alors b (On) tend vers b (0) quand n + + o ,
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. + + . . ..
7.3. Lemme : Soit £ : R - R une fonction continue positive telle

que lim —f%:l =+ ® , L'ensemble
oo

G(f,a)= 0 € Mo (&) | fE £ (x]) dn x) € a

est un fermé de Mb (E). L'application © » b (0) est définie et

continue sur G (£, a).

Preuve : le lemme de Fatou montre que G (f, a) est fermé. D'autre part,

pour © € G (f, a), on a quel que soit r > 0,

lIIHXHZr x dO(x) || < !||X||>r | |x]|d0(x)

RS e(r) IHXHZI f (HXH) a0 x) L ac (r)

avec € (r) = Su ~—U-§U———— , de sorte que lim e (r) = O.
EE

£ (=D T+

I1 suffit d'appliquer 7.2 (2) pour conclure que O + b () est une appli~

cation continue sur G (f, a).

7.4. Lemme (d'apr@s Donsker-Varadhan [15] ) : soit I un espace topologique

-

polonais. Soit Xn une suite de v.a. indépendantes, & valeurs dans [', de méme

loi Y. Soit Z la loi empirique de 1l'échantillon X X de sorte que

AL

Z, = -rll— (SX + oues F e § est une v.a. d valeurs dans ml (I). Alors
1 n

pour tout a > 0, il existe un compact c, de /mgl (T) et un entier N (a),

tels que n 2 N (&) entraine P (Zn & Ca) L e o |

Preuve : Soient bP et E:p deux suites de nombres positifs tendant vers O.

Pour chaque p choisissons un compact Kp de T tel que u (I ~ Kp) < bp .

Soit Gp 1'ensemble des 0O € ml (T) telles que © (I' - KP) £ sp . Montrons

que
b /2 ne
1€) P(Z ¢ G) g (—) P pour tout n, p.
n P Sp
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Supprimons un instant 1'indice our alléger les notations ;
PP PP

1 p—
Pz ¢6) =P | — DKC (Xl)+"'+1Kc x)] >l =P @ > e)

oll Ui =1 c (Xi) est une v.a. de loi binomiale v = o 61 + (1-0) 60 ,

K

avec o = | (KC) £ b.

D'aprés 2.3 (ii), on a donc, en notant A la transformée de Cramer de Vv ,

@) Pz ¢0) se ™

D'aprés 2.6 (2), pour € € :]O, 1[ , on sait que

1-0

A(e) =¢ log-g— + (1-g) log

Prenons bP < €, de sorte que 0 b < EP , et ep < ~;:- , ce qui

P P
€ 1 1
entraine A (ep) > € log _bp_ + —— log 55—
P
1 ep i i
—— >, —ee— ©o— 3
Imposons 5 EP log 5 > log 5 pour obtenir
P
i £
A (ep) 25 ep log -T)L ,» ce qui, griace & (2), démontre (1).
P

Soit maintenant C = (1 @ , de sorte que C est un compact de ’m;l a@).
p>l
On aura, d'apraés (1),

b 1/2 ne
P

P(Z ¢£0C) < P(Z ¢£6) < (—=E-)
n pgl SR ¢ pgl p

u2p/€p

I1 suffit de poser bp = Ep avec 0 < u < 1/2 pour garantir

P (Zn £C) & z WP L2 u , ce qui prouve le lemme.

p2l
7.5. Théor8me (d'apr&s Donsker-Varadhan DS] }. Soit E un Banach sé&parable
et | une probabilité sur E telle que IE esl ‘XH du(x) soit fini pour tout

s € R.
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Alors pour toute partie borélienne A de E on a

A @ slin —S—1logP (R €4) < Tim ——log? (X € &) < - A (B
——n_>+°° n n 400 n 1}

ol A est la fonctionnelle de Cramer associée & U. De plus,

{x €E | A ) € b} est compact pour tout b positif fini,

Preuve : soit v la loi commune des l[anl. Posons m = IKR x dv (x). Montrons

1'existence d'une fonction £ continue convexe sur |0, + WE telle que

p
(1) f(x) =0 pour 0<£x<m
{ 1im_.M._=+oo
x>0 X
f;w eSf(X) dv (x) est fini pour s < 1

\

Comme U est finie en tout point de R par hypothése, il suffit d'aprés la

proposition 2.7 de prendre f(x) XV (x) pour x € En, + o[ , ol Xv

est la transformée de Cramer de v, et £ (x) = 0 pour x € [b, qﬂ.

Gardons les notations de 7.3, 7.4. On a

1 -1 Ae(a)

P(z £G (f,a) =P [—-—- (£ (HXIH) + ..+ f (Hxnil)) >a] $e

n

ol Ae est la transformée de Cramer de la loi O de £ (IlXiff). D'aprés (1),
Al

O (s) est fini au voisinage de O , et donc (proposition 2.7) A@ (a) tend
vers + © quand a tend vers + » . Pour tout A > 0, il existe donc a

A
~nA
P (Zn ¢ G (f, aA)) Le .

tel que

Soit alors K, = CA ne (£, aA) , ou C

A est le compact de Ms. (B)

A i

défini en 7.4. D'aprds 7.4 et 1'inégalité précédente, on a
P (Zn i.Ka) <2 e_nA pour n > N (A). De plus (cf. 7.3) K, est un compact
de qul (E) sur lequel l'application barycentre : m + b (m) est définie

et continue. Par suite 1'image LA de KA par b est un compact de E et
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- -nA
P(X £L) =P (b () &b K <SP (2 €K)s2e

pour n > N(A). Une application de 6.1 et 4.7 achéve la preuve.

8. GRANDES DEVIATIONS DES LOIS EMPIRIQUES. THEQOREME DE SANOV

8.1. Information de Kullback : soit ' un espace topologique polonais. Soient

T et v deux probabilités sur la tribu borélienne 5 (T) de T . Définissons

1'information de v par rapport i 7 (cf. Kullback [28] ) par

In (V) =+ = si v n'est pas absolument continue par rapport & T
I (W) = [, £x) log £(x) dr (x) , avec £(x) = —— (x)
m T ’ dm

si v est absolument continue par rapport & . On définit ainsi une fonction-
nelle I : /ﬂbl T — [o, + %ﬂ , ol 47@1 (T) est 1'espace des proba-
bilités sur JID (I'). Dans la suite q?b] () est muni de la topologie de

la convergence &troite (cf. 7.1). Pour les propriétés &lémentaires de Iﬂ
nous renvoyons a Kullback [2@] . Notons que d'un point de vue heuristique,

I, (V) est d'autant plus grand que Vv est plus "€loignée" de m . En parti-

culier, on a Iﬂ (V) = 0 si et seulement si v = 7 .

8.2. Théoréme (Sanov [%3] Donsker-Varadhan [}5] Bahadur-Zabell [:i] )
Soit T une probabilité sur un espace topologique polonais I' (noter que
I' n'est pas supposé &tre un espace vectoriel !). Soit Xn une suite de v.a.
indépendantes, de méme loi w, 3 valeurs dans I' . Soit
1

1 . .. - .
Z =— éx AT S SX la loi empirique de 1'&chantillon X

' o . R Xn'
n

Pour toute partie borélienne A de qul () on a
- . 1 —— 1 "
I (4) & lim —— log P (Z € A) < lin —r-l-—logP(Zn€A)\<—-Iﬂ (a)
n>++o N>+

od I (A) = inf I (V).
n veA T
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Pour toute union finie A d'ouverts convexes de Mb. (I), on a

i
L. 1
-~ Iﬂ (A) = lim —— log P (Zn € A)
e

Enfin, si U est la loi de 6x , (considérée comme probabilité sur 1l'espace
1
vectoriel E = ML (I)) la transformée de Cramer A de N coincide avec I1T

sur “ﬂol (T) et vaut + » sur (ML) - fn@] (T)). De plus

{x € E I A(x) £ b} est un compact pour tout b positif fimi.

Preuve : l'espace vectoriel E = ML(T) des mesures bornées sur I’ est muni

de la convergence étroite (cf. 7.1). Les v.a. Yn = 6X sont indépendantes,
n

a valeurs dans E, de méme loi |, portée par le convexe fermé F = 4761 .
De plus Zn = ?;. Les hypothé&ses topologiques 3.2 sont vérifiées pour le

couple (E, ¥) comme on 1'a vu en 3.5.

D'aprés le lemme 7.4, il existe pour tout a > O un compact Ca de F

-na

tel que P (?; ¢ Ca) L e . Le lemme 6.1 fournit alors la majoration de

£ 1im log P (Z_ € A) par - A (&) ; et la proposition 4.7 donne la
n n

minoration analogue par - A (Z) , oi A est la fonctionnelle de Cramer
associ@e 3 U. Pour prouver le théoréme de Sanov, il suffit donc de montrer
que la transformée de Cramer A de U coincide avec I, sur qul (I et

vaut + % sur le complémentaire de ’ﬂ%l ).

Ce dernier point se déduit de 5.5, car QTGI (I') contient 1'enveloppe

convexe fermée de support de Y. Reste A comparer XA et I1T sur 4761 (r).
Pour v € qml (I'), on a d'aprés 5.3, et puisque E' = C (T) (i.e. fonctions

continues bornées)

A (V) = Sup [<£,v>~-logh (£)]
fec

Par construction, on a pour f € C (I)

ﬁ (£) = I’“b (T) exp (< £, T>) du (1) = IF ef(x) dmr (%)
1



d'od

A ) = sup [L £ av () - log [} E® 4
£ec(l)

Supposons d4'abord ITr (v) fini. Alors v est absolument continue par

rapport 4 T ; soit g = —%%— . L'inégalité de Jensen donne pour £ € C ()

exp [Ir (f - log (&) l{g > o} 897 } < frexp (f - log(g)) I{g>0} 8 dm

d'ol
£
fF fgdr - fT g log (g) l{g>0} dan K log IF e’ dm
c'est-a-dire

£
fT fdv - log fT e dm < IF g log (g) dm = I1T v)

Comme le sup du premier membre, quand f décrit € (I'), vaut A (V), on obtient

A (V) & ITr (v), inégalité qui reste trivialement vraie si ITr (V) = + @

Inversement, supposons que A (V) < + @ | de sorte que

(N Jpeav -log [oefdr < A (W< + =, pour £ €C (D)

Soit (p unme fonction mesurable borne. Sa restriction & des compacts bien
choisis, de v-mesure et T-mesure arbitrairement proches de 1, est continue

(th. de Lusin) ; par passage 3 la limite on voit donc que (1) reste valable

pour £ = (.

Appliquons alors (1) 3 f = n 1, oli A est une partie T-négligeable de T,

A
pour obtenir nv (A) <& X (V) pour tout n , ce qui entralme v (A) = O.

dv
dr  °

Ainsi v est absolument continue par rapport & 7. Posons g =
Si log g était bornée, en appliquant (1) & log (g) on aurait

fr log (g) dv - log fr ar £ A (V)

c'est-a-dire exactement I (V) £ X (v). Quand log (g) n'est pas bornée

on approche (péniblement !) log {g) par des fonctions mesurables bornées
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pour obtenir le méme résultat (voir Donsker~Varadhan [}é]) ce qui donne

finalement I = A sur ’nbl ).

8.3. Aspects des transformées de Cramer en dimension infinie

I la transformée de Cramer de

"

(1) Nous venons de calculer A S

.= loi de 8§  , probabilité sur E = ML (I') portée par le fermé qul I ).
n

En particulier (cf., 8.1), on aura A (V) = + ® gi Vv £ QTB} (T) et n'est

f

pas absolument continue par rapport 3 T = loi de Xn . L'ensemble des

v € E tels que X (V) = + « est donc dense dans E.

Le méme argument montre que si Su est 1'enveloppe convexe fermée du

support de u, l'ensemble des v € Su telles que A (V) = + © est encore

dense dans S_.

Les deux propriétés précédentes seront encore vraies dans tous les
exemples explicites de transformées de Cramer en dimension infinie
étudiés dans la suite. Par contre elles sont fausses en dimension finie

(cf. § 9).

(2) Dans tous les cas décrits par les théorémes 6.2, 6.3, 6.4, 7.5, 8.2

la transformée de Cramer A de U est telle que {x € E I AL b}

soit compact pour tout b positif fini. Ce résultat, chaque fois obtenu

par application du lemme 6.1 (existence de compacts Ka tels que

P (§£ ¢ K) < e ™)  est utile pour certaines applicationms.

En effet, les résultats & la Cramer—Chernoff se transportent formelle-
ment assez bien par des applications £ : E » G "3 peu pré&s" continues ;
on en verra plusieurs exemples dans la suite de notre exposé. Mais le
passage du formel au rigoureux est fortement 1i€ & la proprié&té de compa-

cité (2) de A. Le cas oii £ est linBaire est abordé dans Bahadur-Zabell [7] H
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nous renvoyons aux chapitres sur les processus gaussiens et les diffusions

pour des applications oii £ n'est pas linfaire.

9. BOTANIQUE DES TRANSFORMEES DE CRAMER SUR [R][c

Il est suggéré au lecteur méticuleux de ne pas lire les démonstrations
un peu techniques des résultats du § 9, qui utilisent en grande partie un
texte de Rockafellar [42] sur les fonctions convexes en dualité., Le cBté
descriptif des résultats est par contre utile pour avoir une idée de 1'allure

et du calcul des transformées de Cramer sur [Rk.

k
9.1. Hypothé&ses : dans tout ce paragraphe, on suppose que E = R~ et que

U est une probabilité sur E telle que f fx{ du (x) soit fini. On suppose

E
(sans perdre de généralité en fait) qu'aucun sous espace affine strict de

k ~ . .
[R™ ne porte u. Dans les démonstrations, on prendra toujours

fE x du (x) = 0.

9.2. Fonctions comnvexes en dualité : considérons la famille J des fonctions

k . . .. .
m: R —>]— o, + °°j , qui sont convexes, s.c.i. et finies en au moins

un point de ].'Rk . A toute fonction medF on peut associer n* € & par

(1) ¥ (x) = sup [< t, X > - m(t):l x € le

te le
et on a toujours
@) @y =m
Nous renvoyons & Rockafellar [4@ pour une preuve de ces résultats (dans

la terminclogie de @2] , les fonctions de F sont appelées "proper,

closed, convex functions').

Dans la littérature, la dualité m-—m* est parfois appelée dualité de
Fenchel, ou dualité de Young. Elle est aussi trés proche de la dualité de

Legendre, que nous rappelons ci-dessous.
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Pour revenir au contexte qui nous concerne ici, sous l'hypothése 9.1,
. ~ s . s
la fonction m (t) = log U (t) est dans 3’/ , et d'aprés le théoréme 5.3,

la transformée de Cramer X de 1 s'écrit
*
(3) X = (log 1)

D'aprés (2), on voit que la correspondance entre A et U est biunivoque.

Pour toute fonction f €.F posons
k . ..
(4) Df = {t € R | f (t) soit fml}

. - 3 o~
Les hypothéses 9.1 entralnent la convexité stricte de m = log W sur Dm.
La fonction m est alors '"essentially strictly convex" au sens de [:42]

1"

D'aprés [&2:] il en résulte que X = m" est "essentially smooth" au sens

de [42:} , ce gqui s'Bnonce explicitement comme suit.

9.3. Proposition (corollaire de Rockafellar [42] ) : sous l'hypothdse 9.1,
1'ensemble D>\ = {X € ka [ A(x) fini} est d'intérieur non vide ; la fonc-
tion A est différentiable 3 1'int8rieur de Dy s de plus si y est sur la
frontidre de Dy , ona lim [IX'(x)]]= + © quand x tend vers y en restant

dans 1'intérieur de D}\'

9.4. Dualité de Legendre : soit f une fonction différentigble sur un ouvert
k . .. . .
C de [R. Supposons que f' soit une bijection de C sur une partie D de (Rk.

Appelons, avec Rockafellar @2] , dual de Legendre du couple (C, f)

le couple (D, g) oi g : D> R est définie pour x € D par

g (x) =<2z, x>-1£ (2)
£'(z) = x , zecC
La transformation de Legendre intervient par exemple en mécanique ou en

calcul des variations (cf. Courant-Hilbert D 2] ).
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9.5. Proposition (corollaire de Rockafellar [:42:{ ) : soit Y une probabilité
sur ERk vérifiant 9.1. Supposons de plus a (t) finie sur un ouvert non vide
de E = [Rk. Alors (notation (4)), la fonction m (t) = log ﬁ (t) est continue—
ment différentiable sur Bm , et la transformée de Legendre du couple

(Bm , m) s'écrit (D, A), oli A est la transformée de Cramer de Y et

o
D=m' (Dm) est un ouvert contenu dans DA’ En particulier on a, pour tout

x €D
(5) }\(x)=<z,x>—logﬁ(z)
9t _ , o
_— (z) = x , z unique solution dans Dm
H

et A est continuement différentiable sur D.

-4
Preuve : On applique un résultat de [42] au couple (Dm , m), résultat

c [
valable pour m € ¥ R Dm # ¢ et m continuement différentiable sur Dm.

9.6. Le cadre adéquat en dualité de Legendre : soit Y une probabilité sur

k . ~ . .
R™ , telle que | ne soit portée par aucun sous espace affine strict de

[Rk. Supposons de plus que §i (t) est finie sur un ouvert non vide de [Rk.

La fonction m (t) = log ﬁ (t) est alors continuement différentiable

3
sur Dm . Supposons enfin que pour u sur la frontiére de Dm , on a

~
¥ -3
im || —g\——(t—)—l] = + © quand t ~ u en restant dans D .
H (0 "

Dans ces conditions m est "essentially smooth" au sens de BZ] .
. 3 3 . - L3 - P o~
Remarquons que cette situation est trivialement réalisée d&s que | (t) est

o k . . s
finie pour tout t € [R . Il existe cependant des cas ol ﬁ est finie sur un

~
1
ouvert non vide tandis que la condition sur ———}i—gf-z- n'est pas vérifiée ;
W (t)
ainsi sur R 1a mesure définie par dyu (x) =C e X! S E— dx

1 + Ixfz

est un exemple de cette situation. Dans ce cas d'ailleurs la transformée de

Cramer de U n'est pas strictement convexe.
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Sous 1'hypothése 9.6, on montre que (cf @2] )} la transformation de
©
Legendre permet de passer non seulement de (Dm , m) & (D, A), mals aussi
de (D, A) & (Bm , m). De plus on peut alors décrire D et Dk assez explici—-

tement a partir de Y, par le résultat suivant.

9.7. Proposition : Soit U une probabilité sur mk vérifiant 1'hypothése 9.6.
Soit Su 1'enveloppe convexe fermée du support de U et soit
DA = {x € U¥( { A (%) fini} , oi A est la transformée de Cramer de u. Les

propriétés suivantes sont aglors vérifiées

o o —
(6) SU=D>\ c D>\=Su
(7 A est continuement différentiable et strictement convexe sur
© o
5, =D,
~, o
(8 L'application t - E (t) est un difféomorphisme de Dm
U

o
sur DA . De plus pour tout x € BA , O a

~
A(x) =<z, x>~1logy (z), oi z est 1'unique solution dans
~

< ]
b de 1'équation -—— (2) = x
u
$)] Pour tout y sur la frontire de Dy , on a
lim ||A" (x)]] = + © quand x + y en restant dans D

3t
u. °
Preuve : D'aprés 9.5, le dual de Legendre du couple (Dm , m) est (D, A) ,
o
oi D =m' (Dm). Gri3ce a4 1l'hypoth&se 9.6, on a simultanément {m "essentially

smooth” au sens de [42]} et {m différentiable sur Bm } 5 dlapres [42] ,

ces propriétés impliquent que le couple dual (D, A) vérifie D = D, -

Montrons que cet ensemble n'est autre que gu. On sait déja (lemme 5.4(5))
< T
que DA [l Su , et donc que D = Dk est contenu dans Su . Supposons 1l'existence
o
de w € Su tel que w &€ D. Alors il existe un vecteur t € ﬂg‘ tel que

v =<t, w> n'appartiemne pas 3t (D) = {<t, x> | x €D}

o
(car D = DA est convexe).
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[+]
Puisque D = m' (Dm) , 1'ensemble t (D) contient tous les points de la

<u,x> ° .
forme ;I—-—Ik <t, x e ¥ du (x) ol u e D . Appliquons ce
u (u)

R

° -
résultat 34 tous les points u de D[n de la forme u = s t avec s € R (il
est facile de voir que de tels points existent en utilisant les hypothéses

sur U et la convention f x du (x) = 0).

/~
En posant v = t () = probabilité sur R, n (s) = v (s) pour s € R,

D, = {s € R 1 n (8) fini} R A =nt (f)n) , on conclut que t (D) contient A.

[ (-]
La relation D = Dy déja démontrée plus haut, fournit A = DY oli ¥ est la

transformée de Cramer de V sur [R. Puisque v & t (D) et A < t (D),

o
on adonc v ¢ D

.
o o
D'autre part, il est facile de voir que St(u) =t (Su) et donc

o
v =< t, w > appartient 2 S\) . Or sur R, on a déji démontré (cf. propo-

©°

o
sition 2.7 (5)) que S\) = DY , ce qui contredit 1l'existence de

o o
v € (S\) - DY) , et donc l'existence de w. On a ainsi prouvé par 1'absurde

que su = D)\ .

k e . . °
Pour tout convexe C de R d'intérieur non vide, on sait que C et C

-~ - - o 2 -
ont méme adhérence. Les relations Su = D)\ < D)\ [t Sll entrainent alors

1

— o
D}\ = D)\ = SU = SU » ce quil achéve la preuve de (6).

La propriété (7) résulte alors de (9.5). D'aprés les résultats de [:42]
sur la dualité de Legendre dans le cadre envisagé ici, 1'application
t > m'(t) est une bijection de Bm sur D = m' (f)m) , donc sur ]‘Z.))\ .
Cette bijection est un difféomorphisme (théordme des fonctions implicites),

grice & 1l'hypothé&se 9.1 sur Y. Le reste de l'assertion (8) se déduit alors

de 9.5 (5) tandis que (9) résulte de 9.3.
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Nous remvoyons & Azencott-Ruget E3] et Bahadur-Zabell {? ] pour
des compléments sur les transformées de Cramer en dimension finie. Dans
[3] est abordée 1'étude des propriétés de continuité de ku (x) comme
fonction du couple (x, u) et de robustesse de la loi des grandes déviatioms,
ainsi que 1l'allure de A au bord de SU . Dans [7] on trouvera quelques

exemples sur les pathologies du comportement de A au bord de S .



CHAPITRE II

APPLICATIONS AUX MESURES GAUSSIENNES ET AUX PROCESSUS GAUSSIENS

1.

1.3

Transformées de Cramer des mesures gaussiennes sur les espaces

de Banach :

Définition : Soit E un espace de Banach séparable.

Une probabilité u sur la tribu borélienne .B(E) de E est dite
gaussienne si pour toute forme linéaire continue t : E » R, t{(w)
est une loi gaussienne sur [R. Si de plus t{y) est centrée pour
tout t €E', nous disons que p est centrée.

Théoréme (Skorokhod [48] Fernique [22]) Si u est une probabilité
gaussienne sur un Banach séparable, alors j es| IXH du(x) est fini

E

pour tout s & R. En particulier 1'intégrale J| | x| |2du(x) est finie.
E

Preuve : Nous renvoyons 3 Kuo [29]

Covariance et espace de Hilbert associé :

Notons E' le dual de E, et <t,x> le produit scalaire de t € E’
par x€ E. Définissons, lorsque u est centrée, la

covariance K : E' x E' >R de u par

K(s,t) =J <8,x> <t,x> du(x) par s,t € EF

comme [K(s,t)]| s ? Ml 1lel] avec 2 =[ Hx”zdu(x),

l'application K est bilindaire continue sur E' x E' ; de plus
K(t,t) > 0 pour tout t€ E'.

Classiquement (cf., Kuo [29], Bahadur-Zabell [ 71]), on plonge
E' dans un espace de Hilbert H de la fagon suivante

a3 tout t & E' on associe la v,a, gaussienne Zt : E - MR,
définie sur 1'espace de probabilité (E,R(E), W par

Zt(x) = <t,x>. Soit H la fermeture dans L2(E,3(E) ,U) de 1l'espace

vectoriel {Zt, t€ E'}.
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L'application Z : E' + H est linéaire continue et d'image
dense, De plus si on note [v,w} le produit scalaire dans
LZ(E' B ® ,1) et donc dans H, on a

K (s,t) = [:Zs,Zt:l pour s,t € E'

Remarquons que si vé& LZ(E,\B(E),u) on a

[1x]] |vx)|du(x) < cflv]] avec ¢ = f] | x| Izdu(x) .
J; LZ(EoU) !

La formule Sv = f x v{x)du(x) définit donc un opérateur linéaire
E

continu S : LZ(E,JS(E),u) + E. Par construction on a

IZs(x) v(x) du(x) = [<s,x> v(x) du(x) = <s, I x v(x)du(x)>

et donc

[Zt,v = <t,Sv> pour t € E', vE LZ(E,u)
ce qui prouve que la restriction de S 3 H est injective.

Ainsi étant donnée une probabilité gaussienne u sur un Banach
séparable E, on peut lui associer un espace de Hilbert séparable
H (ol le produit scalaire est noté ["'JH)’ une injection linéaire
continue $ : H -+ E, une application linfaire continue (d'image
dense) Z : E' » H telles que

[Zt’vjﬂ = <t ,Sv> pour t& E', v€E H

[Zt,Zs:]H = K(t,s) pour t,s € E'
oli K(t,s) est la covariance de yu.
Proposition (d'apr&s Bahadur-Zabell [ 71) Soit y une probabilité
gaussienne centrée sur l'espace de Banach séparable E. Soient H un
espace de Hilbert et S : H» E une injection linéaire continue
associées 4 U comme en 1.4, Alors la transformée de Cramer A de y

est donnée par
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A =5 |5 x| si x € SH

A(x) si x € (E - SH).

i
+
8

De plus S est un operateur compact.

Preuve : La transformée de Laplace {i(t) s'dcrit
<t ,x>
fict) = Ie ©* qu(x) = Efexp(2t)]
E

ol Zt est la v.a. gaussienne de L2(E,u) définie en 1.3. On a

—;-var(Zt) = %K(t,t) olt K est la covariance de U.
Le Th.5.3 Ch.I, fournit alers

donc logfi(t) =

(1) A(x) = sup E<t,x> - -;— K(t,t)] pour X € E ce qui devient en
tEE'

tenant compte de 1.4

(2) A(x) = sup | <t,x> - i sz 12
CGE’[ 2 H]

Soit x fixé dans E, tel que A(x) soit fini. Pour tout t dans
le noyau ker(Z) de Z et tout réel a, on a d'aprés (2),
A(x) 3 a <t,x> ce qui force <t,x» = 0. Soit im(Z) l'image de Z.
La remarque qui vient d'€tre faite prouve l'existence d'une
application linéaire g : im(Z) - R bien définie (mais pas
nécessairement continue & priori) telle que g(Zt) = <t,x> pour
tout t € B',

Toujours d'aprés (2), on a

g | s 260 + 3 |lvllg .+ pour vE im@

de sorte que g est bornée sur 1l'intersection de im(Z) avec la boule

unité de H. Comme im{Z) est dense dans H, g se prolonge de fagon

unique en une forme linéaire continue sur H. Par suite, il existe
w€& H tel que g(v) = [v,ij pour tout v € H.

En particulier 1.4 entralne

<t,x> = g(Zt) = EZt,w]H = <t,Sws> , pour tout t € E'

ce qul prouve X = Sw et donc x & SH.
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Inversement soit x€ SH et &crivons X = Sw avec w € H.

La formule (2) et 1.4 donnent alors

Ax) = sup { [zt,w]. - 4 |zt 2,
tEE' [eendy = 2 Mleelly

d'ol, puisque im(Z) est dense dans H

AMx) = sup { |v,w - l-[IV||2 }
vEH [ ]H 2 H

Pour }lvi[H = a fixé, le sup. de [V, W]H est atteint et vaut
a [IWIIH. Comme le sup. de (atfwifﬁ - % az) pour a 2 0 vaut

|57 x| 2

y et en particulier

H1wl|%, on obtient AG) = | |w]|% = &
A(x) est fini, ce qui achéve la détermination de A.

Le calcul de A montre aussi que l'image par S de la boule
unité de Hest { xX€EE | A(x) £ 1 } ; ce dernier ensemble est
compact (e¢f. th. 7.5 ch. I) et S est donc un opérateur compact

(on retrouve ici un résultat classique sur les mesures gaussiennes

voir Kuo [29]).

Théoréme : Soit U une probabilité gaussienne centrée sur un
Banach séparable E. Soit X : Q -~ E une variable aléatoire de loi u.
Soit A la fonctionnelle de Cramer associée 3 u (def. ch.I). Pour
toute partie boréliemne A de E, on a

[e] o
- AR) < lim £21log P(eXE A)  Tim c’log P(eX € A) & - AE
£ >0 £ =+ 0

Note bibliographique : Des résultats de ce type ont &té obtenus,

sous des formes moins générales, par Ventcell et Freidlin [521 [23]
dans le cas oli E est un espace de Hilbert ainsi que lorsque E est
1'espace des fonctions continues sur [0,1] . Comme on le verra
plus loin, la prop. 1.6 contient un résultat sur la queue des

mesures gaussiennes, démontré a 1'aide de théorémes & la Cramer-

Chernoff par Donsker-Varadhan [15].
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Preuve Soit ee]o,x[ . Soit n(e) l'entier positif défini par

. 1 < 2 i e
l'inégalité YOI g < e On peut alors écrire :
b(e) 2 2

(n € =

avec 1 - €7 € b7(eg) £ 1.

/n(g)
Soient XP ¢t 2> E une suite de v.a. indépendantes de loi u.
Comme u est gaussienne centrée, la moyenne normalisée vp ‘i’p a meme
loi que X pour tout p,
Par consé&quent on a

(2) P(XE M = R(/® X € n =E € -b-%-e-) )

Posons = { x€E | x =ay, 22>a>» 1, yE A }. Par
définition de A on peut écrire, en remarquant (prop. 1.6) que la
transformée de Cramer )\ de u vérifie A(ax) = az)\(x) par tout

a€R, x€E,

(3 A = inf A(®) = inf_ inf _a’A(y) = inf_A(y) = ACD)
x€T yE€X a€ly,7] yER

D'autre part E-%E)A est contenu dans l'ensemble fermé I pour €

assez petit. Comme lim n(€) = + =, le th. 7.5 ch. I entrafne
g>o

— 1 - 1 —— ] -
lim = log P(X € = A & lim =logP(X €T) € - AD)
ero n{e) n(e)  b(g) o b B n

c'est a dire d'aprés (1) (2) et (3)

Tin e log P(eX € &) < - A(D).
£+0
o
Soit x € A . Il existe un voisinage ouvert convexe V de x

. . i
tel que pour € assez petit on ait V < E’(’E) A

D'aprés le th. 7.5 ch., I, on a donc

2
, 2 . bT(e) =
lim €” log P(eX€ A) » lin _...§L. log P(X € V) == AMV) 2 - A(x)
“8% Ej;*g n(e n(e)
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o
Prenons le sup. du dernier terme pour x € A pour obtenir

8]
lin € log P(eX € A) » - A(A) , ce qui termine la preuve de 1.6.
€30

Corollaire (d'aprés Donsker-Varadhan [15]) : Soit u une
probabilité gaussienne centrée sur un Banach séparable E. Soit A
sa transformée de Cramer et K sa covariance.

Les nombres a = inf {A(x) | x€ E, [|x]] =1} et

b =sup { k(t,t) | t€ E’, ||t]]| = 1 } sont alors finis, strictement

positifs et on a

. 1 1

lim = logu { x€E | ||x]| 2R} =-a = - —=

R0 R2 . 20
Preuwve : Soit B={ x€E | ||x|| » 1} . La relation

Afox) = ccz A(x) pour ¢ €& R, x € E donne

A(B) = inf A(x) = inf  inf o A(y) = a

x € B Hyll=1 oz
o 2
A(B) = inf inf o A(y) = a
[y[l=1 o>1
Comme B est fermé, le th. 1.6 montre que (en notant X une

v.a. a valeurs dans E, de loi )

lim li' logu {x€E | ||x|]] 2R} = lim —1-2- log P(-;—XGZB) = -a
R»+x R Rr+0 R
Reste & comparer a et 1/2b.

La formule 1.5 (1) donne pour x€ E, t € E', 1:€CR+

Ax) > r <t, x> —-;_- r2 K(t,t)
Soit x fix& dans E, avec ||x|]| = 1. Choisissons t € E' tel que
HCOH = 1 et <to, x> = 1, ce qui est possible grdce au th. de

Hahn-Banach,
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On obtient

1 1

|2
> - D era—————— —
Az osup, [ - gr” Re e )] 2K(t ,t ) 7 7%

re€R
pour tout x tel que |]x]| = 1, c’est a dire a » %F .
Soit maintenant t € E' tel que ||t]|] = 1. La forme linéaire

t : E » R vérifie
e [, +e[cB={x€E | ||x]] 1}

Soit Xn : 2~ E une suite de v.a. de loi u, indépendantes,

Les moyennes Xn et t(Xn) des echantillons X ... Xn et t(Xl)... t(Xn)

1

vérifient P(t(Xn)EZ [1, +w[) < P(inél‘B). Passons au logarithme et

faisons tendre n vers +® pour obtenir, en notant xt( ) la transformée
o

de Cramer de t(u),

] =" = - o - -
- ZK(t,t; a Xt(u) (1 = At(u) [I: + [S A(B) a

L'inégalité > a pour tout t€ E' de norme ! entraine

1
2R{(t,t)

1 . 1
5 7 &, et finalement 55 < a.

Comme K est bilinéaire continue (cf. 1.3), le nombre b est
fini et donc a est strictement positif. Le calcul de ) montre que

a est fini et donc que b est strictement positif,

Nous verrons dans les paragraphes suivants des situations

oli on peut calculer plus explicitement la fonction A et le nombre a.

Cas particulier des espaces de Hilbert :

Notations et hypothéses : Soit E un espace de Hilbert séparable

et U une probabilité gaussienne {centrée) sur D (E)., Oonaki'= E,
et on sait (cf., Kuo [29] Badrikian [ 41) que la covariance K(s,t)

s'écrit
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K(s,t) = <s,I't> = <I's,t> s,t € E
o I's E» E est un opérateur linéaire continu, self-adjeint,

positif, et & trace finie. Cecl équivant & dire qu'il existe une

base orthonormale e de E et des nombres positifs pn tels que

400
z Py soit fini, vBrifiant
n=]
+00
T'x = <xX,e_>
ngl e > e, xe E

On notera vI 1'unique racine carrée self adjointe de T,
définie par
400
T x = 2 <x,en> /En e x € E

n
n=j

On notera H 1'adhérence de I'(E) , N le noyau de I'. Il est &vident

que H est l'orthogonal de N dans E, et que N, H sont aussi le
noyau et 1l'adherence de 1l'image de YT. En particulier la

réstriction de /T au sous espace fermé H est injective, et on a

VI(E) = V/I(H).

Proposition Soit U une probabilité gaussienne (centrée) sur
1'espace de Hilbert séparable E. Soit I' : E » E l'opérateur de
covariance associé 3 u et soit H l'orthogonal dans E du noyau de I.
Soit S la restriction de vT a H, de sorte que S : H > E est
injectif et envoie H sur /f(E). Alors la transformée de Cramer

A de U est donnée par

AMx) = 31: HS_lx} 12 pour x € /T(E)
A(x) = + o pour x$ ﬁ(E)
Preuve : Pour tout s € E' = E posons Zs = /I's. Puisque /T laisse

H invariant et vérifie v/T(E) = H on voit que Z : E' » H est un
opérateur lindaire continu d'image dense, tandis que § : H » E est

injectif,
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Les relations 1.4 du paragraphe | entre K, S et Z sont
trivialement vraies. Il ne reste plus qu'a appliquer la prop. !.5,

en notant que S(H) = VT(E).

Application aux processus gaussiens :

Hypothéses et notations : Soit Xs : D >R, s 6.[0,1] un processus

aléatoire gaussien, centré. Nous supposerons que le processus

(Xs) est presque siirement 3 trajectoires continues,

La covariance p du processus

p(s,u) =é X (@) X () dP(w) , s,u€ [0,1]

est alors continue en (s,u).
Rappelons d'ailleurs (cf. Fernique [ 22]) que si p est assez

régulidre (par exemple holderienne d'ordre o > 0, ce que s'écrit

lo(s,u) = p(s',u"]| ¢ cte[_[s-s‘]d + ]u—u'laj,
pour s, s', u, u'€ BLI] ), alors le processus (Xs) admet une
version i trajectoires presque slirement continues.

Nous pouvons toujours, dés que le processus (XS) admet une

version 3 trajectories p.s. continues, en déduire unme version du

processus qui soit & trajectoires slirement continues. On obtient

ainsi une application mesurable X : { - C [b,lw , ol Cl0,1] est

1'espace des fonctions continues sur [p,lj muni de sa tribu

borélienne et ol X(w) est la fonction qui 3 s € [0,1:[ associe Xs(w).
Soit W l'image de la probabilité P (donnée sur §) par

1'application X. Alors u est une probabilité gaussienne centrée sur

(E,;EB(E)), oii E est C[0,1] muni de sa structure d'espace de Banach

géparable usuelle,
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En effet E' est l'espace des mesures de Radon bornées sur
{0,1] ; pour tout W€ E', la v.a, Z7r : E » R définie par

Zm(f) = <m,f> = [ _ £(s)dn(s), fekE
[0.1]

a méme loi (lorsque E est muni de la probabilité u) que la v.a.

Y = Q>R définie par Y(w) = S Xs(w) dm(s)
[0,11

Par suite, la mesure image de Jt par toute forme linéaire continue
est gaussienne centrée, et P est bien gaussienne centrée.

La covariance K de Y est donnée par

R(m,n) = cov[ S _X.dm(s), S _Xdn(s)] = _/_p(s,t)dm(s)dn(t)
] o] [0, (01 ]

Proposition (d'apré&s Donsker-Varadhan [15])

Soit XS : 0 > R un procesus gaussien centré 3 trajectoires presque

sGrement continues, de covariance p(s,t), s,t € [0,1] » Posons

b = sup p(s,s). Alors on a
se[o,1]
. 1 1
lim = logP{ sup [X|3>r}=- =
T r2 s€[:0,l:] s 7 2b

Preuve : D'aprés le cor.l.7, il suffit de vérifier que, E'
désignant l'espace des mesures bornées sur [0 I:I .
sup {K(nyn) | n€ E' [|n||=1} =D
Premons n € E',elleque |[[n|| = 1. On peut ecrire
no=n" =07, A=nten, et |lF]] = ]In]] =1

d'oll en notant J = [0,1]

R(,n) = [y 5 p(s,t)dn(s)dn(e) < [ ; |o(s,t) |dfi(s)dn(e)
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La fonction p étant définie positive, on a p(s,t)2 < p(s,s)plt,t),
et donc sup fp(s,t)i = b, ce qui démontre K(n,n) < b. Dlautre
s,t€.]
part, par compacité, il existe s € J tel que p(s,s) = b, ce qui

donne K(ds,és) = b et achéve la preuve.

3.3 Remarque : Si le processus gaussien (X ) est i trajectoires
q P us gaussien ( s) ]
presque surement dans Lp[p,l], avec p » |, le méme résultat 1.7
montre que

lim l} log P {(f; |x |P ds))/P > r}
4 1 S

existe, mais le calcul de cette limite & partir de p n'est pas

possible "explicitement" en général.

3.4 Proposition : (ré&sultats analogues dans Ventcell [52} et Freidlin[Zﬂ):
Soit XS : @~ R un processus gaussien centré continu sur
1'intervalle [Q,l], de covariance p(s,u). Définissons un opérateur
R de Lz[p 11 dans L2[0,1] pour Rf(s) = [ . 1]p(s,u)f(u)du. Alors
R est & valeurs dans C[O 1], self—adjoingi’positif, compact, et 3
trace finie. Soit H l'orthogonal dans Lz[b,lj du noyau de R.
Soit S la restriction & H de l'opérateur vR, de sorte que
S: H~» Lz[p,i] est injectif et envoie H §2£_¢§(L2[§ ih.
Soit u la probabilité gaussienne sur C [p,l] associée au
processus (Xs> comme en 2,1. La transformée de Cramer A de | est

donnée par les formules suivantes (oi £ GLCEO,G)

a(E)

1 1a=ler(2 ‘
AL fHL;@Tﬂ si £€ VR,[o,1])

A(E)

+ @ siféy@a?@,ﬂ)

La démonstration va utiliser le lemme suyivant :
3.5 Lemme : Soient C et L deux espaces de Banach séparables ; soit u
une probabilité gaussienne centrée sur C. Supposons qu'il existe
une injection continue 1 de C dans L. Alors les transformées de

Cramer des mesures U et i(u) sont liées par la relation
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AN Aot

. L% * * . . .
Preuve : Soit i ¢ L > € 1l'application duale de i.
Posons v = i(u). La définition 1.3 des covariances montre
immédiatement que
. % .k *
K\)(s,t) = Ku(l s, 1 t) pour s,t€ L
. f e . P *
Comme i est injective, i (L ) est dense dans C , et la formule

1.5 (1) donne, pour X € C

- -1
)\u(x) . Es:ug*t}t,}o 3 Ku(t,c)]
= sup, [<i"(s) 0 - & K G(s), ()]
s &€ L
= sup*[<s, i(x)> - -21- K (s,s)]
s € L v

clest a dire )\u(x) = )\v(i(x)).

Preuve de la prop. 3.4 : Prenons C = C[:O,l] et L = LZ[O,I:];
appliquons le résultat précédent en appelant i l'injection
naturelle de C dans L. Pour fe& C[O,l] on aura donc A(f)= X\)(f)
ol v est l'image de u par i, et ol par abus de langage on identifie
f et i(£).

I1 est clair (cf. 3.1) que la covariance K\) de v est donnée
par K\)(f,g) = <Rf,g>LZ ]:0’1]. Le calcul de }\\) pour l'espace de

'

Hilbert L a &té fait dans la prop. 2.2. Comme ) est la "restriction'

de )\\) a C, cecli achéve la preuve de 3.4.

Proposition : {(cas du mouvement Brownien) : Soit B, iR ~» R un
mouvement brownien indexé par t € [0,1] , tel que B, = 0 presque
sirement., Soit Co 1l'espace de Banach des functions continues sur
[0,1] nulles en 0. Soit u la loi des trajectoires du mouvement
brownien (Bt) sur Co' La transformée de Cramer )\ de y est donnée,
pour f & Co’ par la formule

i i 2 .
A(E) = 5 'fc £7(t)"de si f est absolument continue,
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de dérivée (au sens de Lebesgue) f', tandis que A(f) = +° gi f
n'est pas absolument continue.

Preuve : Nous allons appliquer 3.4 & l'espace C0 (au lieu de
1l'espace C[O,i], ce qui ne change &videmment rien 3 la validité

de 3.4). On a ici p(s,t) = sat, et l'opérateur R : L~ L (ol

L=1 [p,{l) est donné pour g &€ L, par la formule
2

Rg(s) = f; (sat)g(t)dt = fz tg(t)dt + s f; g(t)dt

I1 est clair que si £ = Rg, f est nulle en 0, continue, admet
une dérivée continue £'(s) = f; g(t)dt nulle en 1, et admet une
dérivée seconde f" = -g de carré intégrable. On en déduit qﬁe R
est injectif, que R(L) est l'ensemble des fE€ Co, deux fois
dérivables, telles que f£" soit dans L et £'(1) = 0 ; enfin pour

e = —gn,

£€ R(L) on a R
Prenons £ € R(L) ; puisque £ = ~Rf" on a
-1.912 = 2 2
OB gL = [IVREM|] = <RE™, > = - <, = |[£'}]]
ol la derniére égalité s'obtient en intégrant par parties, car

£(0) = £'(1) = 0,

D'aprés 3.4 on a donc

2

AE) =5 IR |]

=2 €)% pour £€ R(L).
I1 s'agit d'étendre ce résultat au cas f € VR(L). Soit done
£ =R g avec g€ L, f €.Co. Puisque R est injectif, VR 1'est aussi,
et par suite VR(L) est dense dans L. Il existe alors une suite
l&léil,telle que /ihn =8, tende vers g dans L, ce qui entraine
la convergence de fn = Jﬁgn = Rhn vers f dans Co' Puisque
fnéi R(L), on peut E&crire
Hetly = HoR e 1 = el
et comme g, tend vers g on voit que fé est une suite bornée dans L.

On peut donc en extraire une sous-suite (encore notée fé) qui

converge faiblement vers k € L,
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1 = <f! >
Par suite fn(t) fn’ ][O,t] |, converge pour chaque t € [O,lj
- £
= < > = .
vers k(t) k’l[ﬂ,t] fo k(s)ds Comme fn tend vers £ dans
Co on voit que £ =k, et donc k = f' existe et appartient i L.

De plus puisque fr'1 converge faiblement vers f' dans L, on a

. g _ _ -1

c'est 3 dire en tenant compte de 3.4,

i 2
Hie 12 €
inégalité que nous venons de démontrer pour f dans Con YR(L) .
De plus on vient de voir que f dans Co n VR(L) entrafne 1l'existence
de f' et la propriété £'€ L.
Inversement soit f € CD telle que f' existe et appartienne & L.
Approchons f' dans LZ]:O,IJ par des fonctions de classe | pour
- 4 1 11 : 1"
obtenir une suite vné CO telle que vn, v existent, Vne L,
Vr’x(l) = (0, vérifiant de plus lim vr'1 = f' dans L et lim v, = f dans

10 A

C_.
¢}

La semi-continuité inférieure de A donne

A(E) € Lm A(v)

Yoo
D'autre part, puisque vn€ R(L) on a
1 2
Mo = gllvlly

2

. . 1 2 i
et finalement M(f) < lim 5 Hvr‘xllL = il]f'HL

n-»>»

En particulier A est fini, ce qui d'aprés 3.4 implique f € VR(L) .
Ceci achéve l'identification de Co N vR(L) avec l'ensemble des

fe Co telles que f' existe et appartienne 3 L, et la preuve de

A(E) = %—Hf'lli pour f dans Coﬂ vR(L), tandis que )\ vaut +»

hors de ce sous—espace,



CHAPITRE 111

PETITES PERTURBATIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES

1. PETITES PERTURBATIONS PAR UN BRUIT GAUSSIEN

1.1. Le modéle : nous reprenons ici un modéle de petites perturbations
gaussiennes étudié par Ventcell [52] et Freidlin [23] , en introdui-

sant quelques améliorations techniques.

Soit b : ®® +~ R® un champ de vecteurs lipschitzien (localement).

On lui associe le systéme dynamique
' t--3
) ye =D (3)

od Ve est solution maximale de (S).

Soit y » 0 (y) une application lipschitzienne (localement) de ®r"

dans 1'espace des matrices (n, k). Pour toute fonction f : R ~+ (Rk

continue, pour tout € > 0, pour tout x € ﬂ{l, 1'équation différen-
tielle

S [
(@) vye=b G +eo (y) £

admet une unique solution maximale telle que Vo = %3 si ]a, b[v est
1'intervalle de définition de cette solution maximale, on a 0 < b £ +

et b ne peut &tre fini que si lim |[yt|| = + © , Nous appellerons b
t>b

le temps d'explosion de la solution Ve

. e . k . . . .
Consid€rons un processus gaussien Xt : > R & trajectoires conti-

nues, un nombre € > 0 et le systéme

%) ve

H

b (yt) +eo(y) X

n P
Y, = X avec x € [R™ donné
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oli pour chaque wé€ Q , Yt (w) est défini comme 1'unique solution maximale

de DF lorsqu'on remplace ft par Xt {(w) et lorsqu'on impose Yo (W) = x.

La continuité des solutions de D° en tant que fonctionnelles de f
montre facilement que Yt est mesurable par vapport 3 la tribu du passé
de (XS) au temps t. Notons en passant que (Yt) n'est pas gaussien en

général !

I1 s'agit de préciser le comportement des trajectoires de (Yt) lorsque
€ + 0, plus précisément d'évaluer la probabilité pour que la trajectoire
de (Yt) , t € B), ﬂ appartienne 3 un ensemble A de trajectoires "aber-
rantes" du point de vue du systéme (S). Ces probabilités vont tendre vers

C (A)
2

0 avec €, & des vitesses en exp (- et il s'agit d'évaluer C (4).

Remarquons que si b =

H
©
S
i
"
=)
:
"
0
L
1]
(el
a

= Identité&, on a
< t . 5 . .
Yt =€ Zt , ol Zt = fo XS ds est un processus gaussien 3 trajectoires

continues, et le probl&me considéré a été résolu complétement au

Chapitre II.

Détail techmique traditionmel : lorsque t est supdrieur ou égal au

temps d'explosion T (w) de la trajectoire Yt (w) du systéme s , On pose

¥, (@) =38, point & 1'infini de ®".

Notons 1'interprétation heuristique suivante : les "accroissements"

= _ Mo o " =
A Yt Yt+At Yt vérifient" A Yt b (Yt) At + e 0 (Yt) A Zt .

Autrement dit, 1l'accroissement déterministe b (Yt) A t prévu par le
systéme (8) est ici perturbé par la variable aléatoire € ¢ (Yt) A Z,
("le bruit") dont la loi conditionnée par le passé au temps t est gaus-—

. - . . . s 2
sienne centrée de matrice de covariance proportionnelle & £°.

Rappelons que les temps d'explosion des solutions de S , p€ . s®  sont

certainement infinis si b et 0 sont i croissance sous linéaire, c'est~d-dire
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si [Ib I+ |lo ]| € (constante) (1 + ||y|]) mais nous ne feroms

pas cette hypothése.

1.2. L'espace des trajectoires explosives : soit U un espace polonais

localement compact, et soit U U & son compactifié d'Alexandroff. Nous
dirons qu'une fonction f : [O, l] — U U8 appartient 3 1l'ensemble
é(U) si f est continue, et si les relations t € [0, l] , £ (to) =38

impliquent £ (u) = § pour toSus 1.

Nous définirons le temps d'explosion T (f) par

T (f) = inf {t € [0, 1:] | £ () =6}, avec la convention T (f) = + ®

si £ (t) # 8 pour tout t € [0, 1___]

Nous dirons qu'une suite fn € &(U) converge vers f € & Uy si
fn converge vers f uniformément sur tout compact de [:O, T (f)[ ; il est
alors clair que 7 (f) € lim T (fn). l%;(U) est ainsi muni d'une topolo-

n->®

gie & base dénombrable. Cet espace topologique %(U) appelé 1'espace

des trajectoires explosives, définies sur [O, 1] , 4 valeurs dans U U §.

Par construction, l'espace C (U) des fonctions continues de [O, lj dans
U muni de la topologie de la convergence uniforme coincide avec le sous-—

espace topologique {f e & | 1 () =+ I de & (U).

Pour x € U nous noterons %X (U) 1le sous espace des £ € % )

telles que f (0) = x. On définit de méme CX (U ¢ (U,

. . . . n
Notons que si Yt est le processus aléatoire issu de x € R est

solution du systéme s , défini en 1.1, 1'application qui & w € © associe

la trajectoire t - Yt (wy, t € [0, 1:] est une application mesurable Y de

0 dans l'espace %X (®rY.
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Justifions maintenant le choix de la topologie de %%( m?).
Soient b et O des champs localement lipschitziens de vecteurs et de matrices
définis sur R" . Soit x un point fixé de ®" . Pour toute fonction continue
£ : [0, 1] > ERk notons Bx(f) la restriction & [:0, 1] de 1'unique solu-
tion maximale g de l'équation différentielle gé = b (gt) +0 (g) £,
telle que g (0) = x ; bien entendu si le temps d'explosion de g est plus

petit que 1, on pose g = Spour t 271 (g)-.

Alors 1l'application B de C ({Rk) dans <éx (®™) est continue. Pour

le voir, il suffit d'utiliser des résultats classiques sur les équations
différentielles ordinaires ; une démonstration directe se construit faci~
lement en reprenant la méthode de Poincaré (remplacement par 1'équation

intégrale associée, résolue par itération).

. . PR
1.3. Lemme : soient E, F deux espaces topologiques. Soit A : E - [b, + éﬂ

une fonction s.c.i. telle que pour tout a > 0, a fini, 1l'ensemble

y v . . . .
C, = {x€eE | X (x) € a} soit compact. Soit B une application de

Y - A 5 N
E, = {x€e E | X (x) fini} dans F, telle que la restriction de B 2 Cy

soit continue, pour tout a > 0, a fini. Définissons X : F » ED, + fﬂ par

5
Ay =inf A (®) | x€ E_ et Bx=y} . Alors ) est s.c.i. et

Ca = {y €F | Ay) < a} est compact pour tout a » 0, a fini.

Preuve : si A n'était pas s.c.i., 1l existerait une suite y, tendant vers

y dans F telle que a = lim A (yn) < A (y). Par définition de ) il existe
n
alors une suite X € EO telle que B X, =y, et vérifiant lim X (xn) = a.
N>+

T _ . .
Comme la suite A (Xn) est bornée, la suite X est relativement compacte. Il
existe donc x € E et une suite extraite de la suite (xn) - notée encore

N .
X, - telle que X tende vers x . Comme )\ est s.c.i. , on aura

o . .
A(x) & lim A (xn) =a , et donc x € Eo . La continuité de B sur 1l'ensemble
n
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/\) -~
Cb avec b convenable, b > a, entraine alors

y = lim V. = lim B x 0= B x
n n

v
Par définition de A on en déduit X (y) € X (x) € a , ce qui contredit

1'hypothése initiale sur a. Par suite A est biem s.c.i.

)s

. . "y
Pour a > 0, l'ensemble Ca est par construction inclus dans B (Ca+]

. ~ - b .
qui est compact grdce aux hypothéses sur B et Ca+ Comme A est s.c.i.,

i

1'ensemble Ca est fermé par construction. Par suite, Ca est compact.

1.4. Proposition : soit X : § - E une variable aléatoire 2 valeurs dans
un espace de Banach séparable E, de loi gaussienne centrée Y. Soit A la

transformée de Cramer de Y. Soit F un espace topologique quelconque & base
dénombrable, et soit B : E > F wune application continue. Pour tout € > O

posons ¥¢ =B (€ X).

Définissons les fonctions

XB (y) = inf {X (x) | x€E, B () = v} pour y€ F
AB (A) = inf AB ¥) pour Ac F
yEA

Alors on a pour tout borélien A de F

-y, M < line’ logP (Fen) <1 ¢ log P (F° € B @
>0 e*+0

De plus la fonction AB HE [b, + %ﬂ est s.c.i. et pour tout a 2 0

1'ensemble des y € F tels que AB (y) £ a est compact.,

Preuve : puisque P (YE € A) =P { e X € B"1 (A)} , la proposition II.1.6

montre que lorsque € tend vers O, les limites inf. et sup. de

32 log P (% e A) sont dans 1'intervalle J = [} A (E), - A (EQ] ol

-1 .
C =23 (A) et A est la fonctionnelle de Cramer de U. La continuité de B

— ..1 P 3 — 2
donne C < B (A) et CDB ! (A) de sorte que J est contenu dans
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Fae! @), -ae!

i

(A))] . Ceci prouve 1'inégalité annoncée en 1.4
car AB = A ©oB ' . On termine la preuve grice au lemme 1.3 et & la propo-

sition I.7.5.

1.5. Théoréme : soient b un champ de vecteurs et O un champ de matrices
(n, k) sur ®r" 3 on suppose b et 0 localement lipschitziens. Soit

k . . . k
Xt : Q- R un processus gaussien continu et soit A : C (R") = [0, + 03.]
la transformée de Cramer de la loi des trajectoires de X dans C (ERk).
Soit x € R et soit Yi le processus solution du systéme dynamique perturbé
€ . n ' .
8" (cf. 1.1) issu de x au temps O. Notons %x (R) l'espace des trajec—
toires explosives issues de x (cf. 1.2) et YE : Q> %X (ERn) la variable

aléatoire définie par les trajectoires du processus (Yi) sur [O, 1]

(cf. 1.2).

Pour g € %X ([Rn) considérons l'ensemble (&ventuellement vide) B;I

(g)
des f€C (mk) telles que g soit sur [O, ﬂ la solution maximale de 1'équa-

tion différentielle y:: = b (yt) + €0 (yt) £ s issue de x au temps O.

Définissons
3( (g) = inf { x () { fe B—I (g)} pour g € %x (II{D)
v . v -1 n
et A(A) =inf A (g = Ao B ' (A) pour A < B&_ (®RD.
g€A ®

Alors pour toute partie borélienne A de %x (CRn) on a
X ° . 2 [ e 2 € Y e
-K (A g lime” log P (Y € Ay £ 1im €” logP (Y € A) £ - A (W)
>0 >0
. P . k g n P
Preuve : ayant défini BX tC (R - % (R") comme en 1.2 , on a évidem~
ment ¥° = Bx (¢ X). Comme Bx est continue (cf. 1.2) le théoréme est un

corollaire direct de la proposition 1.4,

1.6. Remarque : supposons que k = n et gque pour tout x € R, ¢ (x) soit

une matrice inversible. Supposons de plus b et ¢ & croissance sous-linlaire
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de sorte que tous les temps d'explosion sont infinis. On a alors
o a
A(g) =+ sign'est pas de classe 1 sur [Q, {1 et A (g) = A (£) ol

& = -1 1.
f est donnée par ft o (gt) (gt b (gt)) t e [O, ﬂ .

De plus, on peut alors &noncer le résultat en remplagant 7§x ( m?) par

n
cX(ER).

Sous cette forme, le théoréme a été prouvé par Ventcell et Freidlin

B PR3 .

I1 est clair qu'on peut facilement &tendre les hypothéses précédentes
pour &tudier des situations voisines. Par exemple, on peut supposer (Xt)
a trajectoires L2 , et munir (dans les cas de non explosion) 1l'espace des

1/2

trajectoires de (Yi) de la norme (]‘g'][zz + {Igilzz ) , ou bien
L L

supposer (Xt) a4 trajectoires continues et munir les trajectoires de (Yi)

de la norme (][LP‘I[w + e [1.) etc ...

2. CAS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

2.1. Remarquons que le probléme précédent concerne un processus Yi dont

les trajectoires vérifient "1'équation différentielle stochastique"

dyt = b (yt) dt + e 0o (yt) d Zt , ol Zt est un processus gaussien & tra-
jectoires continuement différentiables. Le cas des &quations différentielles

stochastiques ordinaire correspondrait 3 Zt =8 oiil B, est un mouvement

t t

brownien.

Comme Bt n'est pas différentiable, il n'est pas possible de considérer
Yi comme une fonctionnelle continue de & Bé " ., Par contre il est
possible de considérer Yi comme une fonctionnelle B (¢ B) ol B
désigne la trajectoire du Brownien dans mk . En général, il n'est pas

question d'espérer obtenir une telle B : C ( BF) > C ( mk) qui ait plus

de régularité que la mesurabilité. Néanmoins le résultat formel reste
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correct !
r\) - .
En effet, le calcul formel de la fonctionnelle "de Cramer" A associée
a 1'équation stochastique dyt =b (yt) dt + € 0C (yt) dBt donne "d'aprés

les propositions II.3.6 et III.1.4, III.1.5"

Y
- - 2
v@= 0BT @l - v @l

ol la relation £ = Bul (g) équivaut 3

g = f(t) b (e) +0(g) £ ds

ce qui "entraine'" finalement

v 1

A (g) =5 fcl, ||0_1

(8) [sl-® (gs):]||2 ds

s

Nous nous sommes placés, pour esquisser ce calcul heuristique, dans le
cas o O est inversible et le temps d’explosion infini. Dans ce cadre,
le résultat obtenu est correct et a &té essentiellement découvert par
Ventall-Freidlin Exﬂ . Notre méthode de démonstration est trés différente
de la leur et permettra d'ailleurs de traiter le cas ol O n'est pas inver-

sible, et de ne pas exclure les possibilités d'explosion du processus.

Enfin pour pouvoir aborder le cas des diffusions sur des variétés non
compactes, nous serons amenés 3 généraliser légdrement le probléme de per—

turbations dont la forme 1.1 n'est pas invariante par changement de

coordonnées.

L'étape cruciale de notre approche est le théoréme 2.3 qui prouve que

pour € petit 1'application B ressemble beaucoup & une application continue,

2.2, Le modéle de systéme dynamique perturbé

On considére sur un ouvert U de R , un champ x + ¢ (x) de matrice
(n, k) , une famille de champs de vecteurs x - b8 (x) indexés par € > O

et un champ de vecteurs x > b (x).
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On suppose que
(Hl) 0 est de classe | sur U

(H tous les champs be , € >0 et le champ b sont localement

9)

lipschitziens sur U

(H3) lim b€ (x) = b (x) uniformément sur tout compact de U
[ond
On notera yi la solution de 1'équation différentielle stochastique
sur U
€ —_—
(E7) dy, =b_ (y) dt + e o0 (y.) dB,

N k . . .
od Bt : > R est un mouvement brownien k-dimensiomnel.

Appelons & (v) R ‘éx (U) les espaces de trajectoires explosives
définies sur [b, f] a valeurs dans U W48 . On sait que sous les hypo-
théses Hl’ H2 , 11 existe pour chaque x € U une unique solution

yi t >0 U § définie sur [p, ﬂ ,» et 4 trajectoires appartenant

a %%‘(U). (cf. par exemple Azencott [2] en ce qui concerne les temps
d'explosion). C'est cette solution naturelle que nous considérerons tou-
jours dans la suite., Le temps d'explosion de la trajectoire y€ sera noté

€ . € & . e .
T(y) , tandis que y : Q - ” (U) est la variable al&atoire associant

a w € Q2 la trajectoire t ~ yi (w).

Le systéme (Ee) peut €tre considéré comme une petite perturbation du

systéme dynamique yé =b (yt). On notera que le mod@le (EE) est "invariant"

par changement de coordonnées, c'est-3-dire que si $: U+V estun

difféomorphisme de U sur un ouvert V de ®" , le processus zi = q>(yi)

PP < . € sl . . v AT
vérifiera une &quation du type (E~) associée 3 des coefficients b€ s, b, 0

vérifiant encore (Hl H2 H3).
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Nous utiliserons les espaces de fonctions C (U) , CX w , é(U) R

& () définis en 1.2,

Nous définirons %O (U) comme 1'ensemble des g € %(U) telles que,

pour tout T< 1 , T < 7T (g) , la dérivée au sens de Lebesgue g' de g

existe et soit de carré intégrable sur ]:O, T:] . De méme, nous poserons

W =c@ n &° (W ; nous munirons ¢ (V) et %° (U) des topolo-

gies induites par C (U) , B (U).

Pour g , h € %(U) , T<T(g) et 0€SETK 1, nous noterons

d (g, h) = Sup |g - h|
S,T SLekT

Pour g € 6 () , t>0, T <7T(g) et 0<S<T< 1, nous

noterons FS T (g, r) le tube fermé d'axe g , de rayon r.
k4
Fg,p (8 1) = he & | dg 1 (& B) < r}
Pour f € C° (U) , 1'équation différentielle
L [
60} g, = b (g) + o (g) £
pour presque tout t € [:0, AT (g)[ , 0o g € &° {U) jouera un

r3le essentiel dans la suite.

2.3. Proposition (hypothé&ses et notations 2.2) : pour tout x € U et
fec® (U) , 1'équation différentielle (D) admet une unique solution

g € %o (U) telle que g (0)

x . Nous poserons alors g = BX (£).

L'application B : U x €° (U) » &° (U) n'est en général pas continue.

i ‘f‘iz

. (s]
Cependant, si on pose Ca = {f €C U } '{0 ¢

dt < a} , la restric-

tion de B 3 U x Ca est continue, pour tout a 2 O.

o
De plus pour toute paire K , L de compacts de U vérifiant K< L ,

pour tout a > 0 , on peut trouver des nombres T > 0, C > O ayant les
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propriétés suivantes :

(i) quels que soient ve€ K, f € Ca , la fonction h = Bv (f) vérifie
T () >T et h ([0, T) el

(ii) quels que soient v, w € K , f &€ Ca , et ST, ona

o B, 0,5, 0] < < [y

Preuve : on remplace (D) par une équation intégrale que 1l'on résout par
itération. Tous les arguments sont des modifications mineures des preuves

classiques.

2.4, Théoréme : (hypoth&ses et motations 2.2) Sur un ouvert U de ®"” s
considérons le systéme dynamique perturbé (ES), vérifiant les hypothéses
(H1 H, H3), de trajectoires yE e & (). Soit (D) 1l'équation différentielle
.. PP € . o %P ' . .
ordinaire associée 3 (E) et soit B : U x C (U) - (U) l'application
(déterministe) associée & (D) en 2.3. Soit B : Q> C (!Rk) la trajectoire

_ . . .. . . £
(aléatoire) du Brownien qui intervient dans 1'écriture de (E7).

Fixons un compact K de U et des nombres a > 0 , T € ](L !]. Alors &
toute paire de nombres o >0, R>0, on peut associer des nombres

€, > 0, aa>0, >0 ayant la propriété suivante :

Quels que soient x € K , f € ¢° ([Rk) » g8 = Bx (f) vérifiant

fg 1fé12 dt < a et g [0, TJ < K, les relations €< ¢ et

£ -
|yo - x| Re r (P -~ p.s.) entralnent

€ R
P [do,'r (eB, £) €0 et do, 1 5", 2 >0 € exp (- _SZ.

2.5. Remarque : 1'énoncé 2.4 garantit que, pour € et o petits, si 1l'on
néglige un événement de probabilité inférieure & exp (- _gf ) , la présence
€
de €B dans le tube A = FO T (f, o) d'axe f et de rayon O, implique la
H

= € . s .
présence de vy dans le tube d'axe g = BX (f) et de rayon p , ceci & condi~-

It

. € .
tion que y_ soit assez proche de g, X et que T < T (g) = temps d'explo-

sion de g.
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La proposition 2.4 décrit donc ume propriété de "continuité" de 1'appli-

. . . € £ .o - -
cation mesurable qui & ¢f associe y , lorsque x = I, est fix8. L'énoncé
est alourdi par la nécessité (voir chapitres IV et V) de préciser les con-

ditions d'uniformité de cette "continuité" , et se simplifie si on se borne

a4 considérer x fixé, f ec’ ([Rk) fixé , et T < T [Bx (f)] .

11

Notons que d'aprds la proposition 11.3.6, "on a

lim €2 log P (e B € A) = - A (A)
>0

N . 1 T 2
oi A (&) = inf A (§) et A (¢) =— [0 @] at
Pea
La norme |[|v|| est ici la norme euclidienne usuelle. La probabilité

cte
€2

P I:S B € A] a donc aussi un comportement en exp (- ) ; mais pour

R arbitrairement grand les probabilités en exp (- iz) sont négligea-
€

bles devant P [8 B e A:I . Ceci fait comprendre le corollaire suivant,
qui donne une réponse précise a4 une question posée par B. Roynette pendant

les "Saint-Flour sessions".

2.6, Corollaire (mémes hypothéses et notations que 2.4) : fixons x, f
et donc B (£) = g.

Alors, pour tout p >0 et T < 7T (g) , il existe o > 0 tel que la
relation o < o entraine

. €

lin [v" € To,p (& ) [ eBeTy o (£, a)] =1

Plus précisément, pour tout p >0, T < T (g) , R> 0, il existe

o, >0 et une fonction €, (@) > 0 tels que
1>P[yE e T (g, 0) ] e BET (£ cx)| > 1 - exp (--R—-)
4 O,T s O,T s 7 62

pour a0 et €% €] (o).
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Preuve : pour alléger 1'é@criture, notons I’O T (g, 0) = Fg et
T b 4

. €
To,p (5 oe,)-rf.swcp-p[y ergieserf'_] . Alors

[
Plesery NnG™ ¢ Il

QY p=1-
P (e B el

. 1 T 2 =
Soit a = —— IO {ft':l dt. D'aprés II.3.6, on a

. 2
lim e“log? [eBer] =-a[r.] > -a
>0
et donc pour £ £ El ()
2
(2) P [€B€Ff] > exp (- 6? )

Donnons-nous R > O arbitraire, et posons R, = R + 2 a. Le théoréme 2.4

1
{appliqué 3 o , T, Rl) fournit g, (R + 2a) et o (R + 2a) tels que

la majoration 2.4 s'applique dés que et _, o< a_ . D'aprés (1),

o o
(2), on a alors, pourvu que o < Oto , £& Eo AN z—:]
R+ 2
exp (- ____z_a )
p2>1- £ =1 - exp (- R )
2a 2
exp (- ) >
E2

2.7. Preuve du théoréme 2.4 : donnons-nous deux compacts K , L de U tels

-
que K< L . Notons K 1la réunion des boules fermées de centre v € K et de
3r0 °
rayon r > O. Fixons ro>0 tel que K L, a>o, etTe::]O, 1:|
12

k T
Posons Ca={f €c® (R | J(O lg! dt £ a}

t

D'aprés la proposition 2.3, il existe So €]O, T} tel que pour tout
r
f € Ca et tout v e K ° , la fonction h = BV (f) (notations 2.3) soit
2¢
définie sur [O, SO'] et vérifie h ([O, So-]) ck ° . De plus (cf. 2.3)

pour S assez petit, il existe une constante C > 0 telle que

2) 455 [B, (B , B (D] < e |v - vl
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T
dés que S < SO s v ,wEKO R feca.
r
Soient ¢ E:]O, ro-] et vek® . Posons g = Bv (£). Les définitions
- € P
données en 2.2, 2.3 montrent que (Pt = yt -8, vérifie pour t £ So ,

€
tg 1T (y)

_ ot t e
LPt_Io ag dBg +zt*jo hg ds + g~ ¥

avec les notations

a
s

e [o (yg) - (g)]

- SN
hy = b, (v - b (g)

N
]

c=fioe) [ as, -t as]

o}

. d L .
La fonction m, = g [O(ys)j est dans L2 [O, S;} et une intégration

par parties donne
t
2z, =0 (g) [¢ B - £] -0 (g) eB, -£]) - [ m (e8 -£)ds

Pour o >0, p € ]O, ro] introduisons les temps de sortie

n inf{se[O,lJHeSs-f > a}

.

I

0 =inf {se o, 7 ||y5-gl >0

3r
Pour t < @ASO , yi et g restent dans K °c L , et 11 existe donc

une constante majorant silirement

lo 57) - o (g)] b D - b (g0 . )
lo (g 1], , ,et [- |m_|° as.
t € € o 8
lye - el ly, - &,

La convergence de bE vers b est uniforme sur les compacts (hypothése H3),

de sorte que pour tout Yy > O , il existe €, (y) > 0 tel que

b, D - b G| < v pour  e<g ,t<0 A S



80

Imposons donc les conditionms

T
) veKo;fé:Ca; e<e =g (N3 P<r 3
[
Iy - vl <& @-pesi)

On obtient ainsi les majorations suivantes (ol C est une constante

adéquate)
(3) §at§ < € Cp (pour t £ © A So) H
{fg h_ ds| < fg b, D - b (yz)i ds + fg b 5 - b (g)] ds
£ Yt+Cpt (pour t €0 A SO) ;
|zt| < COc (pour t & N et t < OA So)'
Posons

_ ot _ gt €
w1:—-(0‘3sdﬁs-LPt Ze fohsdsﬁk(v Vo)

de sorte que
1
) lwl 2 1@ = lz] - 1[Sn, ds| - =0

Soit § £ So. L'événement A = {@ < $<n} implique §<P@z = 0 s

et donc d'aprds (3), (4) implique

Iwelzp—coa— ys-csp——;—p

Imposons les conditions (2) et

1 1 1
(5) Cag—pP ;8¢5 3 CSs—=x3 Y S5, =5 P pour

conclure que A <= {|wb| > —%-p} . En notant wg les coordonnées de

Vg s i=1...n, on aura donc

(6) P (A) <
i

[ e §=]

i 1
| P {IWél 3—5-0}'
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. i .
Pour chaque 1 =1 ... n , L est une martingale locale dont le
. s I t 2
processus croissant dt est évidemment majoré par jo §a3§ ds. Donc

. 2
(cf. Priouret [40:]) Z, = exp M wi - 1;[ dt;] est une martingale

locale pour tout M € [R. Par suite Zt A g ©St une martingale bornée

pour t € [O, ﬂ , et E (ZS A B ) =E (ZO) = ], On peut alors écrire

MZ 2

i 1 _ i _ M _ M
Pigpg2> 5 P) =2 Mug, g5 dg, g>5 P 7~ d5,0)
tandis que grice & (5)

SA0

2 2 2 2

ds 4 o€ [y ]asl ds < €8¢ p

d'ol finalement (calcul classique ; voir [:40:] [‘49])
P(i o L y <P |z S M -—M2€28C2 2)}

Ysap? 5 P)SP AL g >exp (50 - °

<E (Z ) - +M2€2802 2y
SE(Zg ) exp (= 5= 0+ =5~ g

s _ 1 P

Choisissons M = —— 555  Ppour conclure que
€ 5C p
i 1 1
P (w 2 —— p) Lexp (- ————5—)
A ~
5§/ 75 50 s ¢ €
On a une majoration analogue pour P (wg s —51-—- 0} ce qui donne
finalement, gri3ce & (6)
P (A) 20 exp (- ————)
50 s C e

quand les conditions (2) et (5) sont satisfaites.

Ce résultat se reformule de la facon suivante ; 1l'ensemble des condi-

tions (7) ci-dessous

¥)) ver  ; f€C ;

[
]
=
~~
(&)
e
<
o m
1
=
/N
u‘l
©
—~
+d
)
o
(2]
N
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impliquent 1'inégalité {(cf. notations 2.2)

€ 1
® P ldg g (B D s e et dy o 05 @ 20b & 2new C )

Un simple changement de notations et la propriété de Markov permettent de
translater ce résultat par t € [0, ﬂ 5 notons :Ft la O-algébre des
événements {(browniens) antérieurs au temps t ; alors les conditions (9)

ci-dessous

@ fec 5 eosr 5 ese (0); &6&0(9);863 ; £+ SET

r
impliquent que sur 1'ensemble {wCQ | yi (w) € K © } on a 1l'inégalité

P-presque siire

1
(YE,Gt) 2 pt :Ft.‘]é 2 n exp (- 7 2 )
508 C ¢

(10) ? [4 (eB,f) € ¢ et d

t,t+S t,t+S

ol G" est la trajectoire (aléatoire) définie sur J:t, t + S] comme 1'unique
solution de 1'8quation différentielle ll); = b (lIJS) +0 (ws) f; , issue

du point yi au temps t.

Donnons-nous maintenant T € ]O, 1:] , a > 0, et deux compacts K, L
©
de U tels que K< L . A partir de T, a, K, L. on peut déterminer LI Sl

et les fonctions £ o , o {p) comme ci~dessus. Soit f dans c® (IRR)

et N un entier arbitraire. Posons g = BX (f) et § = -~

Supposons vérifiées les conditions
(11) fec, ;e (0, Mak; ese 0 ;
aga (05 S<S, ;
Définissons des &vénements Ak , k=0 ... (N-1) , par

A= {dks,(kﬂ)s 5, &) <o 3(k+1) S < T@EH} , k=1 ...0N-1

&, = {dy g %, &) < o}
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Montrons par récurrence sur k que sous la condition (14) ci-dessous

on aura, pour k € [1, I\ﬂ

kCS
€ e - i :
(12) Ay N ... ﬂAk_l o {do’ks vy, g <p —-——ecs — I

La propriété est trivialement vraie pour k = 1. Supposons la vraie

pour un entier k € [1, N—E .

Soit w € Ay n...Nn A s 1'hypothése de récurrence donne

kCS Cr CT

€ e =1 e - 1 e -1
- < —_———— L s e—resa et & e ———
(3 Ing - gl <0 S P Tarm N CT
e -1 e =1

et donc si on impose

eCT -

A S

(14) p N oT ST

T

-

on aura yis €Kk ° . Par suite Gks est 4 valeurs dans U sur [kS, (k+1) S] 5

et la propriété de continuité (1) donne (par changement de notations)

kS

© cS

€
des. (kr 1) »B) S e yg g |

de sorte que, puisque w € A

d + eCS

£ €
ks, (ke1)s O > B S P g = Big |

Rapprochons cette inégalité de (12) (13) pour conclure que

kCS (k+1) CS
€ CS e = 1 e - 1
3 i =
Yo, (rys O B S0 T ETR g 2 F €5 -

ce qui achéve la preuve de (12).

Donnons nous r > 0 arbitraire et imposons la condition

CcT
(15) on —=—=1 < a;
CT [
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Alors (1 2) donne pour k = N
AN O o {d (yE g) < r}
o e O Ay o,r ¥

et par suite

€ c c _
(16) {dO’T 7,8 >rh < (g U...UAL ) = O\L;JN‘] F
= ¢ = < e -
avech—Ao,Fk Ay Nn...Nn Ak_lﬂAk , k=1 .., 81,
r
D'aprés (12) (15), pour k € [:1, N-—lj on a ch{yis ex® } N Ali

et donc, gréce 3 la définition de Ak » F est inclus dans

€ ro N € kS
s €87 1 Oy anys @72 € > 0}
Imposons les conditions (11) (15) et

an %Yi‘g i 5';—9 P ~ p.s.

o]

. . 1 €
pour obtenir directement F Cﬂyi - gol <z p} O {dO,S (v, 8 > p}

I1 suffit d'appliquer les inégalités (8) et (10) pour conclure que,

pour k = 0, 1, ... N~-1, on a

(18) P[F, N{dyq (8, D sal] < 2nexp (- ——5—)

508 C ¢

€
Posons Q = {dO,T (eB, £) L 0 et dO,T ", g) > r}

De (16) (18) on déduit, puisque S = -NT—
N
P@<s20N exp (-—1 )
50T C" ¢

s e-s/2

Comme s e ~ ¢ pour tout s 2 0 , ceci devient

P(Q)s]OOnTCzezexp(— N 22)
100 T C” ¢

Donnons-nous R > O arbitraire ; imposons les conditions (11) (15) (17)
et

(19) —— >R 1000 7T e? g1
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pour obtenir facilement P (Q) < exp (- -3—2—- ).
€

.. T
Etudions 1'ensemble de conditions (11) (15) (17) (19) (avec § = - Y.
A partir de T €:]O, 1] , a >0 et de deux compacts arbitraires K , L

-]
tels que g [:O, 'IE] < K et KcL,LcU on a déterminé roos S1 et les

fonctions € ) , o .

Fixons un entier N(J (R) tel que

N, > max (100TCZR,——S—Z-—-)

1

Déterminons ensuite P, (r, R) par

. 1 CT
o, = min I:ZN T (r A ro), rJ
o e -1

Posons enfin

. 1
e, {(r, R) =min | (p), s o, (xr, R =a_ (p)
2 [1 °’ /100 n T C2 ] ! ° e

Les conditions suivantes, ol g = B £)

(20) eéez(r,R);asa](r,R);feCa;g[o,ﬂc:.K
€ 1
IYO -x| < =5 P, (r, R) (P - p.s.)

impliquent alors (11) (15) (17) (19), et donc garantissent

P (Q) < exp (- ——%——) , ce qui prouve le théoréme 2.4.
€

2.8. Dualité entre formes quadratiques dégénérées :

. n . ..
Soit §Q : R —» [0 s + w[ une forme quadratique positive au sens

-

large. Appelons forme quadratique duale Q* : ’RY » [0, + 05] la fonction

définie par

n %Q*(v)= supn[<t,v>~--%~— Q(t):| , vV E€IR
teR
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Notons que si Q est de moyau non nul, Q* peut atteindre la valeur

On a en fait

(2

(3

(4)

(5)

(6)

(n

{Q* (v) fini} équivaut a {v est orthogonal au noyau de Q}

Ecrivons Q sous la forme

Q(v)=HG* vH2=<v,2v> pOUttOutV€fRn

N k * n n -
ot 0 : R » B etZ = g0 : R > R sont des opérateurs

linéaires. On a alors :

[v e ®R| Q¥ (v fini} =0 (RS = § (®RY

i

Q" (v) = inf {Hw||2’w€CRk et Ow=v}

Les propriétés (i) ... (v) sont équivalentes :
(i) Q définie positive

(ii) O surjective

(iii) Z = o ¢ inversible

. * .. n

(iv) @ est partout finie sur R

(v) Q* (v) =<v, Z-I v > pour tout v € ®"

pour n = k et O inversible , on a Q" (v) = HG—I vl 12 quel que

. !
solt v € R .

Les preuves des propriétés (2) (4) (5) (6) (7) sont élémentaires.

Précisons que la notion de dualité (1) dépend du choix d'un produit

. . . n . . .
scalaire < , > hilbertien sur R ; sauf mention précise du contraire,

ce produit scalaire sera le produit scalaire euclidien usuel.
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2.9. Fonctionnelle de Cramer associée 3 une famille de petites diffusions

Considérons le mod@le 2.2 de petites perturbations du systéme y; = b (yt),
c'est~3-dire la famille d'équations différentielles stochastiques

£ € _ € €
(E7)y d v, = bE (yt) + €0 (yt) d Bt

sur un ouvert U de R , avec Bt brownien k~dimensionnel, 0 champ de
matrices {n, k), bg et b champs de vecteurs tels que lim b€ = b. Supposons

>0

vérifiées les hypothéses (HI’ Hz, H3).

. . . n
A la matrice 0 (x), x € U , associons la forme quadratique QX sur R,

définie par

(1 o, = |l*@vl[P=<v, 00 0 @W* v >,ver

puis notons Q; : RS - BL + %ﬂ la forme quadratique duale de QX

(cf. 2.8).

Les enveloppes supérieures de fonctions continues étant s.c.i., les

formules 2.8 (1), 2.9 (1) montrent que

(2) la fonction (x, v) - Q: (v) est s.c.i. sur U x ®"

Notons le cas particulier important {(cf. 2.8 (7))

(3) pour n = k et 0 (x) inversible on a Q; (v) = !!G_I(X) v‘[z

Soit ‘& (U, %20 (1) ¢ B @ les espaces des trajectoires explosives

3 valeurs dans U U § , introduits en 1.2 et 2.2.

Etant donné le systéme dynamique perturbé (%) nous dafinirons sa

"transformée de Cramer" A : %E(U) > [@, + %] comme Suilt

A(g) =+wpourg € & , g¢ B° (W

]

(4)

A (g) = “%”‘ [g(g)Al Q; [g; - b (gt)j dt pour g € %éo )
t
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D'aprés (2) 1l'intégrale est bien définie, mais peut bien slir atteindre

la valeur + © ,

Nous définirons la "fonctionnelle de Cramer” A du systéme (EE) par

(5) A(A) = inf A (g) pour tout A < %(U)
g €A

Dans le cas particulier oii le temps d'explosion T (g) est supérieur ou

égal 3 1 et ol ¢ (x) est inversible pour tout x € U, la formule intégrale

(4) devient

®) N @ = [y lowp™ gl - b g)] 11 ac

On peut dire que A(g) "mesure 1'écart entre g et la solution de yt': = b (yt)
issue du mfme point" , en utilisant comme métrique sur l'espace tangent en

x 8 U celle qui est définie par la forme quadratique —;— Cf'r .

pd
Nous reviendrons sur cette formulation dans le cadre plus adapté des

variétés (cf. ch. V).

2.10. Proposition : [Notations 2.2, 2.@] Sur un ouvert U de R , consi-

dérons le modéle de petites perturbatioms (Ee), vérifiant les hypothéses
. ~ €

(H1 Hz HB)' Soit A @ %(U) - [0, + Oﬂ la transformée de Cramer de (E)

Eiéfinition 2.9 (42 . Alors A est s.c.i. et pour tout compact e U,

tout a > 0, 1l'ensemble g € %(U) g €T et X (g La est
o g

compact. De plus pour tout g € %x (U), on a

k

N
A(g) =inf {A (£) | £€c® (RY et B () =g}

v
ot A (f) = -;— fé Ift‘:fz dt est la transformée de Cramer du Brownien

(cf. 11.3.6). Dans cette formule, 1'inf. est atteint si A (g) est fini.

Preuve : considérons le borélien I de U x [R" défini par
r = {(x, v) € Ux ®" |O (1»;)-1 [v] non vide}.

Pour (x, v) € T posons
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-1 .
K, v)=1{v € 0 () [v:] |lw] = inf lul }
u € G(X)—l[\;j
L'application K : ' » {compacts de LRk} est en fait une "famille mesurable
de compacts non vides" au sens de Kuratowski (voir aussi Rockafellar [41] s
car {(u, v) | K (x, v) NS # @} est borélien pour tout fermé S de [Rk.

Par suite, il existe (cf [41] [] ]] ) une fonction borélienne

X T - ‘L‘Rk telle que ¥ (x, v) € K (x, v) pour tout (x, v) € T

Soit g € % () tel que A (g) soit fini. D'apré@s 2.9 (4) on a alors
'[Q;c [-g": -b (gt)] fini} pour presque tout t € I:O, T (g) A 1] . Mais

t
2.8 (5) et 2.9 (1) donnent Q; (v) = inf {|w|2| w e ®’F , 0(x) w=v},
de sorte que pour presque tout t € [0, T (g) A lJ , on a

LI
(gt » 8. ~b(g)) € T et
% 2
%, [ - b )] = IxT[e, »e -b gl
d'oli, d'aprés 2.9 (4),

0 V@ o= [0 g, el - b (g] P e < v

11 existe donc £ € ¢° (ERk) telle que A (g) =—% fé If‘(t)iz de. 11
: L . | .
suffit en effet de poser ft =¥ [gt - b (gt):] pour presque tout

t € [0, T(g)/\l] et f::=0 pour tEJT(g)Al, ]_]

"
Soit A : C (CRk) > I:O, + °ﬂ la transformée de Cramer du mouvement
Brownien. On vient de prouver que si g € %x (U) wverifie {)\(g) fini} s
a
alors il existe f € C° (ERk) telle que A (f) = X (g) et telle que

g = Bx (£).

Soit h € ¢° ([Rk) telle que Bx (h) = g. On a alors pour presque tout

2w
t<t (g, [£]°= %,
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' - nF t - 0¥ ]
€] %, le; - b (g))] %, o g £ ]
L B—. ¥
o (gl £, =0 (g) b}
de sorte que, grice & 2.8 (5), 2.9 (1), on a
|f;|2 < |h,';|2 (p.p. t) t <1 (g)

Par suite, comme fé = 0 sur J’[ (g) » 1, ﬂ

b 1 1 2 1 Tl 2 1l 2 .
M =5 [yl dt=§-f0g £ dt\<7f0§hé§ dt = A(h)
n
Nous avons ainsi prouvé (puisque A (g) = A (£)) que
: v o k
m M =inf {X ® | £ec® (R) etB (5 =g}

D'aprés la proposition 2.3, si Ca est 1'ensemble des f € C ([Rk) telles
que % (£) < a et si I est un compact de U, la restriction de B 2

I'x C, est une application continue dans ikU). I1 suffit d'appliquer
le lemme 1.3 pour conclure, grdce & (1), que A est s.c.i. et que

z =B [T X C;] est compact.

2.11. Remarque : si O, b sont tels que pour tout f € c® (U) le temps
d'explosion de g = Bx (£) est strictement supérieur 3 1, des arguments

analogues aux précédents prouvent que pour la topologie de Cx w ,

1'ensemble Ka N Cx (U) est compact dans Cx (U) , et la restriction de

A3 CX (U) est s.c.i.

2.12. Note bibliographique : 1l'article de base sur le systéme (Eg) est

du 3 Ventcell~Freidlin [533 , qui étudient essentiellement le cas ol

G (%) est inversible (formule 2.9.(6)), bien que pour appliquer leurs

résultats 3 la lettre, il faille se placer sur une variété compacte, ce
qui revient 3 introduire des conditioms parasites d'uniforme ellipticité
et de bornitude sur les coefficients des diffusions considérées. L'amélio-

ration technique que présente notre méthode n'est pas mince, car elle
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englobe le cas des diffusions 3 générateur infinitésimal hypo-elliptiques
et des variétés quelconques (voir Chapitre V, plus bas). Un coup d'oeil
aux tentatives de Gaveau [25] pour obtenir des résultats de ce type

permettra d'apprécier l'efficacité de notre approche.

Le théoréme suivant, qui généralise les résultats de Ventcell- Freidlin
[533 , et en fournit une démomstration nouvelle, justifie la terminologie

"transformée de Cramer" de (ES).

2.13. Théoréme : soit U un ouvert de [R". Sur U considérons le systéme
dynamique perturbé
€

ES dy§=b€(yi)+eo(yi)d8t

ol les champs de vecteurs bE et b = lim be , et le champ O de matrices
>0

(n, k) vérifient les hypothé&ses (H1 H ) de 2.2, Soit x € U tel que

2 By

Yo = X (P-p.s.). Soit %x (U) 1'espace topologique des trajectoires

a~

explosives 3 valeurs dans U U § , définies sur |:O, ﬂ , issues de x
(cf. définition 1.2). Soit A : {parties de & (U)} > [0, + Of]

la fonctionnelle de Cramer du systéme (Ee) définie par les formules

€>0 ?
2.9 (4) et 2.9 (5). Soit ye L Y J—— gx (U) 1la trajectoire(alédatoire)
du systéme (Ee). Alors pour toute partie A de %x (U) on a
A < lim ¢ log P (5F € A) < TIm €2 logP 55 € A) < - A (B
e+0 e+0

De plus, si pour les trajectoires issues de x , les temps d'explosion
T (yg) et T des systémes (EE) et yt': =b (yt) vérifient T > 1 et
T (yg) >1 (P - p.s.), alors le résultat ci-dessus reste vrai lorsqu'on

remplace 1'espace topologique %x (U) par 1l'ouvert CX (U) de 1'espace de

Banach Cx ([Rn) [cf. 1.2. pour les notations].

o
Preuve : soit A une partie boré&lienne de gx (U). Soit ge A tel que

A (g) soit fini, oliA est la transformée de Cramer de (Ee)' D'aprés 2.10,
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il existe f € C° (U) telle que X {(f)y = 2 (g) et Bx (f) = g (notations 2.10).
Par définition de la topologie de E%x (0) (cf. 1.2) il existe T < 1 (g),
TL 1, et p >0 tel que {h EZf;X (¢4 ‘ dO,T (h, 2 < p} soit inclus

dans 1l'ouvert 2 . Donnons-nous R > 0, tel que R > A (g) = X (£).

D'aprés le théordme 2.4, il existe o > 0 et €, > 0 tels que pour

. . [
g < €, on ait, si Yo = X (P-p.s.),

€ R
< -
P (dO,T (eB,fy < o et dO,T (v, 8 >0) < exp ( 5 Y,

ce qui donne

€

PG e 8 2P{d) o, &) <o}z P {dy ¢ (8,5 <o} - exp (- 2o

€
Mais d'autre part (proposition II1.3.6), on a
.2 . ~ N
lim € log P {d (eB,f) < a} = -inf { X (L?)} d @,£) s o} 2 - xH
0 0,T 0,T
o
et = X (f) > - R, ce qui entraine finalement
N
lim €2 log P (35 € &) 2-X (£) = - A ().
0
Prenons le sup. en g € A pour obtenir par définition de A (cf. 2.9 (5))
. 2 3 M
lim €" log P (v € Ay 2 - A (A).
>0

Soit maintenant a fini tel que a < A (A).

It

n

a}
a}

Posons K
a

e et @1

[fec® (Y | X

c
a

A

D'aprés la relation entre XA et X explicitée par la proposition 2.10, on

Le choix de a garantit K N A = . Donc pour tout g € Ka , il existe
un voisinage ouvert Vg de g dans %ﬁ((U) tel que Vg N A=¢ . Fizons

un nombre R > a.
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Par définition de la topologie de %x (U), i1 existe (cf. 1.2) pour

chaque Vg des nombres pg >0 Tg € JO, 1] » Tg < 1T (g) ,

(h, g < o}

tels que G, = b € ‘&x w | do’Tg .

soit contenu dans V_ . Soit f € C telle que = B £).
R S que g = B, (£,)

D'aprés le théoréme 2.4, il existe &:g >0, ag > (0 tels que

. _ o k
leg-{fec (m)idO’T (£, £) < o }

g g

alors P {(eB € F) et G° ¢ 6t < exp (- ,_13.2.,) , ce qui
€

entraine P {(88 € Fg) et (y€ ¢ vg)} < exp (- ...132_.).
€

Les (F ) forment un recouvrement ouvert du compact C_. On peut
g'gek, k2

en extraire un recouvrement fini F_ ,..., F . Pogons F = U F .
1 i=1 8
L'événement {¢ B € F} N (v € A) est égal

u [{eB € Fg I n {y€ € A} | , et par suite est inclus dans
i i
U [{EB(—:F I n {y€¢ vV }] . on aura donc
i &i &i
p{(t € KNG € D} ¢ kexp (-2
€

pourvu que €< Eg Aol Ae . Ceci entraine
1 k

€

P@G- € A<P {(6B € HNGT € A} +P (B € F9)

R
€2

) + P (B € F%

< kexp (-

Comme F est ouvert, on a (proposition 1I.3.6),

2%
lim €? log P (eB € FS) = - A (F%)
e*0

N
et donc L (&) = 1im 82 log P (y8 € A (-R V [“ A (Fc)]
0

Puisque R > a et F N Ca =@ , le second membre est majoré par (- a). La
relation £ (A) € - a pour tout a < A (A, a fini, entrafne alors

L@ ¢-p®.
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Ceci ach@ve la preuve du résultat général. Si les temps d'explosions
sont tous plus grands que 1, il suffit de relire la preuve ci-dessus pour

constater que le résultat reste valable dans CX ).

2.14, Quelques résultats voisins du théor@me 2.13 : au chapitre V, nous

étendrons la validité du théoréme 2.13 au cas ol U est une variété

différentiable. D'autre part (voir Chapitre IV, § 1) on peut dans une

certaine mesure, préciser l'uniformité des lim et 1lim de
€0 >0

2
e log P (y€ € A | yi = X) quand x et A varient.



CHAPITRE IV

APPLICATION ; GOULOTS DE SORTIE, STABILISATION
DES EQUILIBRES PERTURBES

DEUX ESTIMATIONS ASYMPTOTIQUE UNIFORMES :

Hypothéses et notations : Sur un ouvert U de ®" nous considérons

. . , €
le processus (yi) solution du modéle de petites perturbations (E)

vérifiant les hypothéses (H1

nous reprenons systématiquement les notations). Nous poserons

£
O

HZ HB)(cf. III 2.2 et III 2.3 dont

Px(yee )= P(y8 € .ly. =x). Soit Q;, x € U le champ de formes

quadratiques duales associé a (Eg)(cf. I1I 2.9).

Pour S < T, nous définisons les espaces de trajectoires

o (e}
ES’T(U),‘és’T(U), CS,TUD, CS’TGD comme en IIT 1,2, IIL 2.2,

mais en remplagant 1l'intervalle [O,l] par [S,T] . Pour

g € (‘g;’T(U) nous poserons

- 1 Irt(g) ¥
As,1(8 =3 /g Qgt

ol T(g) > S est le temps d'explosion de g ; si g€ SS T(U)
14

(gé)dt

nous poserons Ag T(g) = + o,
}4
Pour £ € C ({Rk) nous poserons ;\ (£) = it }f'{zdt si
$,T s,T 2°s t
o k Y _ . ¢ k .
fe CS,T([R ) et )\S’T(f) = +® gi f (g,T({R ). Enfin pour

Ac és T(U) , BcC (CRk) , TIOUS posSerons
*

s,T

(B) = inf ;\ (B).

(A) = inf A_ ..(A)
fen T

ce s ST *s,T

Ng,T

o]
- ES,T(U) ’

Les propositions 1.2 et 1,4 ci-dessous sont modelées sur les

deux résultats de base de Ventsel~-Freidlin [53]. Nous les

N

étendons ici au cas des diffusions & générateur differentiel

hypoelliptique et & temps d'explosion. Nous suggérons au lecteur



96

d'ignorer leurs preuves, qui reprennent avec une précision trés
technique des arguments utilis@s pour prouver le th.III 2.13.
Ces résultats seront cruciaux pour &tendre le th. III 2.13

aux variétés,

Proposition : Considérons le processus y€ solution du systéme
perturbé (Ef) sur 1'ouvert U de ®" (voir 1.1 pour les hypothé&ses
et notations). Soit AO,T la transformée de Cramer des(Eg) sur
[0,1].

Donnons nous un compact K de U et des nombres strictement
positifs T, a, p, n. Alors il existe e, > Oetr >0 tels que
les conditions
(D x€ % g€ &5 (0 5 |g, - x[ <x; g0, 7]k

)‘o,'r(g) Saj3ese ;

entralnent

2 £
(2) _)\O,T(g) - n<e‘log Px{dO,T(y ,8) < pl}

Preuve : D'aprés la prop. III 2.10, pour g €& 50 T(U) tel que
H]

. PP . o k
)\O’T(g) soit fini il existe fgé, CO,T(IR ) telle que

() To 1 (Eg) = X,7(®) et & = B, (£).

Donnons nous K, T, a, p, net R = a + 2, Le th.III 2.4
fournit alors €,» Ty O positifs stricts tels que

€ _R
(4) Px{dO,T(EB’fg) <L o et dO,T(y yg8) > pr & exp ( 52 ) pourvu que
x, g,& vérifient (1).

_ k
Posons ¢, = {f € CO,TGR ) XO,T(f) <al
Soient fl ves fN€ Ca telles que les [O,T] - tubes ouverts \1i d'axe

fi’ de rayon & recouvrent Ca’ A partir de n,T,V V., le

5 1o Uy

th.III 2,13 fournit € > 0 tel que €. € entraine
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e 2 .
(5) AO,T(Vi) n< e log P(eB € Vi) s i=1 ... 0N,
Pour tout g tel que XO’T(g) < a, on a fg € Ca, et donc
f € Vi pour un entier ig convenable, Ceci entraine

() = A, (&)

8 -
(6) AO,T(Vig) $ Ao plfq 0,1

{eg € Vig} C {dO,T(EB’fg) Lo}

De (5) (6) on conclut que £ £ €

(D Ao p® ~ns e’ log ? {4y (B, <o)

et A. . (g) € a entralnent
0,T

De (7) (4) et (3) on dé&duit que si £ < ED.A E], et si x,g vérifient
(1) on aura

[ €
(8) Px{do_T(y ,8) € 0} > PX{dO’T(y ,8) < o et dO,T(EB’fg) <ol

1 S R
> exp - ;2' DO’T(g) +n) - exp (- ;—2-)

Le second membre de (8) s'écrit, en posant A = AO T(g)-s a,
*

~R+A+2
[exp D-i- - exp ~—-2—-—r-]]exp - -1-2- o+ 2n)
€ €
et est donc minoré (puisque R = a + 2) par exp - 13 (L + 2m)

€
pourvu que l'on assure 1 £ 1 et ez £ n, ce qui prouve la prop. 1.2.

Lemme : (hypothéses et notations de 1.1) Pour tout compact K de
U, le temps
= 1 L

O inf{1(g) [g€ éo’m(U). 8 E K, g = b(g.) pour tout t€ E)vf(g)[
est positif strict, Pour tout temps fini S tel que 0 £ S < SK, le
nombre

= 5 A 3 <

%, s inf{ O,S(g)igé-: EO,S(UJ, g, € K, 1(g) €8}

est positif strict. En particulier, pour tout & < O g» les
1

conditions

g€ &) S0, g, € K, Xy o(g) < A} impliquent {S < t(g)}.

Preuve : Pour x € U posons f£(x)} = t(g)old g est la solution maximale
ERAAAS

de gé = b(gt) igsue de g, = X D'aprés la prop. III 2.3, f est
gvidemment s.c.i. sur U, et positive stricte. Sa borne inférieure
sur le compact K est atteinte, et donc positive stricte, ce qui

prouve GK'> Q.



98

Comme T est s.c.i. sur é (U), l'ensemble G des g telles
que goe K, 17(g) € $ est fermé dans éo 5 U). Les propriétés de

s.c.i. et compacité& de A montrent que A atteint sa borne

0,5 0,5

inférieure Oy g Sur G, en un point g € G, Si on avait
’

A

0 S(g) = 0, g serait solution de gé b(gt) sur [:O,T(g)[et

par suite on devrait avoir T(g) > GK > S ce qui contredit g € G.

Donc OLK,S = XO’S(g) > 0.
Proposition : Considé&rons le processus yE solution du systéme
perturbé (EE) sur llouvert U de ®" (voir 1.! pour les hypothé&ses).
Soit )\O,T la transformée de Cramer de (Eg) sur [O,T] .  Donnons nous
un compact K de U et des nombres T, A positifs tels que les

conditions {gé€& %O T(U), g, € K, A ) £ A} impliquent T < T(g)

O,T(g
(cf, lemme 1.3).

Alors pour tout p > 0, n > 0, il existe 80 > 0 tel que les
conditions
(1) exg €, 3 a< A} x€ K

entraTlnent

€ s
(2) Px{dO,T(y ,8) 2 D pour tout g€ éO,T(U) vérifiant )\O’T(g) £ a

= -
g, x} £ exp ( 5+ 2)
fod £

Preuve : Pour L < U posons
a1 = (g€ & L (@) < A, g€ L)
b4
Par hypothése g & I‘(A,K) force T < 1(g), Si l'union des g([O,T])
pour g€ I'(A,K) n'Btait pas relativement compacte, 11 existerait
g, € T(AK) et tne fO,T:I tels que gn(tn) sorte de tout compact.,
Par extraction d'une sous suite, on peut supposer que
g, 8 € T(A,K), d'oli T(g) > T ;
mais alors (c¢f. IIT 1.2) 3 convergerait uniformément vers g sur
[O,T:] , ce qui contredirait l'existence des t + Ainsi il existe un

compact M tel que g[:O,ﬂ(: M pour tout ge& I'(A,K).
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Fixons a € Aet R =a + 3, Le th.III 2.4 montre 1l'existence
de €y O positifs strict tels que les conditions
(M ese, s x€K;5 g=B(H) 5, (8 <A
entrainent

[ R
(4) PX{dO,T(EB’f) Saetdy (y,8) 2 pl < exp ';'5_*)
L B k
Considérons le compact C_ = {fe CO’T(LR )IXO,T(f) < a}l
Les [O,T] tubes ouverts Ff d'axes f et de rayon o forment un

recouvrement ouvert de Ca' On en extrait un recouvrement fini

Fl, vany FN de Ca , avec Fi = Ff , et fig Ca. En particulier

i
. = ' a
si g, Bx(fi)’ on a XO’T(gi) < a, d'aprés la prop., 2.10, Posons

F= U Fi
I ig N

M(x,a) = {h€ 80 T(U)]do T(h,g); p pour tout g tel que g =X
? 14
et KO’T(g) <al

Alors comme dans III 2.13 on a en notant M = M(x,a)
{y’eM} c (e8¢ F} v [{eBE F} n y° € MJ)

c {84 Fl v U [{eBEF) n{a, ,0%e) o]l
IgigN ’

De (3) (4) on conclut alors que pour € < €0 X € Kon a

(5) Px(yee M) < P(eBE F) + N exp(- 5.2 )
£

Comme ¥ est un fermé disjoint de Cc on aura

lim & log P(eBE F) = - KO T(Fc) £ - a
e+0 ’

Etant donné 1‘:630,1:] il existe donc €, > 0 tel que € £ £, entraine

i 1

P(88¢ F) < exp(- 32 + 3-2). Finalement, grace 3 (5) et & R = at3,
€ £

on voit que € < e A€ x € X impliquent

1,

® B GTEM < e 2 ¢ -E-’%) [exe (- )+ 3 exo(- ]
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d'od €, > 0 tel que x€ K, € < £, entrainent
€ 2
(M B Iy"€ Mx,a)} € exp(- 5, + 5
€ €

Pour le moment £, dépend de a & A. Appliquons (7) aux valeurs

a=5kn, k=1 ... [%] , ce qui nous fournit €, > 0 tel que

3
. A
€ £ €q et x € K garantissent pour k = 1 ... [—h—l
€ k 2
(8) P _{y"€ M(x,kn)} < exp (- =5 + )
€ €

Soit aleors a quelconque dans [O,A:l ; choisissons k tel que
kn € a £ (k+1)n. On a alors

M(x,8) < M(x%,kn), donc pour £ & €50 *x€ K, a €A, (8 implique

P {y€€ M(x,a)} < exp(~ kn, 2o ) & exp(~ 2 4 -B—Tl)
X E2 g2 &:2 62

ce qui prouve la majoration (2) annoncée.

Remarque : Lorsque les temps d'explosion des solutions de

z;: = b(zt) + O(zt) fé sont toujours plus grands que T dé&s que
fe CS,T (Rk), les énoncés 1.2 et 1.3 se simplifient légérement ;
ce cas correspond 4 la situation considérée par Ventsel-Freidlin
qui prenaient O inversible, U variété compacte et donc avaient

des temps d'explosion toujours infinis.

Corollaire : (hypothéses et notations de 1.1) Considérons le
processus y8 solution du systéme perturbé (Eg) sur l'ouvert U de
n . . £
R, Soit AO T la fonctionnelle de Cramer de (E™) sur [O,T:] .

’
Donnons nous un compact K de U, et des nombres J > 0, T > 0 tels
que les conditions

7 T <

{g € éO,T(U)’ goé, K, ?\O’T(g) € J entrafnent T < T(g)
{cf., Lemme [.3).

Alors pour tout 1np > 0 il existe €, > 0 ayant la propriété

suivante
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Quel que soit la famille Fo» X € K, de boréliens de éO T(U),
bl

quels que soient x € K et € € EO’ on a, en notant F = U Fx
x€K

€ i RS- n
P (€ F) < exp [- = minG, &y 1 (B) + 52]

Preuve : Fixons a = min [5, AO,T(F)] - n. L'ensemble I'(a,K)

défini plus haut en 1.4 est alors compact et disjoint du fermé F.

Comme a < J, on a par hypothése sur j, T < 1(g) dés que

g € I'(a,K), Soit 0(g,r) le [O,T] - tube ouvert d'axe g et de

rayon r. Pour g€ T(a,K), il existe rg tel que O(g,ng) soit

disjoint de F. On recouvre I'(a,K) par Oi i=1.,. Noi

Oi = O(gi,rgi).
Soit p = inf (rg', i=1.,. N, Alors pour tout £ € F,

i
h € I'(a,K) on aura do T(f,h) > p. Ceci fournit les inclusions
¥

(y€€ Fx) c (yee F) c {dO T(ye,g) > p pour tout g€ TI'(a,K)}
¥

= {do T(yg,g) > p pour tout g € T(a,x)}
H

ce qui prouve le corollaire, grdce d la prop. l.4.

TEMPS ET GOULOT DE SORTIE DU VOISINAGE D'UN EQUILIBRE STABLE
(D'APRES VENTSEL-FREIDLIN)

Le probléme : Sur un ouvert V de R®"” on considére le systéme
dynamique y(': = b(yt) ,» 0l b est un champ lipschitzien (localement)

sur V. On se donne un point d'équilibre 0 € V pour le systéme

(i.e. b(0) = 0), que l'on suppose stable au sens suivant :

il existe un ouvert U contenant 0, tel que U soit un compact

de V, et tel que toute trajectoire du systéme issue de x € U tende

vers 0 quand t - +°, sans sortir de U.
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Nous supposons que U est & bord régulier et que pour tout

x€ 3U, le champ b(x) est strictement "rentrant" (i.e.

<b(x), n(x)> > 0 ol n(x) est la normale 3 39U orientée vers
1'intérieur de U).
Ce systéme est remplacé par un systé@me perturbé (Ee)
dy = b(yDdr + £ a(yDE,
ol o(y) est inversible (n,n), de classe un et ¢ est petit ; B est
un Brownien n-dimeunsionnel.

Pour chaque € > 0 et x€ U, le temps de sortie X; de U pour ye

est PX - p.s, fini. En effet la fonction PX(XU = +©) est A8~
harmonique dans U, nulle sur 3U, avec AE générateur différentiel
du processus yi. Elle est donc nulle partout sur U.

Il s'agit de déterminer en quels points de U se fait la sortie
de U pour (yi), et quel chemin suit yi pour sortir de U, quand
e~ 0.
Convention : Nous pouvons toujours modifier les champs b et O
en dehors d'un voisinage W compact de U de telle sorte que b et o
soient définis sur R entier, alent les mémes propriétés de
régularité locales, et soient bornées sur ®", Ceci ne change pas
le processus induit sur les voisinages ouverts de U contenus dans
W, On peut donc sans perte de généralité supposer que V =IRn, que
le temps d'explosion du processus yi est infini Px - pP.S., et que
si ib,r(f) < +o, les solutions maximales de zé = b(zt)+ c(zt)fé

n'explosent pas sur [Q,jj.

Définitions : Appelons orbite du systéme initial (EO) 1'image dans
R" de n'importe quelle solution maximale de yé = b(yt). Appelons

ensemble W~limite A toute partie A de ®" telle que pour chaque x £ A,

il existe une solution Ve de (EO) vérifiant lim Y, = % pour
+oo n
une certaine suite tné R.
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Lemme (cf. [53]) : Soit K une partie compacte de (Rn, ne contenant

pas d'ensemble w~limite., Il existe alors a > 0, b > 0 tels que

pour tout T » 0, les conditions g€ CO T(}Rn) et g[OT] < K impliquent
’

}‘O,T(g) 2 aT - b

Preuve : Soit Ve la solution de (E°) vérifiant Yo = Vs ol ve€ K.
Si le temps de sortie de K pour Ve noté TK(V) &tait infini, K
contiendrait un ensemble w~limite ; par suite TK(V} est fini.
Dtautre part, les solutions de (EO) étant fonctions continues de la
donnée initiale v, uniformément sur les compacts de [0, +°°[, on voit
facilement que v - TK(V) est une fonction s.c.s. Le maximum o
de cette fonction sur le compact K est donc atteint, et par suite
fini,

L'ensemble A = {g€ CO,?_Q([Rn) | g[O,an] ¢ K} est fermé dans

ne soit pas identiquement infinie

n
(R7). Supposons que )\O,Zoe

0,24

sur A, L'ensemble AN {ge C < u} est alors

®) [ Xy @

non vide pour u assez grand, et compact (remarque III 2.11).

0,20

Comme {(cf., III 2.11) >\O 2g €5t s.c.i. sur C an), on voit que
b

0,T
}\O 20 atteint son minimum sur A en un point Y € A,
b4
8i A (y) était nul, on aurait (prop. 2.10)
0,20

U m N ' g FY m 1
Ye b(yt) + g(’(t)ft p.p. en t ol ft 0 pep., t. Comme la solution
y de (EO) issue de Y, vérifie aussi cette Equation, on aurait
Yo = Ve Puisque YOG K, ceci entrainerait TK(YO) < o, ce qui
contredirait y[O,Zoc] < K, Par suite )\0’2&(«{) =3 > 0etona
)\O’Za(g) > a pour tout g € A,

Soit maintenant T > 0., Prenons k entier tel que kg g T < (k+Da»
si g[0,T] C K, on aura

Ao (8 > )

T
jsk (j"l)onjoc(g> 7 ka > B(ZOL D
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Lemme : (cf. [53:]) Soit K une partie compacte de R" ne contenant
pas d'ensembles w~limite, Soit T; le temps de premiére sortie de
K pour le processus yi. 11 existe des constantes a > 0, b > 0
telles que :
a4 tout To » 0, on peut associer E;o > 0 tel que les conditions
TL T, Xx€ Ket €& g, impliquent
€ aT-b

Px(‘EK 2 T) € exp( - 5 )

€
Preuve : L'ensemble A = {ge C. @™ l g € K, 1,(g) > T}
—rr—— 0,7 o K

est d'apréds 2.3 disjoint du compact
n
C={g€ Cy @) | Ay 1(8) < af = 2b et g € K}

pour a > 0 b > (0 comme en 2.5, Comme A est fermé il existe p > O

tel que A soit disjoint de tout [O,T:] - tube d'axe g& C et de

rayon P. A fortiori A est inclus dans l'ensemble B des h& C0 T(IRn)
s

qui vérifient d. _(h,g) > P pour tout g € C. (R") telle que

0,T 0,T
XO,T(g) < aT - b, g € K, ]go - x| €£r (ol x€ Ket r > 0 sont
fixés quelconques). Il suffit d'appliquer la prop. 1.3 pour

.

conclure a4 l'existence de €, > 0 tel que pour T & T,» x € K, €« €

on ait

)
€

ol n > 0 est fixé arbitrairement, ce qui prouve le lemme.

€ € T-b n
PTE D S P GTED < exp[-E57+ 1]

Lemme : Pour toute partie compacte K de ERn, il existe un nombre
C > 0 tel que pour tout x,y€ K il existe un temp T et
n

= o= X < -

g€ CO,T(CR ) tels que g = x, gr =y et DQT(g) < ¢ |zl
. t o e

Preuve : Il suffit de poser g, =x + TXTYT (y=x) et T = |x y[ .
Alors g;: . O'(gt)—x, et b(gt) restent bornés en norme, de sorte gque

Q; (g::) & cte pour t € [O,Tj , ce qui prouve le résultat.
t
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Corollaire (cf. [53]) : La fonction VU(x,y) définie sur U x U par

VU(x,y) = inf{AO’T(g) [ B, = Xy 8 = s g[O,T[ < U, T>0 arbitraire }

o/

est finie et localement lipschitzienne sur U x U,

Une_hypothése simple pour 1'étude du goulot de sortie

Plagons nous dans la situation décrite en 2.1,

Posons V0 = inf V[Rn (0,y) = inf VU(O,y). Nous supposerons
y € U yE U

l'existence d'une unique fonction P 3—00, {ﬂ R" telle que

P, =y, €00, P, o[ c U, 1ir§m&€t =0, vV =V =, o).

t> e

Une telle fonction % existe toujours grice i la s.c.i. de XS;T

et 4 la compacité de {g[)\S,T(g) £ a} (voir [:53] ou bien le lemme
2.8 plus bas pour une preuve précise). Il se peut que szoit en
fait constante égale 3 0 pour t € ]-oo,So] avec So < 0, mais ce
n'est pas toujours le cas (voir [53]). L'hypoth&se d'unicité par
contre n'est pas toujours vérifiée. Elle facilite 1'intuition,
mais n'est pas essentielle (voir Azencott-Ruget [3] qui, dans
une situation A priori plus retorse, &vite cette hypothése, ce qui
améne & formuler les résultats de fagon un peu différente).

. c iz n
Toutes les fonctions considérées seront 3 valeurs dans IR, et

continues sur leur intervalles de définition.

Nous définirons la translatée (dans le temps) Gth d'une
fonction h : ® +R" par 6 h(u) = h(u+t).

Nous noterons TA(g) = inf{t|gt & A} le temps de premidre sortie

n € .z
de AcR", et T, la v.a. A(y ) correspondante associBe au processus

A

€
y .
Lemme : (cf, [53]1) Hypothéses de 2.1, 2.7, Soit :]-00,0[«» U

un chemin minimisant A__ . et joignant 0 & Yo € 3U; soit

,0
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VO = kdn’o(gD). Alors pour tout r > 0 il existe o > 0 tel que
les relations (1) et (2)

(1) £ € CO’T(YRD), T>0, () T, £ =0

(2) d_y 0816,p) > T

entrainent XO’T(f) > VO + 0

Preuve : Si le lemme n'était pas vrai, il existerait une suite
% > 0 tendant vers 0, une suite de temps Tk > 0 et une suite de

fonctions gk'€,CO T GRn) telles que
’
k

K K ko
(3) TU(g)STk 1 )\O,Tk(g)évo*‘(y’k H go‘o!

. k
(4) lim d_ 6.8,¥) =0
T,,0°T B

k>
Posons fk = eT gk, de sorte que fk est définie sur [}TR,Q].
k
Prolongeons £% en fonction continue sur ]-m, QJ, en posant fi = 0
pour t < ~Tk.
Pour N fini fixé, les X (fk) restent bornés par (V_ + sup ak).
-N,O o Kk
Il existe donc une fonction continue hN sur [}N,Q] et une suite
extraite (encore notée fk) convergeant uniformément vers hN sur

[%N,@]. Ceci entrafne

N . k
h,ohD) € Limdy o) <V

o
Recommencons des extractions successives de sous suites pour
N=1, 2 ... Par le procédé diagonal classique on obtient
. . . .k .
finalement une sous suite (toujours notée f ) qui converge
. ~ N N
uniformément vers h sur ~N,§] pour tout N. Alors les h sont

évidemment les restrictions i [&N,QI d'une méme fonction h

continue sur ]—w,QJ. De plus on a

= i )\ w i >\ N
ALY o ,e® T e Ay o) s Yo
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Soit Br une boule ouverte de rayon r T, petit, de centre 0.
Puisque X_w,o(fk) est borng, le lemme 2.3 montre l'existence de T=T(r)
tel que fk[ja,Q] c ﬁ;Br entraine a € T. Il existe donc une suite
e dans [—ZT,Q] telle que fk(tk) € Br' On peut joindre (lemme 2.5)
le point 0 & tout point de B. par un chemin continu g pour lequel
A est majoré par Cr. En suivant un tel chemin de 0 & fk(tk) (sur

un intervalle de temps fini) puis fk de fk(tk) a fk(O) on obtient

. k .
un chemin h : [ S,Q} + U tel que A_S’O(h).s Cr + X—ZT,O(ﬁ ) et qui
atteint 3U au temps 0. Par suite

k
Uy € Alg o(0) € Cr + An ((E)
et donc
A (fk) = A (£ (65 <V va, - (V. -Cr) € o +Cr
o0 2T - 0 -27,0 = o Tk o Nk

I1 n'existe pas de trajectoires de yé = b(yt) partant de 0 et

atteignant BBr en temps fini. Par des arguments déji utilisés au

o
lemme 1.3, on en dé&duit qu'il existe a > 0 tel que A(g) = a pour
a
tout chemin g joignant 0 a BBr en temps fini, Prenons Cr & 53
o
a
et k assez grand pour que ak < §3 , ce qui donne
Kk, 23, k
X_w.~2T(f ) € 5 - Ceci montre que f [f”,-Zi] c Bro , C& qgl
entraine immédiatement h -W,—Zi] = ﬁ; ol T = T(r), Cr 32'.

o
On en conclut d'abord (ro &tant quelconque) que h(t) - 0 quand
t - ~, Puisque X_m’O(h) = VO, 1'unicité de P minimisante entraine
- . k k
P = h., Des relations f [;w,-zi] « Bro, h[}w,~2i] = Bro, et £+ h

uniformément sur[}ZT,@} on déduit que fk converge vers h = \P

uniformément sur ]—m,é], ce qui contredit (4) et prouve le lemme.

Mise en place d'un tube et de deux barriéres :

[;a situation est celle de 2.1, Z.i]. Donnons nour r > 0 petit
arbitraire. Determinons alors o > 0 tel que le lemme 2.8 s'applique

i r et G.
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Soit B, une boule ouverte de rayon o ¢ 0, 3 Pour 8§ > O

arbitraire posons

(1) F(8) = € C; (&Y |1y(e) €3, 8, € B, , d_g ((658,p) >7)

n

@,

L'ensemble F(S) est fermé dans CO S
Soit g€ F(S). Si g = 0on a )\, .(8) >V + g d'aprés le
o 0,8 o

lemme 2.8. Si g + 0, posons

hi{t) = ¢ g, pour 0 gt g (gok
(g,)
h{t) = g(t“lgol) pour !gol gt gS+ !gol
On a alors AO’S+IgOl(h> g Cp + XO,S(g)
(ol C est une constante), et h(0) = 0, TU(h) < 8+ ggog

Prenons p assez petit pour que Cp g T%-&; si Ag S(g) étrait
b4

strictement plus petit que Vo + %—u, on aurait

XO S*Ig ¥(h) < VD + o, et donc d'aprés le lemme 2.8,
¥
o

en notant R = § + |g0|

d_R,O(eRh,%)) <t

. — . .
d'od & fortiori d_s’o(eRh,LP) < r, ce qui puisque GRh et esg
coincident sur [—-S,O:] contredit g & F(8).

Par suite on a

@3] AO S(g) z2 V) + %—a pour tout g & F(S), tout S > 0.
3

Nous prendrons P assez petit pour que tout segment de droite

issu de U et de longueur moindre que 2p, parcouru a vitesse | soit

un chemin g tel que A(g) < é% .
La fonction(p est uniformément holderienne d'ordre %-sur:]«n,@ s

car QP' est dans L2. Si ¢ est la constante associée, nous

imposerons aussi (20 + o/p) suffisamment petit ce qui sera précisé

plus bas.
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Fixons désormais le rayon p de la boule B . La trajectoire P
étant minimisante ne repasse évidemment pas par O dans 1l'intervalle

de temps [IB (kp),@]. Il existe donc une boule fermée ﬁ; de centre
+

0 disjointe du compact LP(EEB (LP),O]).
+

Fixons une telle boule B_, telle que E; < B,. Puisque le

compact U - B_ ne contient pas de points w-limite (par hypothése),
le lemme 2.4 montre l'existence de TO > g, g, > 0 tels que pour
€< €°,x€5-B_,T>TO, on ait

Vv o+ 1
o

3 P U0, cT-8)<emp (- )

€

Enfin pour T > T., on aura

i

(4) Lpte B, pour t & -T

Choisissons T = T] v TO. Dans tout le paragraphe suivant les
nombres o, r, 0, T, Eo’ les boules B+, B_ resteront fixés comme

ci~dessus.

Etude du segment terminal degyE :

Définissons les temps d'oscillations successives entre B+ et

B, par

° = lére tie de B

- é sortie de B

1 ~ P < o
n_ = lére entrée dans B_ aprés T+
n - . - n
T, = lére sortie de B+ aprés 1_

+ - - - n
n? s lére entrée dans B_ aprés T,

. . . n : .
Soit v le dernier entier n > 0 tel que T, < Ty qui existe et est

f e oaa o s s e s s . .
fini dés que {T+ <Tg s oIy fini}(il s'agit ici de trajectoires
continues, tant pour les processus que pour les "chemins' considérés

p . O . s e
éventuellement), Nous poserons v= +» si T, > TU ou si TU est infini,

.

s . . ~ €
Le _segment terminal d'une trajectoire yE sera noté segter {(y ) :
Le Sggme o
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. € VooV - v
c'est la restriction de y & [(+, T, t ﬂ , translatée par T,

. € .
c'est & dire segter y = restriction de 61—\) yE a [O,T:] .
+

-

. p . €
La variable aleatoire segter y est & valeurs dams CO T(IZRH), et
H
définie sur {v fini}, fixée arbitraire sur {v infini} . Lorsque

yi = x€ 3B, 1'événement {T<t, < n_l_} est inclus dans

U
{yE[O,ﬂ c U~ B_} et donc d'aprés 2.9 (3)

V. o+ 1
0

n PX{T < Ty < ﬂ_l.} < exp (- )

€

pour X € 8B+, e K €, [Toutes les probabilités PX concernent le

€ £ _
processus y tel que v, = )ﬂ
Notons I le [O,ﬂ - tube ouvert d'axe S_T\P et de rayon r, c'est
3 dire l'ensemble des fonctions h définies au moins sur [O,ﬂ .
3 valeurs dans R” et telles que ih - P }< r pour t & [O T]
t =T '

Pour yi = x & 8B+, avec la notation 2.9 (1), on a l'inclusion
@ {1t <n 51,€7; 7€ e y& Serm)
p SN Ty ST .1

Mais F(S) est fermé dans C0 S(iRn) et vérifie, d'apreés 2.9 (2),

! 5 5 =
AO’S[F(S)] > '\fo +o5 o, D'aprés le cor., 1.5, ol 1l'on pose n =

®] @

J=v_ + 3 , on peut donc trouver € > 0 tel que £ < s x € BB*

o 8 i
entrainent, en tenant compte de (2),
1 € vo o
3 Plt, <n_;17,<T;y €T}<exp (- —~=,)
x U U €2 462

L'événement E = {TU < ni} est inclus dans

Eo [ty >D v (€T3 yYED U vTe M)

/A

de sorte que (1) et (3) entralnent pour € < e MEL X [ BB* ,

V +1 v
O O O €
(@) 2B € emp(- =)+ exp(- - =) + 2B 0 GTED)

Grace a 2.9 (4), on peut trouver un chemin ¥ tel que ‘{/0 = X,
- : Q| =
‘Ysl = kP-T , Sl < p, et )\O’SI(W) <& VIR On pose \ySi+t k'P'-T-ft

pour 0 £ £t £ T ; puis on prolonge V¥ sur [T+Sl’ S] par un petit
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segment de droite sortant de U et atteignant un point & distance

2p de 39U, en s'assurant que S - T 3p et A

o3
T+SI,S(W)\< 3"2' . On

a alors X (V) €« v_ + % . Un caleul simple montre que
0,8 o 16

d (] ‘P,kp) est majoré par la somme de 2p et de l'oscillation
-1,0°7T

maximale de { sur un intervalle de longueur p, donc (puisque kf)'

est de carré intégrable sur ‘]—m,(ﬂ) par 2p + c/b— ol la constante

ne dépend que de 1. On peut toujours supposer qu'au moment du

choix de B, ,ona imposé 2p + o < -g— . Par suite, tout chemin

g appartenant au [O,S] - tube ouvert d'axe ¥ et de rayon inférieur

i % vérifiera g€ I, D'autre part par le choix méme de B_, le

compact T, (¥),0] est disjoint de B_ . Il est alors clair
B, -

que si 2p + ¢v/p est suffisamment petit, le chemin ¥ et tout chemin
g appartenant 3 un [O,S] - tube d'axe Y suffisamment &troit
vérifiera TU(g) < ni (g). Le rayon d'un tel tube peut &tre choisi

indépendant de x € 9B, bien que Y dépende ("peu") de x.

La prep. 1.2 montre alors 1l'existence de €, > 0 tel que
x € 3B,, € < €, impliquent
+ 2
€ )‘O S(W) o Vo o
(5) B {E n(y €D} » exp(- —H5—+ 5) > exp (- =5 = —5)
€ 32¢e € 8¢
De (4) et (5) on déduit pour x €& 3B, e < E, N ELNEY = EY
Vo o] 0
(6) P (E) s exp (- —5 = —5) [1+2exp (——-—2—)]
€ 8e 8e
d'ol pour x € 3B, €< €,
(M ar (r, <)< (t,<n';5y€D
x U =7 "xYU -
o
avec q = 1| ~ 2 exp (- —= )
2
8¢
Posons Yo = yen . La propriété de Markov forte, en espace
T
+

temps, montre que la variable aléatoire
®z =p (1. <n ;5%emn
n v, © -’

. . n
s'écrit aussi, sur l'ensemble T, < Ty
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®z, = P[segter y*€ 1 12 <ty < ‘} a |

~ - P P R, 1 ¥
ou Jj a est l'algébre des événements antérieurs 3 T+.
T

+
De (7), (8) et (9) on déduit, sur {Tz < TU}

1
. (Ty <n_)

(10) P[segter yee I';y Vv=n |:Fn] 2qP
T n

+

}

. n
<
Mais on a sur {T+ TU

1, _ n n+] _ _
(i Pyn(ru<n_) = P(t] <t <l gcT.’Tn) =P(V =n QJZTH)
+ +

De (10) et (11) on déduit, en prenant les espérances ,
£

Pz[segter y € T; v = rﬂ > q PZ(\) = n)
pour tout z € U, tout n > 0. En sommant sur n on obtient pour
z¢e U, €% 63.
(12) P_(segter y¥e ™ 2 g P_(v fini)

L'événement {v = +»} est P_ - p.s. ggal 2 {TU < Ti} . Donc si
z€ B _on a PZ(\) fini) = 1,

Siz€ U - B, il est facile de voir que

o cte N s .

PZ(”Cu < T+) < exp(~ —7) ol la constante est positive stricte

£

et dépend de z & priori. Dans tous les cas (12) donne done pour

z€ U, £ & €3

(13) P (segter yE D) 31 - exp (- .C_t_;)
£

En particulier lim P_(segter y€€ I =1.
€~>0
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2.11. Reformulation du résultat

Comme plus haut, soit I le [0 ’ﬂ —tube ouvert d'axe @—T ¢ , de rayon T ,
et soit p le rayon de B, . Soit Va la boule de centre O et de rayon (2a+p).
Montrons que
(1) pour tout a > 0, il existe r > 0, To > 0 tels que r £ r et T > TD

g el g, € ] B+ > Ty (g) £ T entrainent

- - £ a our tout s tel que
| gs+"cU(g) LFs-t»"cU( ) | P 4

Tva(g) s+ 1,08 € Ty

En effet, notons d'abord que par convention, nous avons TU(CP) = 0,
Soit W un voisinage ouvert régulier de O tel que We U et |x-y| 3> a
pour x € 39U, y € IW.

Pour tout a, > 0 , on peut trouver a, et W pour garantir

L(P) = T (P) < a,

i

Pour ge ' , on a |g [TU(g)] - ¢ [TU(g) - T:H <r , et donc

_ . . - CTs - oA,
TU(g) T 2 1,(p) si r< a, , ce qui entrafne 0 3 TU(g) T2 - a,

Pour tout ay > 0, on peut trouver a, assez petit pour que l'oscillation

2
de ¢ sur les intervalles de longueur a, soit majorée par as- On a alors

pour t £ O, iti \<T-—a2

lgt+rU(g) AR TR lgt+TU(g) B q)tﬂu(g)-T L+ lLPt+TU(g)-T - P

ce qui est majoré par r + az s grace 4 g € I' . Pour tout a, > 0 , fixons
aj et r assez petits pour que r + ay < a,. On a alors l'inégalité (1)
annoncée, pour les temps s + TU(g) vérifiant
< s + <
2ay s+ () < Tye)
I1 est facile d'en déduire que, si 1'on a pris T assez grand pour que

Ty (CP) >-T+ 2 a, , on aura pour a, ag convenables 1'inégalité (1)
a

5
sur ‘rva(g) < s + TU(g) < (8.
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On peut donc formuler le résultat de Ventsel et Freidlin sous la
forme suivante, "interne" & U ce qui est utile pour rendre caduques les

conventions adoptées sur le comportement des coefficients en dehors de U.

2.12. Théoréme (Ventsel-Freidlin [53 ) : Soit U un voisinage trés régu-
lier d'un point d'équilibre stable pour le systdme dynamique yé =b (yt)
(hypothé&ses 2.1, 2.7). Soit XS T la fonctionnelle de Cramer associée au

’

N . o€ . .
systéme perturbé (E ). On suppose l'existence d'une unique

W ]—W, O[ — U joignant O 3 9U et minimisant A.

Soit K un voisinage compact arbitraire de O dans U, et soit o le

temps de derniére sortie de K avant Ty Considérons 1'événement
€ € < £
= - < < <
E {!yt+TU(y€) Pl € r opour oy S v+ Ty € T}

Alors, pour tout ¥ > O, pour tout z € U, PZ (E) tend vers 1 (vitesse

ct

en exp (- g )) lorsque € + 0O, La convergence est uniforme pour z dans

€
une partie compacte arbitraire de U.

2.13. Commentaire : On a construit ainsi un tube d'axe ® qui constitue
un goulot de sortie, le seul canal par lequel la sortie de U puisse se

faire. En particulier le point de sortie yi (ye) tend en probabilité
U

c
2
€

(& vitesse exp - ) vers (?(O) € 3 U qui est le point de 3U oi le

"quasi-potentiel™ V (0,y) défini en 2.6, 2.7 atteint son minimum.
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3. CALCUL DES EXTREMALES ET DU QUASI-POTENTIEL

3.1. Les résultats de ce paragraphe, sont dus & Ventsel-Freidlin [ﬁa:

Nous ne donnerons pas de preuves rigoureuses renvoyant 3 [54] ol les

dites preuves sont d'ailleurs parfois omises ou tr&s brdves ; pour des
approches rigoureuses détaillées concernant le type d &quations aux
dérivées partielles qui interviennent ici, nous renvoyons 3 P.L. Lions
[32] DB] et 4 la bibliographie de [32] [27] , particuli&rement

Krylov. Nous préférons esquisser des raisonnements heuristiques qui

feront peut &tre sentir plus rapidement pourquoi de telles &quations

interviennent ici.

3.2. La situation considérée est celle de 2.1. On définit comme en 2.6,
2.7 le quasi potentiel V : R" > [b, + w[
V (y) = inf {AO,T(g) | 8, =0, 8, =y,T>0 arbitraire} .
En général sous les hypothéses 2.1, la fonction V est seulement Lipschit-
zienne (localement) sur ®® (cf. 53] ).

Mais si une certaine &quation aux dérivées partielles admet une solu-
tion, alors cette solution coincide avec V. Construisons "3 la main" cette

équation.

3.3. Une &quation aux dérivées partielles "vérifiée' par V

Considérons deux courbes de niveau La et L de 1a fonction V ,

a-Aa
avec Aa > O petit. Soit x € La et soit ¢ une courbe minimisant A , joi-
gnant 0 3 x sur l'intervalle de temps ]-@, ij. Soit (T - AT) le temps de
sortie de La-Aa pour ©® , de sorte que y = QT—AT € La—Aa . Soit z un
point de La—Aa et ¢ : ES - AS, S] + ®" un chemin joignant z & x.

Puisque z € L , 11 existe un chemin g : ]-*n, S - Aé] joignant 0 i

a~Aa

z et vérifiant A_ S-AS (g) = a - Aa. Le chemin obtenu en suivant g
»
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puis ¢ joint 0 & x € L, ce qui force donc

1 Agopg,g (W ba

Comme ( est minimisante entre O et La , on en déduit que

(2) A =Aa = inf A W)

r-a1,T P ops 57BS.s

ol ¥ joint un point quelconque z de La-Aa 4 x donné sur La'

"Au second ordre pra@s" on peut écrire

“la=V(y) -V =< (yx), V() >=-AT< @, Vx>
- ba =V(z) - V(x) = < (2-x), V'(x) > =-A8 < wg » VI(x) >
d'ol

(3) Ba =AS < Yi, VI > = AT < QL V@) >

oli les produits scalaires et les gradients V'(x) sont calculés dans la
oy s el e . * . * -1
métrique associée 3 la forme quadratique QX de matrice [b(x)c (xi} .
.- - * .
En notant ll l| la norme associée 3 Qx , on a aussi, "au second

ordre prés"

2
Ap-ar,r (9D 3"%" AT || Py - b0l
(4) 1 2
Asops,s W === 85 [y - b]]
de sorte que (2) entralne
' 2 . , 2
(5) AT @p - b7 = inf as ||yl - b(0]]
LA
1 . 2
(6) — A |y -b@|]T = ta
grice & (3), les égalités (5), (6) deviemnent
' 2 ' 2
o H('PT_b(x)ll inf st—b(x)ll inf HV"b(X)HZ
<O,V > TN T, v T <V, V(x>
Fr ’ Vs S : veER" ’
2
1@ - b ||
1€)) =2

<R,V >
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Pour abréger l'écriture, posoms b(x) = b , V'(x) = V'. Le gradient de

2
v-b .. . re o
v — —éL;:VLé- (% est fixé dans la suite) s'écrit

2
, _vb _ vl
< v,V" > < v,V >Z

V' . D'aprés (7) ce gradient doit s'annuler

pour v = 4?% , ce qui en tenant compte de (8) donne en posant v = ?%
(9 v = ‘?% =b + V'

De (8) (9) on tire alors
v! 2 =2<b+ V' vt > d'od
[v']] ,
2
(10) [|v'][“+2<b, V' >=0

11 est facile de voir que (9) (10) &quivalent 3 (7) (8). Notons une

conséquence de (9) (10), tout 3 fait immédiate,
2
(an a2 = 11o+ vil1% = []sl]

Nous pouvons donc énoncer le résultat "heuristique" suivant

3.4 "Résultat heuristique” Le quasi potentiel V (y) et les trajectoires

¢ issues de O minimisant A entre 0 et leur point d'arrivée "doivent"

vérifier les &quations suivantes :

(12) V'@l + 2 <be, viw >, =0

odui alaires e i ' i aqQ*d i
(pr ts sc es et gradient V' relatifs a Qx e matrice

b ® c*(x)]—l)
(13) Pr=Db (@) + V' (P)
En particulier Il?é}[ =1i» ((Ft)i{

Remarquons que ces équations deviennent tré&s simples lorsque le drift

b(x) est un champ de gradient pour la métrique Q; ; en effet si
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b{x) = H'(x) avec H : RY + R de classe i, on voit que V(x) = - 2 H(x)
est une solution triviale de (12), et qu'on a alors b + V' = - H' = - b
d'ol (P": =-5b (('Pt)' I1 est facile de voir alors directement (cf [53])

que V et (? sont bien les solutions du probléme cherché. Intuitivement
les chemins de sortie sont les plus brutaux possibles : ils "remontent"
le champ b avec une vitesse juste suffisante pour compenser le drift.

En ce qui concerne les questions d'existence et unicité des solutions
de (12) nous remvoyons & [3Z] [27]. Le résultat rigoureux associé i 3.4

est énoncé dans [54] .

3.5. Théoréme : (Ventsel-Freidlin [:53:] [54]). Supposons (hypothéses 2.1
sur b(x), 0(x), U ouvert de R") 1'existence d'une fonction V définie et
continue sur un voisinage de U, strictement positive sur U - {0}, nulle

en 0, et qui sur W - {0} , ofi W est un voisinage de U , est de classe 1,
de gradient V' non nul vérifiant 1'équation aux dérivées partielles (12).
Alors V(x) coincide avec le quasi-potentiel [associé au systéme perturbé

f\, R
(Ee)] sur l'ensemble U des x € U tels que V(x) £ inf V(y).
ye U

Pour tout autre x , on peut seulement affirmer que inf V(y) est
un minorant du quasi-potentiel cherché. Si x € U, les trajectoires ¢

solution de (13) sur}-—oo, T] et vérifiant ‘-PT = x sont effectivement

des trajectoires minimisant la fonctionnelle de Cramer entre O et x.

Preuve : nous renvoyons 3 [53] [514] pour la preuve, ainsi que pour quel-
ques exemples explicites. Nous verrons d'autres exemples plus géomBtriques

au chapitre V.
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4. STABILISATION (ET DESTABILISATION) DES EQUILIBRES

(d'aprés Ventsel-Freidlin)
4.1. Nous esquissons pratiquement sans preuves quelques jolis résultats de
Ventsel-Freidlin [5@ qui font sentir de fagon frappante la portée
pratique des résultats sur les goulots et temps de sortie pour les équili-
bres perturbés. Pour les détails nous renvoyons & [5@ dont la lecture
est vivement conseillée aux "utilisateurs" &ventuels de la théorie dans

"1'egprit" du contrBle optimal.

4.2, Comportement du temps de sortie (cf [SQ ) 3

La situation &tant celle de 2.1, on montre que
lim €2 log E [, 691 = v = inf vy
>0 y € 90U

On peut alors poser un premier type de probléme [S{

(1) Etant donné un champ b sur ®" , un champ de matrices inversibles o
sur B" (décrivant la structure des perturbations possibles), trouver
un voisinage ouvert U de 1'&quilibre stable O de volume donné C , et
pour lequel le temps de sortie 2 (ye) soit "asymptotiquement maximal",

c'est-3-dire telle que lim 82 log E [kU (yai] soit maximal.
€0

Par exemple si C représente le volume "controldble 3 coflit donné",

on cherche ici la forme de la zone de contrBle la plus siire, & cofit

donné. On peut remplacer le volume par un colit du type IU h(x) dx ol

h > 0 est une fonction fixée.

La solution du probléme (1) est simple ; la région U optimale
est de la forme U = {x { Vi{x) € cte} oli V est le quasi-potentiel du

probléme (cf [59 ).
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4.3, Choix optimal du drift (cf [54])

En chaque point x € ®" on se donne un ensemble II (x) < R" de drifts
"possibles", et une structure de perturbation 0 (x), matrice inversible

(n,n). On se donne un ouvert U de R*. On pose le probléme

(2) Chercher un champ b tel que b(x) & II{x) pour x € U, tel que b
admette un point d'équilibre stable X s et tel que le temps de
sortie Ty (yg) du systéme perturbé associé & (b, 0, €) soit asymptoti-
quement maximal.
On peut aussi poser le probléme analogue
(3) Chercher b comme en (2), mais tel que Ty (yg) soit asymptotiquement

minimal.

Dans le probléme (2) il s'agit de chercher une structure dyna-

mique résistant de facon optimale aux perturbations ; dans le probléme (3)

il s'agit de trouver une structure dynamique stable qui détecte le plus

vite possible la présence d'une perturbation.

Ventsel et Freidlin traitent (2) (3) en introduisant les quasi

potentiels "enveloppants'

<

(xo,x) = sup {Vb (xo,x) | b champ acceptable, nul en xo}

[<

(xo,x) = inf {Vb (xo,x) | b champ acceptable, nul en xo}

I1 est possible d'écrire explicitement les équations aux dérivées
partielles que "doivent" vérifier VA(XO, x) et E_(xo, x) en tant que fonc-
tions de x, et de donmner des conditions suffisantes assurant que les solu~
tions de ces &quations soient les fonctions V , V cherchées, C'est ensuite
i partir de V , V que 1'on peut calculer les champs b , b optimaux pour les

problémes (2) (3). Nous renvoyons i [54] pour plus de détails.



CHAPITRE V

EXTENSION AU CAS DES VARIETES ET DIFFUSTONS EN TEMPS PETIT

1. DIFFUSIONS SUR UNE VARIETE

1.1, Définitions : Soit M une variété différentiable connexe, de dimension

n , de classe 2. Soit A un opérateur différentiel du second ordre sur M ,

annulant les constantes, et semi-elliptique. Ceci &quivaut 3 dire que pour

toute carte locale LP: U+ ®", Uouvert de M , 1% image A‘P de A par

¢ peut s'gcrire

1 3 3
() Ay = —— y a,.(x) ——— + §  h,(x) ———
2 Igi,jen M Bx; Ax, Isisn  * ox,

oli la matrice symétrique ap (%) = [aij (x)] est positive au sens large ;

nous noterons h‘P (x) le vecteur de coordonnées hi (x). Les coefficients

aL‘, s hq; de A seront toujours supposés (au moins) boréliens et locale-

ment bornés.

Soit & (M) l'espace des chemins continus "explosifs" & valeur dans M

(cf. I1I1.1.2). Nous appelons A-diffusion sur M tout processus de Markov

fort, & trajectoires p.s. dans € (M), dont le semi-groupe de transition

Rt vérifie

t
(2 R £ -f®=/[ R AF(ds , x €M

pour toute fonction f£ 3 support compact, de classe 2, dé&finie sur M.

Notons Xt = 8@ ->Mus les applications coordonnées et
ﬂ:t c 3B [% (M)] la o-algébre des &vénements antérieurs 2 t. Notoms P_

la probabilité sur ( %(M), 33) [%(M)] ) qui définit la loi des trajec-
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toires issues de x € M pour la A-diffusion considérée. Alors il est clas-

sique ([49] [ 2] [19] [40]) et immédiat que {(2) équivaut 3 dire :

(3) Le processus {(Xt), (iFt), (Px)} est Markov fort 2 trajectoires dans
% M) et pour toute fonction f : M » [R, 3 support compact, de classe
2 , le processus t -~ f (Xt) - fz Af (XS) ds est une fF;—martingale

pour la loi P_.
X
On peut aussi dire que Px est gsolution du A-probldme des martingales.

Deux A-diffusions seront dites équivalentes si pour tout x € M , les

lois Px . P; de leurs trajectoires coincident sur %%(M).

Si X = {(Xt) (CFt) (Px)} est un processus de Markov fort & trajectoires

dans &) , alors le processus induit XU sur un ouvert U quelconque de M

("défini" par XE = Xt si t < Ty et Xt =38si t 2 Ty ) est un processus

de Markov fort @ trajectoires dans %E(U) (cf. [13] []8]).

. . . . 1) . .
On sait que si X est une A-diffusion, alors X est une A-diffusion sur

U , et inversement , que si il existe pour chaque U d'un recouvrement ouvert

de M une A-diffusion sur U unique 3 équivalence prés, alors il existe une

A-diffusion sur M unique & &quivalence prés (cf. [1 ] [2 ] [19] [40]).

Explicitions deux types d'hypoth&ses locales sur A qui réalisent cette

situation.

1.2. Deux bonnes classes d'opérateurs A :

. n
(1) Cas elliptique : on suppose que pour toute carte locale ¢ U~ R ,

les coefficients aQP , h(P de A vérifient
-~ la matrice ap (x) est définie positive pour tout X € q>(U)

- aLP est continue , h‘P est borélien localement borné
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Cas hypoelliptique : on suppose que M est de classe c et qu'il existe

une base d'ouverts de M telle que sur chaque ouvert V de cette base

T
on puisse écrire A = ) Xi +Y oi X, ... X, Y sont des champs
i=1

2o
de vecteurs de classe C sur V , et ol 1'algébre de Lie engendrée par

Xl . Xr » Y est de dimension n = dim M en chaque point de V.

Notons une forme Equivalente plus explicite de (2)

(2 bis) M est de classe C et il existe un atlas de cartes locales ¢p ayant

R © o . *
la propriété suivante : h(? est C a(? s'écrit ap = 0LP G(P

00 .
oil T (x) = Eji 5 (x)] est un champ C de matrices rectangulaires ;
3

le champ de vecteurs Vep défini par

90, . (x)
- _ 1,k 3
o 0= 1 Iy - 1 0, @ ]

ik 9%, %,
3 i

et les vecteurs colonnes de aL? engendrent (par crochet de Lie) une

algébre de Lie qui est de dimension n en tout point.

Comme O‘? et ap ont méme image, on peut d'ailleurs remplacer ci-

dessus les vecteurs colonnes de aLF par ceux de O‘f .

Pour le cas elliptique, 1'existence (locale) d'une A-diffusion unique

a 8quivalence prés se déduit de [49] (cf [l ] [2 ] [40]). Pour le cas

hypoelliptique, les spécialistes ne prennent généralement pas la peine de

donner d'énoncé précis. L'existence locale d'une A-diffusion se déduit de

1'existence de solution unique pour les &quations stochastiques du type

d X, =

N . e e
U‘P(Xt) d Bt + hLP (Xt) dt ol O‘P est comme en (2 bis). L'unicité

locale (3 &quivalence pr&s) est une conséquence d'un résultat de Bony [l9 ]

sur les ouverts tr&s réguliers. Nous renvoyons & [46] pour une preuve plus

détaillée de la proposition suivante.
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1.3. Proposition : Soit M une variété différentiable connexe, A un opérateur
différentiel semi-elliptique du second ordre sur M , tel que Al = 0. Dans

le "cas elliptique 1.2.(1)" , et dans le "cas hypoelliptique 1.2.(2)" , il

existe une A-diffusion sur M , unique 3 &quivalence prés.

Rappelons que si on a existence et unicité des solutions des &quations

stochastiques locales
d X, = ULF(xt) d SC + hW? (xt) dt x,=x ol x € (P(U)

ce qui est le cas dés que GLP , hL? sont localement lipschitziens, alors

X, "est" une A\P-diffusion sur (U) , ol A\P est comme en 1.1.(1)

)

. . N -1
avec aLF = 0%>01P ; en particulier d'aprés 1.3, le processus ¥ (xt

est &quivalent au processus induit sur U par la A-diffusion de M.

2. SYSTEMES DYNAMIQUES PERTURBES SUR M

2.1. Le modéle : Soit M une variété différentiable connexe de classe 2, de

dimension n. Soit A un opérateur différentiel du second ordre sur M , semi-~

elliptique, tel que Al 0. Soient b et bE , € >0 des champs de vecteurs
sur M tels que lim b8 = b ol la convergence est uniforme sur tout compact
>0 2

de M . Nous allons considérer les Dg—diffusions , ol D€ = b€ + e A,

comme des perturbations du systéme dynamique y; =b (yt) sur M . Nous uti-
liserons deux types d'hypothé&ses (notations !.1.(1) pour 1'image A“P de A

par une carte ).

(1) Cas elliptique :
~ Les champs b et bE , € > 0 sont localement lipschitziens, et

lim bg = b uniformément sur tout compact
>0

- Il existe un atlas de M tel que pour toute carte ® de cet atlas le

champ hLP est localement lipschitzien, les matrices ac? (%) sont
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cps s P P * N
définies positives, et s'écrivent ap = OOy ot G(P est un

champ de matrices rectangulaires de classe 1 en X.

(2) Cas hypoelliptique :

0O
- la variété M , et les champs be sont C
- le champ b est localement lipschitzien et lim b€ = b uniformément
>0
sur tout compact.

- 2
- pour chaque € > 0 , 1'opérateur D8 = be + €7 A se met localement

T
sous la forme z X? + Y ol 1'algdbre de Lie engendrée par les
i=1

]
champs C Xl’ ooy Xr » Y est de dimension n en tout point (de

1'ouvert oii X] ven Xr Y sont définis).

Notons que cette dernidre assertion est automatiquement vérifide pour
tout € > 0 si pour toutes les cartes ¢ d'un atlas de M , les coeffi-
cients de A(? vérifient : {h‘P est C ap = O GtP ol O est
un champ ¢’ de matrices rectangulaires ; 1l'algébre de Lie engendrée par les
colonnes de a(F (ou bien par celles de 0(? ) est de dimension n en tout

point}.

Dans les cas (1) et (2) nous noterons (yi) la D€ —-diffusion sur M

-

définie 3 &quivalence prés par D€ = b€ + 82 A . D'aprés 1.3, le processus
. . € . ' - *
induit par Y. sur le domaine U d'une carte P telle que agp o p o

. o . - . -1
avec 0(? comme ci-dessus est &quivalent & 1'image par ¢ du processus

de Markov fort solution de d zi = (25) + h (zi) dt dans 1l'ouvert

EO“P (‘P

f-P(U)can.

2.2, Transformée de Cramer de (De)e>0 :

Plagons nous dans la situation 2.1.(1) ou bien 2.1.(2). Pour f de

classe 2 au voisinage de x € M , 1'expression D& (fz)(x) - 2 £(x) Af(x)]

ne dépend que de d fx . On définit alors une forme quadratique Qx sur
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*
1'espace cotangent ’I'; (M) en posant pour w € TX o)

M o @ =8 () @ -2F @ M@
ol f est C2 au voisinage de x et d fx = W,

L'opérateur A détermine complétement le champ de formes quadratiques
Qx , X € M. La forme O\A lue dans une carte locale quelconque ¢ n'est
autre que ap (y) avec y = 4 (x) ; en particulier le champ de tenseurs
Qx est au moins de classe 1.

(La définition intrinséque ci-dessus est extraite de [45] ).

Définissons le champ de formes quadratiques duales

*

%

H Tx M) - [O, + o?] par

() .._]_Q; (v) = Sup [< v,w>-—é—Qx (w)] R veTX M

2
%
weT (M
> ()
Lues dans les cartes locales, ces définitions coincident exactement avec

celles adoptées sur les ouverts de ®® au chapitre III,
Du résultat local III.2.9.(2) on dé&duit directement que

(3) 1l'application Q* : T (M) » [O, + 003 définie par Q* (x,v) = Q; (v)

pour (x, v) € T (M) , est s.c.i. sur le fibré tangent T (M).

Notons %S T (M) 1'espace des trajectoires "explosives” 3 valeur
b
dans M U 8§ , définies sur 1l'intervalle [S, T] (cf. III.1.2, IV.1.1) et

T (g) le temps d'explosion de g & %S T m.
*

Soit g € %S T M). si g; existe (au sens de Lebesgue) pour presque
s

tout t € [S, T (g) A T:] nous posons

_ 1 TAT(g) * v
B g g @ =5 Jg %, lef - b (] at
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Si g, n'est pas absolument continue en t € [S, T (g) A T] , nous

posons AS,T (g) = + o,

Nous appelons A %S T ™ - [O, + oo] la transformée de Cramer
3

$,T °

de (DE) et nous définissons la fonctionnelle de Cramer associée AS o bpar
’

AS,T (A) = inf XS,T (g) pour A %S,T .
g e A

3. QUELQUES PROFPRIETES "TOPOLOGIQUES"” DE LA TRANSFORMEE DE CRAMER

Dans tout ce paragraphe, on se place dans la situation 2.1.(1) ou

2.1.(2).

3.1. Définition : appelons proviscirement "bonne' carte locale toute carte

locale CF : U > R telle que
- U est compact et p est la restriction & U d'une carte locale
, no .
Yy V- [RW ot UcV

* 1 . ;
- aU‘) = O(f 0LF avec GLF champ C° de matrices rectangulaires.
Bien entendu, les "bonnes" cartes locales forment un atlas de M.

3.2, Lemme : pour toute bonne carte locale p: v+ ®" , et tout compact

K de U il existe o >0 , 8 >0 tels que les relations t, 8, T € [,
<t<g < -

SEtLT, g € %S,T ), AS,T (g ga , g, € K entrainent g €U

pour t < s < (¢ + 8) A T.

Preuve : le champ b est continu, donc borné "en norme"” sur le compact T.
La distance entre K et 3U étant minorde, il existe 6 > O tel que
pour x € K, 1"unique solution maximale y de yé =b (ys) telle que

o

y = x vérifie vy [0, 6] C U . L'ensemble I' des h € éo 6 (U) telles
bl

que ho €K et T (h) €6 est fermé.
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Par lecture dans la carte L{D et application de III.2.10, atteint son

%0,6
minimum O sur I en un point £ € T . Le nombre a = AO 6 (f) est non nul,
3
gridce au choix de 6. Soit maintenant g € ﬁo 6 M) vérifiant g, € K et
s
)\o 6 (g) < % . Si T (g) £ 6 , la fonction h qui coincide avec g sur
b

EO, Ty (g)[ et vaut § sur [‘L’U (g), GJ est dans % (U) ; elle

0,6

vérifie A (h)y £ A (g) < = , ce qui entraine T (h) > 6 et contre-
0,8 0,9 2

dit Ty {g) £ 8 puisque Ty {(g) = T (h). Par suite les conditions

o -
g € ?’o,e oD, g, € K, AO,S (g) L 5= entrainent g [0, 6] o U.

Pour prouver le lemme, on peut toujours supposer t = O ; soient maintenant

S, T tels que S 0L T . Posons v= 6 AT,
. o
Soit g € %S,T (M) telle que 8, € K, AS,T (g) < - - Posons
h =g sur [O, v_] ; sur [v, Q] définissons h comme l'unique solution de
= 1 3 = 3 -
Y. b (ys) issue de g, au temps v , si gy # 8§, et h =8 si gy §.

On a2 alors h € %0,6 ()

= e
Ao’e (h) = Ao,v (8) < AS,T (g) < >

et ho €K, d'oti g EO, v:| c h [O, 6_] < U, ce qui prouve le lemme.

3.3. Proposition : (Hypoth&se 2.1.(I) ou bien 2.1.(2)). L'espace '&S T )
3
2tant muni de la topologie III.1.2, 1'application )\S Tt %S T(M) > [O, + Oﬂ
s s
est s.c.i. ; de plus, pour tout compact K de M , tout a fini, 1'ensemble

<
des g € %S,T (M) tels que &g €K, AS,T (g) €< a est compact.

Preuve
. k . k
Soit g € %S T (M) une suite telle que g, converge vers X e M,
s
et telle que ks T (gk) converge vers a fini, lorsque k » + » ., I1 nous
L]
suffit de prouver que pour toute telle suite il existe g € %S T M)
»
vérifiant )‘S T (g) € a et une suite extraite de gk convergeant vers g
E

dans %S,T ).
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Soit (? : U+ R une bonne carte locale, avec x € U , et soit V
un ouvert tel que x € V, Ve U . Le résultat local II1.2.10, lu dans
la carte ® fournit g € %S,T (U) telle que les fonctions fk obtenues
en "tuant” les gk au temps T, (gk) convergent (aprds passage 3 une sous—

suite) vers g dans % (U). Par la s.c.i. locale de }\S T ceci donne

S,T s

U . U k k
A (g) € lim X (£7) = lim (g) <a
S,T A S S,T R ~

Te-reo

A = A
S, TAT,(8) $, TAT,(g¥)

En particulier gk converge vers g uniformément sur [:S, TA Ty (g)J et

AS,T ATy () {g) < a.

Soit W un ouvert relativement compact de M contenant x. On peut

trouver un recouvrement ouvert fini W eey Wr de W , et des ouverts

]’

V, , U, tels qie W.& V, , V., < U, ol chaque U, est le domaine d'une
i i i i i i i

bonne carte locale L?i .

Considérons 1'ensemble Y des entiers L 3 1 ayant la propriété sui-
vante : il existe une suite croissante stricte de temps T, € ES, T:[ s
0L gL, avee T = 8§, une suite d'indices i € (1, r] , 052 L1,
et une suite extraite des gk convergeant uniformément sur [S, 'EL] vers
une fonction continue g : [S, TL] + M, telles que pour 0 € & £ L~

on ait

M g €W 35 €3V, ; gl , 1, lcey ;

R Yy 2+1 3 )
. k
AT . (g) < lim %T . (g
L7 "8+ kerdoo Q7 TR+]
L'ensemble Y contient toujours L = | gri3ce 3 la construction ci-

dessus. Le lemme 3.2 fournit o >0, 6 >0 tels que les conditions

(2) S€sgtgT,h G%S,T(M),hselwi et ht eawi pour un

iefll,f] , Ao M <a
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entrainent t - s 2 0.

Ssoit L€ 1, . De (1) on déduit, puisque z lim £ lim z .

L-1 .
3 ¥ A (g) € lim A (g9) < a
gm0 TerTeet o T
soit E= {2 | O0g2<s L1, S (g) »a}
92 4+

Alors d'aprés (3) on a card E ( -§- . D'autre part si £ € [O, L—l] et

. €E , on a d'apras (2), T, > 0 et par suite

Teer T Ty
card {[0, L - ﬂ - E} < TgS . Finalement on voit que L < —;—- + —T-g-s—-—

pour L € T . L'ensemble > est donc fini non vide. Soit L le maximum

de Tb . Alors g, ne peut pas pas appartenir i W , sinon g;  appar-
L L
tiendrait 3 1'un des Wi et on pourrait itérer la construction indiquée

plus haut avec x € V , V< U , pour prolonger g sur [TL’TLHj , ce qui
contredirait la maximalité de L. Par suite il existe L , g , (Tg) s (iz)

vérifiant (1) et la condition supplémentaire

(4) TATW(g)S T, <1 (8.

L

. . k . -
Une suite extraite des g converge alors uniformément vers g sur

ES , T A T (g)]. De plus (3) et (4) entrafnent A (g) (g) < a.

S, T A TW

Prenons maintenant une suite croissante d'ouverts relativement compacts

-

wp telle que U wp = M . Appliquons le résultat précédent & chaque Wp ;
p

par le procédé diagonal om trouve alors une fonction g € 2 ),
S,T

. . k . . ~
et une suite extraite des g qui converge uniformément vers g sur

ES s, T AT T (g)] pour chaque p , avec )\S,T AT — (g) < a. Il est
P w_(g)
P
clair que X (g) = lim A (g) £ a, et que gk tend vers g
$,T o SHTATE

P
dans %S T (M) (ef. III.1.2). Ceci prouve la proposition 3.3.
b
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4. RECOLLEMENT DES ESTIMATIONS DE BASE

. . .2
4.1. Les informations de type "local” sur lim €~ log P (y€ e A) obtenues
€0
au chapitre III ne peuvent pas se recoller telles gquelles sur une variété.
I1 nous faudra passer par l'intermédiaire des estimations uniformes de
IV.1. En effet si on trongonne un tube de chemins, les points de départ
de chaque trongon et leurs axes ne sont plus fixés mais varient dans des

compacts. La méthode de recollement utilisée ici est proche de celle adoptée

par Azencott-Ruget [3] dans un contexte voisin.

4.2. I1 existe toujours sur M des métriques riemanniennes complétes
(cf. Helgason [:26:] ). Fixons une telle métrique et notons d la distance
associée. En particulier d (x, y) tend vers + « lorsque y tend vers le

point 3 1'infini 6 de M . Posons d (x, §) = + © pour X € M .

&
Pour g , h € S.T (M) et h[S,T:] < M, posons

3

n

ds,T(g,h)=Sup{d(gt,h)lS ts T }

t
4.3, Lemme : [Hypothéses 2.1 (1), ou bien 2.1 (2):] s Etant donnés des
compacts K et L de M , et des nombres T > 0 , a fini , on peut trouver
8 > 0 et une famille finie de bonnes cartes locales L?i : Ui > r® R
i=1...r de sorte que les conditions g € %O,T o), g, €K,
AO,T (g) €< a entrainent que si 8¢ €L pour un t € |:0, 'I:I, alors

g |:t, T A (t + 6)] est inclus dans 1'un des Ui .

Preuve : Soit T l'ensemble des g considérées dans le lemme. Soit

"

QL (g) sup {t I B¢ € L} . On peut toujours trouver une famille finie
d'ouverts Vi recouvrant L et des ouverts tels que Vi < Vi , —‘7% e U]!_ »
ﬁ'ic Ui ,» oi les Ui sont les domaines de bonnes cartes locales. Soit

g € I . L'uniforme continuité de g sur [0 > T A ‘EL (g)] fournit

> i . ! 0gs< O
Gg 0 tel que si = € V1 alors Bres € U1 pour s g’
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t +s T . Il existe alors un voisinage ouvert Ag de g dans %0 T ™M),
3
tel que si f e Ag , la condition ft €.Vi implique ft+s < Ui pour

0L s K Gg , £+ s T . Comme I' est compact, on le recouvre par un

nombre fini de Ag , ce qul prouve 4.3.

4,4, Proposition (Hypothéses 2.1 (1) ou 2.1 (2)
Sur la variété M, soit y8 la Dg—diffusion, ol De = be + g7 A

Soit A la transformée de Cramer de (D) . Soit d une distance
S,T e’ e>0
riemannienne compléte arbitraire sur M. Donnons—nous des compacts K ,

L de M et des nombres positifs stricts T, a , p , n . Alors il existe

€, > 0, r >0 tels que les conditions

() xek,ged  0,dE,0sr,gllctL,

XO’T (g) £ a, €< g

entrainent
(2) -y, (& -n ¢ e log? {d ., 8 <o}
0,T ~ x 1 0,T ? ~

Preuve : Soit N un entier plus grand que !. Posons = k —%— k=1...N.
D'aprés 4.3 on détermine une famille finie de bonnes cartes locales

CPi 20 i i=1...p et N assez grand pour que

(3) quel que soit k = 1 ... N, quel que soit g vérifiant g B)fﬂ c L
et AO,T (g) £ a, il existe un i € [}, é] tel que Ui contienne

g [5ey > td-

On peut toujours trouver des ouverts V&(:Df%> tels que les q&
soient de bonnes cartes locales définies sur Vi . Donnons-nous n > O
et notons Gt les opé&rateurs de translation dans le temps (cf. IV.2.7).
La proposition IV,1.2 appliquée dans les ouverts q)(Vi) fournit des
fonctions p — £, (P) >0 et p-r1 (p) >0 tendant vers O avec 0,

telles que les conditions
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Wi\ke, ¥, yqgp@sa,glo,Jer,xen,

3
d (gtk »y xS T (P, Vo= X, ES € )
entrafnent
Y L 2 €
temgr by (8 ~—— § & log P {do,]/N (y,etk g) < o}.

Gr3ce & la propriété de Markov aux instants t, , on voit que les hypothéses

k

) ke, 8 , N, ®@<sa,g[0,7] €L, ese, (0,

entrainent 1'inégalité P_ - p.s. sur 1'ensemble {wl|d SO y<r (o}
X e t t
k-1 k-1
2 €
-2 (g) -~ <" logP [d G, <p | F ]
fr-10%% N Cr-1 % -1
On peut toujours supposer vu la forme de (4), que r{(p) < p .
Définissons successivement des fonctions T (p) > 0 par :
Ty ) =p , r,y=Tror  pour k=1.,. N
On a alors L § 1, pour k=1,,. N. Posons :
o= {w |a G 8 s, (0} k=1..N.
& SRR k
Prenons g telle que AO T (gyga, g [b, Tj < K, et soit x € M
td
tel que d (x, go) £ r (p) . Posons € = inf € o T, - Puisque
1sk<N
1'événement {do T (v%, &) < p} contient M > (5) montre que
’ 1<k<N
pour €€ g (p) on aura
2 € 2 n
e log P {dy , GLedspb 2" log P ( (Y )z | [ (@ -g]
? 1<k<N 1<kgN k-1""k
)\O,T (&) -7

ce qui prouve le résultat.
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4.5. Du résultat précédent on déduira facilement plus bas la minoration
- A (E) < lim 82 log PX (y8 € A). La majoration par contre est plus
>0

délicate et nous obligera 4 introduire une hypothé&se supplémentaire

{(constance du rang de la matrice a(P ).

4.6. Proposition : (Hypoth@ses 2.1 (1) ou bien 2.1 (2)).

Soit q>: U > ® une bonne carte locale. Supposons le rang de la
forme quadratique QX (définie par A sur T; (M)) constant égal 3 r pour
tout x € U , Ceci &quivaut 3 dire que le rang de 2 {cf. 2.2) reste
€gal 2 r . Alors il existe une base d'ouverts V de U ayant la proprié&té
suivante :

pour tout compact L de V , pour tout T , p , N positifs stricts ,
il existe r > O tel que d&s qu'une fonction continue g vérifie g [Q Tj <L,
AO,T (g) fini , d8s que x € V vérifie 4 (x , go) £ r , alors on peut

construire une fonction continue f : [b, T:] + V wvérifiant fo = X ,

do,1 (F5 @ €05 (=W Ay 1 (&) Ay 1 () € (4m) Ay o (@)

Preuve :
. n
I1 est clair qu'on peut supposer que U est un ouvert de R

écrivons alors, grdce aux hypothéses 2.1

2
a0 =5 1 e 2 EE Ly B
i, jgn M b ox Igicn  * x5

od a (x) = [éij (xi] =g (x) 0¥ (x) , avec 0 (%) champ CI de matrices

(n, k). Notons 0 (x) = [bij (=)] i=1...n j=1...k.

Le rang r de a (x) &tant constant, U est réunion d'un nombre fini
d'ouverts U, tels que dans chaque U; un mineur fixe d'ordre r de ¢ (x)
reste non nul. Il suffit évidemment de prouver le résultat annoncé dans
le cas U = U; » ce que nous supposons maintenant. Sans perdre de généra-

1ité€ on peut supposer alors que les colonnes © 1 x) ... © r (x) de
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0 (x) restent indépendantes pour tout x € U, et que les lignes

o, x) ... o, (x) ont la mwéme propriété. Les espaces Hx = o(x) . [Rk
et H; = 0" (x) . " admettent alors resp. les bases I(x) ves O 1:(x)
et G*](x) O*r(x).PourvélHX,ona Q; (v) = HWHZ ot we[Rk

est de norme minimale parmi les vecteurs w tels que 0(x) w = v (voir
I1T1.2.8 (5)). Comme le noyau de 0 (x) est 1l'orthogonal dans mk de H:: ,

il est clair que w est l'unique vecteur de H; tel que 0(x) w = v.

Ecrivons

my v= 3 R, 0. (x) pour v € H_, avec R, = R, (x, v}
€5 33 x J J

we= ) s, o, (x) pour w € H® , avec S, = S, (%, )
1<isr 3 +J x J J
: n - * *
Soit e ... e la base usuelle de R , d'od © ; (x) = 0 (%) ej et
0 (x) we= Sj a f (x) , oli les a 3 sont les colonnes de a.

- - - . *
L'équation 0O(x) w = v s'8erit pour w € Hx v e Hx

(2 ) s, a.(x)= ) R, o . ()

I€j<r

et admet donc une unique solution $ . Sr pour chaque R, ... R_.

i 1 T

Par suite, un des mineurs d'ordre r de Ea 1(x) e.. & r(x)] est non nul

en x , et par continuité dans un voisinage VX de x. Soit m (x) la matrice
. . 1 -1 1 R

d'un tel mineur ; puisque a(x) est C , m(x) est alors € au voisinage

de x.

Soit TTj ji=1...1r 1la base usuelle de r".

i

Posons S (x, w) Sj (x, w) Wj , R((x, v) = Z Rj {(x,v) Trj

[REES I<j<r

Alors (2) domnne

M S w=n6"" R v
. r n T k s .
tandis que, en notant Jn = R -» R J, : R" > [R 1les injections

naturelles, on a
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(4) w=U*(x)°Jn.S(x,w),v=0(x)°J . R (x, v)

k

d'ol finalement,

w=0%(x) o Jn o m(x)_1 . R(x, v et

) Q¢ @ = wl?= " R a@ BT R &)

[

(6) A(x) = J: a(x) Jn définit une forme quadratique non dégénérée sur [Rr,

de classe Cl en x.

.. v n
Pour x, y € U et v € ®? , définissons v = F (x, y, v) € R

par la formule

@)) r¥=F(x,y,v)=(5(y)c>J R (x, v)

k-

Alors, F (x, y, V) € Hy et il est clair que
A

8 Ry, v) =R (x, v)

Les formules (5) (8) donnent pour y € Vx

Q) ® = ™ R @]t A BT R @]

=~

Puisque A(x) est 3 coefficients Cl , et définie positive sur ®" on sait
. . . -1
que YA(x) est continue et inversible. Posons B(y) = vA(y) wu(y) .

Alors on a pour y e:vx .
x 2 * 2
9 Q@ 0 =[B&) R &V, o ) = [[BG) . R &z, 0

ce qui entraine pour y € v o

1
[1B(x) B(yv)~

12 Qo

e LW < GO < |Bo) 3T

Soit K un compact de Vx 5 1'inégalité précédente fournit une fonction

monotone d - N (d) > 0 tendant vers O avec d , telle que pour y, z € K
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on ait
* * *
(0 [1 - ne ey @) @ < Q) [F (zoy,w)] < [0+ 0 (z=yD] o
Pour v QHX , on a d'aprés (1)
v. = ) 0..(x)R, (x,v) i=1...n
jsr M J
ce qui entraine

(D RG v =[ @ I3l v

. N .. 1
ol s(x) = [oij (x):] 1€i, j€r est inversible, & coefficients C .
L'application u + R (x, 0(x) u) de [Rk dans R s'dcrit domc
R G, o w=[ @ o1 o] .u

Elle est linaire, 3 coefficients CI. D'aprés {(7) on a donc, pour

u € ERk . ¥, Z € Vx
(12) F (z, v, 9(2) ) = [0(s) 0 J, o s@ ol ooz . u=6 (2

. . P ~ ;s 1
ot G (z, y) : L'Rk > R" est une application linéaire, 3 coefficients C

en z, y. De plus (4) implique
(13) G (z, z2) u = [0 (z) o Jk] . R (z, 0(z) u) = 0(z) u

Soit g une fonction telle que g [O, T] < K et A (g) < a.

0,T
On peut écrire (ef ITI.2.10)

(14) gl =0 (g) @l +b () p.p. t € [0, 1]

[0, T] - ERk vérifie

Q
[+
-6

12 dae= A . (8) < a.

1 :
a9 o o 1¢ 0,7
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Considérons 1'équation différentielle

(16) £ =G (g, £) @ + b (£) p.p. t € [0, T]

f =z , o z€V .
o X

Comme ?' € L2 BL iﬂ et coone G (. , .) est C1 sur Vx X Vx , i1
existe une unique solution maximale de (16) appartenant i %%D,T (VX).
Notons que si z = g, » la solution maximale de (16) n'est autre que 9
grdce & (13) et (14). Donc on peut s'attendre 3 ce que f et g soient proches
si z est proche de 8y En effet, soit W un voisinage compact de K dans Vx'

En intégrant (14) et (16), et en utilisant (13), on a pour t < Ty (£),

£, -g, = Jg [0 (gt -6 (goe)] @l ds+ [S[b(£) -b (g)] ds

+ fo T &

. " 1 . . P
les fonctions G et b &tant C au voisinage du compact W , on peut écrire

pour z , v €W
G (z, ) - G (2, 2)| + |b(2) =~ b(w)] < cte |z -y
d'ol pour t < T, (f)

W

£, - 5| <lg, - g, +cte [0 |£ - gl as

s
t 2 1/2 t 2 1/2
+cte[f01k?;I dg]/ EO lfs—g3¥ ds]/
La fonction p (t) = Sup |f - g | wvérifie donc pour t < Ty (£)
O<sst s

1/2

(17) p () & cte fg p (s) ds + cte Va [?; P (s)2 dé] + 0 (o)

On majore fs p (s)2 ds par t p (t)2 pour obtenir, lorsque

cte Ya V& & —%— , la majoration p (t) £ ¢ fz p (s) ds + 2 p (o)

ofi ¢ est une constante. Un argument classique permet d'en déduire 1'inéga-

1ité o (£) £ 2 o (o) ect pour t < Ty (£). Il est alors clair que pour

T, K et VX fixés, on peut pour tout p > O fixé trouver r > 0 tels que
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les conditions {Iz - go} £r,g [p, ij o< K, A (g) fini} forcent

0,T

la solution f de (16) & vérifier
(18) dy o (F, g) s p et f 0,10 < v,
De plus d'aprés (16) (12) on a
* . - a* . _o* '
G v ed-q Beooe ol =g et o6 ]
puis en tenant compte de (10)
* v _ - * '
%, (p -0 ) < [+n de - g, D] %, [0 ) 9]
Gridce 3 (18) et (14) ceci devient
* *
% er-b )] < [+ ng (0] %, (e - b (5]

La moitié gauche de (10) fournit la minoration analogue, d'ol finalement

par intégration

a9 [ - u” (ry] AO,T (g) < AO,T < [+ Ny (0)J >\0,T (8)

Ceci prouve la proposition 2.7, puisque les VX recouvrent U.

4.7. Remarque : Etant donné l'importance de 4.6 dans la suite de 1'argument
de recollement, il serait pertinent d'examiner la validité de 4.6 lorsque
le rang de a&P n'est pas constant sur U , ce que nous n'avons pas fait.
D'autre part, le résultat 4.6 n'utilise en fait que 1'existence d'une
décomposition locale a*? = U(P GtP avec 019 rectangulaire et x OCP(X)

lipschitzienne de rang constant.

4.8. Régularisation d'un chemin

Donnons nous P et T positifs, et un compact L < M. Recouvrons le compact

L de M par un nombre fini de boules V de centre x, € L , de rayon P. Notons

v
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Vk la boule de centre Xy de rayon kp. On peut toujours supposer 0O assez

. 1 . .
petit pour que les V 0 soient les domaines de bonnes cartes locales.

Soit V 1'une quelconque de ces boules.

Donnons-nous A 2 0. Choisissons a > O assez petit pour que les tra-
jectoires du systéme y; = b (yt) igsues de Vz n'atteignent pas 3V3 en un
e s . - v <
temps infé€rieur 3 a. Posons Fa [g € %20,3 O g, €V Aosa(g) < A}
Comme on 1'a vu plus haut, il existe alors 8 é{]O, é] tel que g € Fa
implique 7 9 (g) 20 . Soit alors g € Fe. Si T 9 (g) < 8 prolongeons
v

v
g sur [ﬁ 2 (g) , é] par la solution de y; =b (yt) issue du point
v

gTVZ(g) au temps Tvz (g) , ce qui est possible grice au choix de a ;

on obtient ainsi une fonction f telle que

ko,a (£) = AO,T , (@) (g) ¢ XO,B (g) £ 4
v

ce qui prouve que f € Fa' D'apré&s la construction de 6 on devrait avoir
T (£ > 6 , alors que par construction de £ ona T (£) = 71 .(g) < 8.
2 2 2
v v v
Cette contradiction montre que g € Fy entraine T 9 (g) 286 , et
v

done T 3 (g >0 .
v

On peut donc appliquer 1'estimatiom IV.1.4, lue dans une bonne carte

locale de domaine Vlo pour obtenir une fonction p - g, (p) > 0 telle

que

£
PX {dO,e (z7,8)

\\"

p pour tout g € ke (VIO)
0,6

A~1
5 )
€

i

tel que 8y = %» AO 8 (g) < A} < exp (-
1 4

= € . . . .
pour x €V, £« €, (p) , 2~ = processus induit par y€ sur VIO. Mais si
>

. . € 10
il existe telle d < =
g te que 0,0 (z7, g) <p et g € %0,8 v, g, = ¥

XO 6 (g <A, alorsona T (g) > 0 , et donec T (ye) =T (ze) > 8
’ VZ V3 V3

On obtient donc
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A-1
M Px { TVB (ye) <8} gexp (- “;§~M~

pour x €V, e € (p). Puisque les ouverts V considérés sont en nombre
fini, les mémes O et €, Ppourront etre utilisées pour tous les V du recou-

vrement fini % choisi plus haut.

. . . . €
Nous allons construire par morceaux un chemin aléatoire proche de y

sur [b, Ti} pour lequel la valeur (aléatoire) de AO . ait une loi
> 'L
dont on puisse estimer la queue quand € > 0.
Etant donné T > 0 , on peut quitte & diminuer © prendre © = ~%“ avec

N entier., Définissons des v.a. Ar x Ppour r >0, k entier, par
bl

= 1 €
A, ®) o =dnf {Ng uye @ [ dg qupne 08 <7l

La mesurabilité de A (r, k) en w € § est prouvée plus bas en 4.10. Défi-

nissons une v.a. K par

K =5Sup {k | k entier , k 6« T v") , k< N}

Soit U une application mesurable de L dans l'ensemble fini R,
telle que x € U (x) pour tout x € L . Pour j £ K , nous poserons

Vj =0 (y?e) , de sorte que Vj est un ouvert (aléatoire) du recouvrement

NS , tel que y?e € Vj . Donnons—-nous des rj > (0 & préciser plus bas.

Gridce au lemme 4,10 ci-dessous, on peut trouver des variables aléatoires

gJ 5 J =0, ..., N, & valeurs dans gﬁﬁ,(j+])6 (M), avec g

J mesurable

par rapport 2 iykj+])6 , telld que

3 € 2y = 3 -
(2) dj@,(j+l)8 (8 s ¥ ) \< rj et A (rj, 3) )\je,(j-ﬂ)ﬁ (g )’ 3 ... N

Plagons—nous désormais sous 1'hypoth&se de rang constant introduite

dans la proposition 4.6 ; nous supposons donc que la forme quadratique QX

définie par A sur T; (M) reste de rang constant quand x varie dans M.

~ 5 s 10
On peut alors grfce 3 la proposition 4.6, supposer que les V =~ sont les
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domaines de "tr@s bonnes” cartes locales, c'est—3-dire que pour tout
n> 0, une fonction u > LP(U) > 0 définie sur]O, p[ telle que les

conditions

9

(3) f e %o,e("m)’ 0, v, zem,d, < P

entrainent

oy
(4) il existe f € G (Vlo) telle que d (%, )< u
0,6 0,0

N
et Ko’e (£) ¢ (1+m) 2 (£)

0,0

a
La proposition 4.6 montre que en fait on peut choisir f = H (z, f)

oli H est mesurable sur M x %b 6 (V]O).

Soient Bj des nombres positifs a préciser plus bas. Supposons cons-
truite une variable aléatoire G € %éo 50 (M), mesurable par rapport 2
b

:Fje , telle que sur la partie Qj de 1 définie par Qj = {j <K ; et

T 3 (yE) 28 pourm=20, 1 ... (j—l)} on ait
Vm

<
(5) do,je G, y) < Bj (sur Qj)

Ceci entraine

3
(6) d (st , gje) < Byo+org

On peut toujours prendre LF(u) inversible dans (3), et LP(u) < u,

Nous noterons Y = C?—I . Placons-nous sur la partie Qj+1 de @ , définie

comme en (5). Alors si rj < p, (2) montre que T 4 (gJ+l) > 8 . On note
V.

: 1

f 1la tramslatée (temporelle) de gJ+1 par (- jiB) et on pose (ecf. (3) (4)),

n,
f=H (GjG’ f), ce qui est possible d'aprés (3) (6) si Bj + rj < CP(Q).

Le' chemin F : [0, (j+1) 8] +> M qui coincide avec G sur [O, j@ et

N
avec la translaté@e dans le temps de f sur [}9, (3+1) @] , définit une
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N s _
v.a. 3 valeurs dans L&O,(j+1)8 (M), sur 1'événement Qj+1 . Sur & Qj+1

on prend F = chemin fixe arbitraire. On a, gri3ce a (3) (4) (5) (2), sur

Qj+l
€

do,56 F» ¥ € ¥ (B 1) =B,
D (F) = A (f A By o

. . = < . . = P

Définissons maintenant les rj et les Bj par

- - - =1 : o

(8) ry = BN =p, rj_] = Bj—l == L?(rj) i=N, ..., 1.

La méthode indiquée ci~dessus fournit clairement, par récurrence, une

variable aléatoire G , & valeurs dans Léo ¢ (M, telle que cl [0, ;6]
y 3

soit G}G—mesurable pour j =0 ... N, et telle que pour j =0, 1, ..., N-1

on ait

(9) st,(j+1)e (G) € (1+m) A (rj ,3) € (14m) A (ro,j) sur Qj+1

(10) 4 G, v <p  sur Q... NE3J)

O,TATL(yE)’ j+1

Nous pouvons maintenant aborder la preuve des majorations uniformes

analogues 3 IV.1.4,

4.9. Proposition : Les hypothéses sont celles de 2.1.(1), ou bien celles

de 2.1.(2) ; nous supposons de plus que le rang de la forme quadratique Q,
définie par A sur T;'(M) reste constant lorsque x varie dans M (cf., 2.2.(1)).
Alors pour tout compact L de M , pour tous T, A, p, n positifs stricts,

il existe €, > 0 tel que les relations € £ €, 0 2 < A, x €L entrailnent

P e) (g, yg) > p pour tout g € %O T (M) tel que g, = % et

{a
X O,TATL(y

)(g)sa} < exp (-—%w* n2 )

€ €

A
O,T/\TL(g
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Preuve : Soit G : § - %; (M) le chemin aléatoire construit en 4.8.

0,T

Reprenons les notations de 4.8, et posons Yj = ;A (ro, j). Sur l'ensemble

XK=k N Qk , on a d'aprés 4.8 (9)

) (6) £ (1+n) (YO R

A €
O,T/\TL(}’ )

D'autre part, la majoration triviale

(2)P[(K>k)ﬂ§2c}\< Ve [y? €L, T (y€)<9]
x g kel osick * L0 V?

donne, grace 3 4.8.(1) (en conditionnant par rapport & 3}6)

A;l ) pour ese ,xel
€

(3 e [(K > k) N szkil] < (1+k) exp (-

De (1) et (3) on déduit pour x € L , € £ eo , a>0

N-1
a
@ P [AO’TATL(ye) (© >a] < kzo P [Qk_“ MR+ o +Y >"""1+n>:|
+ (N+1)2 exp (- A;‘ )
€
$ 2 € €
L’événement E = {yo €L, T4 y)=>96, ¥, > a}

v
o

. . € =

implique do’e (v ,g) > r pour tout g € %0,6 (M) tel que g, €V,

et XO 6 (g) £ a . D'aprds le début de 4.8, de telles fonctions g vérifient
’

T 4 (g) > @ . A fortiori, E est donc inclus dans 1'événement D = {yie; L

v
o

€ € 4
T 4 (y) 26 ; do’e (v, g) > r_ pour tout g € &(Le (Vo) tel que

v
o

8, = yi R AO,G (g) £ a} . On peut "lire" PX (D) dans une carte locale

de domaine V]O oi V= U (x) (cf. 4.8), et appliquer la majoration locale

IV.l.4 a PX (D). Pour tout Y > O , on obtient ainsi € > 0 tel que pour
e £ el ,a< A, x €L, on ait Px (E) € exp (- -%~ + —%— ).
€ €
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Conditionnons par rapport & kae pour déduire de ce résultat 1'inégalité

presque siire

_ _a Y [
(5) P[Yk> a|fk8]5 exp ( 2 + 2 ) sur l'ensemble

Posons =Y + ... + Y, . Nous allons prouver ar récurrence sur k ,
k p 3 p

que pour a< A, x €L, € "petit" on a

__a 2 ky
(6) P [Qkﬂ N (k g X) ﬂ(zk>a):| < exp ( Ez +-—————Ez )

Pour k = 0 , ceci est une conséquence de (5). Supposons (6) vraie pour un

k € [O, N—!:] . Reprenons un argument utilisé& par Azencott-Ruget EB :] .

- . - F
On écrit Zk+1 = Zk + Yk+1 , dot

(7 PX l:s‘zk+2ﬂ (k+1 g K) N (Zk+l > a)] < Px [(zk > a-y) N Qkﬂ Nk < K{I

*E [I(Zk £ a-y) Iﬂk+2 Ty F (g 737 % | F o )]

Notons 7 la mesure sur R définie par
® 7 [0,a =2 [(z <& NQa,, NG <R]

Le second membre de (7) est grace a (5) (6) (8) majoré par

(9) exp (- a—szY—Y)+ fz‘-YdTr (u) exp (___at_-_z_u—_Y)
£ €

pour eLE, , axg A,

2 2
Ecrivons eu/e = }2 ffm v/e dv et utilisons le théoréme
€
de Fubini pour obtenir
a=y u/e2 _ 1 a-y v/sz |: 0 _ ] d
fo e dm(u) = 82 f_oo e mlvvO0,a-yY v
Majorons m [v vO,a- Y] par exp [— A (v - Y)] , grice & (6),

2
€

lorsque 2k y <v <a=-Yy, et par 1 ailleurs ; ceci donne pour a 2 2ky+y
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2y /e a - (2k+1) v

P g e )
o b 2

(1 +
€

Reportons dans (9) pour conclure que le second membre de (7) est majoré

par (2 + A ) exp - - [a - (2k+1) ‘{__1 , et donc par
82 €2
exp [— a-—Z;(lkH)Y] si (2 + A2 ) exp (-———Y—z———}él,cequi
€ £ €

est vrai dé&s que € & €, Finalement (6) est vraie pour k = 0 ... N,

e < 63,x€L,a6A.

On utilise (4) et (6) pour conclure que

2 Ny 2 A-1
P [X e, (G) > a] < (N+1) exp (- a + Y+{(N+1) "exp — =
x O’TATL<y ) (lm)ez 82 82

et finalement pour e < ¢, , a< A- 1, xe L , on obtient
P 4 s

a
1o P [)\O,T/\TL(YE) () >{] € exp (- 2 * o2 )

oll Y, = (2N+1)y+2n, 3 condition d'avoir pris n assez petit pour

1
1+n

asgez petit pour que (N+1)2 exp (- ——12(— )y <
£

que £1=-=2n, et g

1
4 2

lorsque € & 64 .

D'autre part 4.8.(10) donne

N~1
€ . c
PX [dO,TATL(yE) G, y) > FE] < Z Px [(K 3N Qj+l]

D'aprés (3) on voit que pour ££ €, , a< A~l, x €L on a

4

€ 2 A-1
(]1) PX [dO,TATL(ye) (Gs y ) > é] < (N + l) exp (_ —";2_—)

L'8vénement id e, (g, & > p pour tout g € 2 ¢08]
) y 0,T

O,T/\TL(Y

tel que = x < a est inclus dans l'union de
que g_ ,

AO,TATL(g)

€ P
{dO,TATL(yE) ©, y) >pl  etde Yo, 1, 65 @ a} . Sa probabilité
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Y -
est donc majorée par [%xp (- az + ; ) + (N+1)2 exp - A ; :],
€ £ €
Y
d'aprés (10) et (11), donc par exp (- az + g ) pour x € L , a & A-1,
€

£ < €5 , avec Y, = (2 N+ 2) Y+ 2n . A un changement de notations prés,

ceci prouve la proposition 4.9.

I1 nous reste i prouver un lemme technique de mesurabilité utilisé

dans la construction 4.8.

4.10. Lemme technique (Hypoth&ses 2.1.(1), ou bien 2.1.(2))

Pour 8, T, r > O donnés la fonetion F : I - MR définie par

. €
F (w) = inf | AS,T (&) | dg 1 ly 7 w, g < r} est mesurable.
I1 existe une variable aléatoire Z & valeurs dans ‘gs T (M) mesurable
»

par rapport & la o-algdbre engendrée par les yi , SE£t T, telle que

F = AS,T (z).

Preuve. Pour h € %és T (M), soit G (h) 1'inf. de AS T Sur le fermé
» *

a=1{g e85 0 | dg (b, g) s}

Soit h. € & (M) une suite telle que lim G (h ) = a existe
n s,T o n

et soit finie, et telle que lim hn = h . D'aprds la proposition 3.3 ,
o

il existe g, telle que dS,T (hn, gn) £r et G (hn) = AS,T (gn).

Puisque A (g ) reste bornée, il existe g € & (M) et une suite
S, T **n s,T
extraite de By o (encore notée gn) telles que g = lim g, s ona alors

7o

AS,T (g) < l}m AS,T (gn) < a, et dS,T (h, g) € r . Par conséquent

1300

G (h) £ AS T (g) € a . Ceci montre que G est s.c.i. sur %3 T M) .
» 3

Par consdquent F (w) = G o yg T (w) est mesurable.
s
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Pour chaque h telle que G (h) soit fini, l'ensemble

) ={g € Bgp 0 | Agp (@) =6 M, dg o (g )<}

est un compact non vide. Soit B un fermé , et soit N entier.

L'ensemble E = {h | G (h) € N, C (h) N B = @} est mesurable.
En effet C (h) N B est vide si et seulement si pour tout £ € B on a

G (h) < AS T £) .

Mais B étant fermé on sait que AS,T (B) = kS,T (fo) pour un f0 €S 3

donc E = {h I G (h) <N, G (h) < AS T (B)} est mesurable.
L

Posons I' (h) = C (h) si G (h) est fini, et T (h) = {h} si € (h) = + =,
Alors pour tout h , T(h) est un compact non vide, et pour tout fermé B,
1'ensemble des h telles que ['(h) N B = @ est mesurable. Il existe donc

{cf. Rockafellar [ﬁl]) une application mesurable L de 258 T ¢}

dans fés T (M) telle que L (h) € T (h) pour tout h . Par construction
>

€ o _
on a AS,T oL=G. Lav.a. Z=1Lo Vs, vérifie alors F XS,T (2).
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5. Estimation de lim 82 log P(yee A)
e+0

5.1 Théoréme :
Soient M une variété différentiable, A un opérateur semi-elliptique

du second ordre sur M, (b))

ele > o une famille de champs sur M telle que

lim b_ = b, Les hypothéses précises sur les opérateurs D€ = EZA + be

g~+0

sont ou bien celles du "cas hypoelliptique" 2.1 (2), ou bien celles du
“eas elliptique™ 2.1 (1). De plus nous supposons que la forme quadratique

Qx naturellement définie par A sur T;(M) (cf. 2.2 (1)) reste de rang

constant quand x décrit M., Soit yE la DE—diffusion sur M. Soit

AS,T : % S,T(M) - [:O, +°E] la transformée de Cramer de (DE)€ >0 °

définie en 2.2, et soit AS T la fonctionnelle de Cramer associée. Alors
’

pour tout x € M et toute partie A de éX(M) {g € é (M) x}

on a

(A) ¢ lin ’log 2 (y°€ &) < Tm ¢’log 2 (y°€ &) < (&)

A
0 €0 ST

©
oli A, A sont respectivement 1l'intérieur et 1'adhérence de A dans éx(M)'

o
Preuve : Prenons S = 0, Soit g& A avec A ) fini. ©Puisque A est

O,T(g
un voisinage de g, il existe t& [D,lj , t < 1(g), et p > 0 tels que si
u vérifie t £ u < T A T(g) alors

={he g w | 4, () < p} < A.

Les définitions 2.2 montrent que )‘0 T(g) est la limite de )\0 S(g) quand
’ H

s croit vers T A 1(g). Fixons u pour le moment. Puisque g[O,@] est

compact, la proposition 2.6 entraine

lim szlog P (y°€ A) » lim Szlag P(G5E B 2 - A, (8
— X — X O,u
-0 -0

Faisons maintenant croitre u vers T a t1{g) pour obtenir

lim azlog P (y € A) > O T(g)
0
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<
On remplace maintenant le second membre par son sup. en g€ A , avec

P\O,T(g) fini, ce qui donne
%)) lin €2log P (55€ A) » - A (&)
i g £ \y 7 0,T

>0

La majoration de lim &:2 log Px(yeéj A) est plus délicate,

Supposons provisoirement que b et A soient tels que

(2) {)\0 T(g) fini} implique T < 1(g).

Soit A <« éX(M). Fixons a < A (A); A est alors disjoint de

g,T
T ={g] 8, = ¥ » Ag 4(8) < a}. Puisque t(g) > T pour tout g& T un

’
argument déjd utilisé plus haut montre l'existence d'un compact F de M
tel que g &€ T implique g[O,Ij c F (x est fixé dans ce passage), D'autre

part X est fermé, et est disjoint du compact I' Il existe donc p » 0

tel que h€ A implique {dD T(h,g) > p pour tout g& T},
¥

Soit L un compact de M tel que F ¢ L et d(F, 3L) » 2p. L'événement

Q. ={d

L < p pour au moins un g€ T} implique

€
0,T A TL(yﬁz)(y ’8)
TL(ya) > T, puisque g[O,T]C F quand g& I'v A fortiori QL entraine
{dO’T(ye,g) £ p pour au moins un g € I}, ce qui implique ye ¢ X, oOn
en conclut que

Px(y€€ A) g P {d (Yg,g) > p pour tout g& T}

€
x 0,T A 'cL{y )
et la proposition 4.9 montre alors que
r— D €
lim €7 log Px(y € AL - a

£~+0
On peut alors faire croitre a vers AO T(X) pour obtenir, sous l'hypothése
E

provisoire (2)

(3) lim 8210g P (y8€ A) £ - A
>0 X

O,T(A)

Revenons au cas général., Soit U un ouvert relativement compact de
M, et soit Un une suite d'ouverts relativement compacts telle que

fb ot £ : M >R

T cvU , U =0, M =U U, Considérons le champ b
n n+] [¢] n n

» -

est une fonction lisse tendant vers 0 3 l'infini, &gale 3 1 suxr U.
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I1 existe clairement des nombres a >0 tels que les conditions

{f ¢« a sur (U . - ﬁ;)} n=20, 1, 2 ... garantissent qu'aucune

1

trajectoire du champ b ne passe de Un a ouU en un temps inférieur

n+1l
az.

Posons A = flA oll f1 est une fonction analogue & f, et positive
stricte. 8oit y la transform@e de Cramer associée aux opérateurs
- 2 . ~ ~ 27
b + €7A, et soit A celle des opérateurs b + €A,
Par un argument dé&ji utilisé plusieurs fois, il existe des constants

ey > 0 telles que pour tout chemin g & é%)l(M> vérifiant goéi BUn.
’

et Ty (g) € 1 on ait Mo 1(g) > e D'autre part la dafinition de
n+l ’

* * .
QX (cf, 2,2) montre que si Rx s S; soit les formes quadratiques duales

associées 3 A et A respectivement, on a S; = R;. Soit alors
£,
g & égo l(M) vérifiant goéi BUn, Ty (g) < 1., Soit s le dernier
’ n+1
passage de g sur BUn avant le temps T = Ty (g) ; soit h le chemin
n+l

obtenu en prolongeant g sur [&, 1+ é] par une trajectoire du champ b.

Alors Uy (g) = u (h) > e Soit dn le maximum de £ sur 5;+ - U_.
*

T 8,8+] 1 n

Par définition de A, | on a

T 1

1 T % ~ 1 * ~
A (g)zsz [g’—b(g)]dtz——j R (g! - b(g)) dt
S,T 2 Sg(t)t r 2sf(g) gtt t
t.~ 1 T
dtod
1 Cn
KS,T(g) > T us’,(g) > 1
n n

Par conséquent les conditions {f] < ¢, sur ﬁ; - Un} garantissent

+1

A (g) 3 | pour tout g vérifiant g € 3U _, 1 (g) £ 1, Pour tout
$,T s} n Un+}
chemin g posons t= Ty (g) et s, = dernier passage sur aun_l avant le

temps t . On vient de voir que l'on a pour chaque n ou bien t 78, > 1,

<t <8 pour tout n, on en déduit

n N “ntl

. 5 1.
ou bien Ksn’tn(g) 2 1. Comme s

que si AO T(g) est fini, l'ensemble des n tels que ks . (g) 21 et
» n’n
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tn‘< T est fini, D'autre part l'ensemble des n tel que £ 75, > 1 et
AN T est évidemment fini aussi, Finalement, l'ensemble de n tels que

tn\< T est fini, et il existe donc N tel que Y (g) > T ce qui force
N
T(g) > T.

Ainsi les opérateurs De =b + €2A on les propriétés suivants (pour

le choix adéquat de £, £ indiqué plus haut) : ils coincident avec

1

Dg sur U, et leur transformée de Cramer A est telle que si XO’T(g) est
fini, alors 1(g) > T.

Notons z° la Be—diffusion sur M, de sorte que les processus ye et
z% induisent la méme diffusion sur U. A tout fermé A de éO,T(M)

associons l'ensemble A(U) défini par

A(U) = {g& @o T(M) | i1 existe £€ A telle que f = g sur [O,TU(g)[}

Soit ¢ éO’T(M) > %O,T(U) 1'application continue d&finie par
$(g), = g, pour t < BJ,TU(g)[. I1 est clair que A(U) = qb_l[qB(A)] .

Comme gO’T(M) et g’o'T(U) sont des espaces polonais, ¢ (A) est
analytique (cf. Meyer [35]) et donec A(U) est analytique, Les v.a.

yE, 2% sont définies sur 1'espace de probabilité Q = éO,T(M) , que l'on
peut bien entendu supposer complet pour PX. Par conséquent

{YEG A(U)} et (£ € A(U)} sont deux parties mesurables de {I ; ces deux
événements ont clairement méme Px-probabilité puisque les processus
induits par yE: et z° sur U sont équivalents. Par conséquent, en
appliquant (3) au processus ze, qui vérifie 1'hypoth&se provisoire (2)

par construction, on obtient

(4) T logp, [y°€ AW)] = Tim e’1oge [z° € aW)] < - A, [E0)]
e+0 e+0 '

~ E € o . . e €
ol y et z représentent les [O,T:l-tragectomes des processus Voo Z¢

comme A(U) > A, (4) implique
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(5) Tim ellog P (y°€ A) < - A [A(U)]
€0 X o,T

pour tout X € M, A borélien de 50 T(M) et U ouvert relativement
3
compact de M,

Appliquons (5) & la suite croissante Url d'ouverts relativement

compacts considérée plus haut. Pour chaque n il existe fn€ A(Un5
telle que

n o —
(6) Mo, = by o [XTT]

Puisque A(Un) décroit avec n, la suite }\O T(fn) est croissante
s

d'aprés (6), et (5) entralne

% Tim e2log P (y°€ A) < - lim A _(£%)
X 0,T
£+0 1y>00

Si la suite )\O T(fn) n'est pas bornée, 1l'inégalité (7) implique
d

trivialement
T €’log 2 (y°€ &) = - w5 - AD)
e+0

Supposons domnc }\O T(fn) bornée. Il existe alors une suite extraite de
»

£ (encore notée fM) convergeant vers f & go T(M), ce qui implique
’

. n
(8) KO’T(f) < I];:Lm XO,T(f )
Posons tr = TU (£). Alors il existe n{(r) > r tel que
r

n{(r) 1 . . N, m— .

dO,tr(f’f Y & " et d(Ur, BUn(r)) > 2. Puisque f € A(Un), il existe
r n(r) r 1 P

g & A]:Un(r)‘] telle que dO,t (f , 8% il Par définition de A(U)

r
il existe h' € A telle que gr et b sortent de Un(r) au méme instant s,

et coincident sur [O,sr[; Puisque dO ¢ (f,gr) < %) on a t, < s, et
L]
r

par suite d (f,hr) KS % . 11 est évident que h' tend vers f dans

o,t
T

80 T(M) (cf. IIT 1.2) ce qui entraine f € A, Mais alors (8) implique
]

%) ¢ 1lim A, (£"
@ Rop® € Lim 2o 1 (£

tandis que l'inclusion A(Un) > A donne 1'inégalité



o, _ -
(10) AO,T(f ) = AO,T<A(Un)) < AO,T(A)

Confrontant (9), (10) et (7) on conclut que

an Tim e2log PGYE &) < - hy L)

0 0,T

pour tout x € M, tout borélien A de ggo T(M). Les indgalités (1) et (11)
L]

prouvent le théoréme,

5.2 Remarques sur les hypothéses du théoréme 5.1 :

(1) Nous avons déja vu au Ch.III que si M est un ouvert de R" sur

lequel la matrice a(x) des coefficients d'ordre 2 de A s'éerit

a(x) = c(x)c(x)* avec 0(x) rectangulaire et de classe C1 en x,

1'hypothése de "rang constant" pour la matrice a(x) est superflue. Il
est '"plausible" qu'il en soit de méme pour M quelconque, sous les

hypothéses 2.1(2) ou 2.1(1) mais nous n'avons pas clarifié ce point.

(2) Lorsque les opérateurs De = EZA + be vérifient les hypothéses

2.1(1) fbu bien 2.1(2)] seulement sur un ouvert relativement compact

g€ de M tel que U_ croisse vers M pour £ tendant vers 0, la fin de la

preuve du théoréme 5.1 montre que les résultets 5.] restent valides
pourvu que l'on soit assuré de l'existence d'une Ds—diffusion yE sur M,
ou plus généralement de l'existence d'un processus de Markov ye
induisant sur U€ une De—diffusion (nécessairement unique). Cette
derniére condition est toujours réalisée &videmment ; plus précisément
si VE est une suite d'ouverts relativement compacts croissant vers M

lorsque € + 0, et telle que Vé = Ue’ il existe & équivalence pré&s un

et

W

é
€
It

unique processus de Markov fort y€ tel que yi pour t > Ty »
v €
>

coincidant sur Ve avec le processus obtenu en arrétant au temps Ty
€
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{(cf. Dynkin [lé] pour la terminologie) 1'unique De—diffusion définie
par D€ sur Ve' Alors les résultats 5.1 s'appliquent au processus yg.

Remarquons que la situation (2) décrite ci-dessus est automatigque-

ment vérifide si

(3) - M et les champs b, ba sont C
T
- l'opérateur b + A se met localement sous la forme z Xi + Y
i=1

ol 1'algébre de Lie engendrée par les champs Coo X] - Xr Y est de
dimension n = dim M en tout point de l'ouvert ol X1 ‘e Xr Y sont
definis.

- dans toute carte locale, les coordonnées de be ainsi que leurs
dérivées partielles d'ordre arbitraire convergent, uniformément sur tout
compact de la carte, respectivement vers les coordonnées de b et les
dérivées partielles correspondantes de ces coordonnées.

=

L'ordre "arbitraire' des dérivées i considérer peut évidemment &tre

remplacé par "ordre £ p", ol p se calcul localement 3 partir du nombre

de crochets nécessaire pour engendrer Tx(M) 4 partir de X. ... Xr Y.

1

6. Diffusions en temps petit :

6.1 Le comportement de la densité p(t,x,y) d'une diffusion lorsque le
temps t tend vers O peut s'@tudier par des calculs directs délicats

(cf. Varadhan [5@] Molchanov [3?]) qui font intervenir une structure
riemannienne liée au générateur différentiel de la diffusion, dans le
cas elliptique. Dans le cas hypoelliptique, la situation est nettement
plus compliquée, et nécessite des calculs encore plus pénibles, qui sont
loin d'é&claircir la situation hypoelliptique générique (cf.

Gaveau [2§ [Zﬂ) . Ces problémes sont 1iés aux ré&sultats 3 la Ventsel-
Freidlin sur les petites perturbations, comme l'ont déji noté Varadhan
et Gaveau,

Nous allons esquisser le rapport entre les deux types de problémes,
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6.2 Les Hypothé&ses : Soit M une variété différentiable connexe, de
dimension n, de classe » 2. Soit A un opérateur différentiel d'ordre 2,
semi-elliptique, défini sur M, tel que Al = 0. Soit b un champ de
vecteurs sur M, Nous allons considérer deux types d'hypothé&ses :
(1) "Cas elliptique"

- b est localement lipschitzien, et A est elliptique ;

- il existe un atlas de M tel que pour toute carte P de cet atlas

1'image A‘P de A par Y s'écrive
2
b oty 1 a0 =S e ] ome
1€i,jgn ] axiaxj 1€ign axi

ol les hi sont localement lipschitziens, et ol a(x) = [éij(xi] gsoit de la
forme a(x) = G(x)o(x)*, avec 0(x) champ de matrices (rectangulaires) , de

classe | en x.

(2) "Cas hypoelliptique™

- M et b sont de classe Coo

- L'opérateur D = A + b se met localement sous la forme

a1

z Xi + Y ol 1'algdbre de Lie engendrée par les champs X

P Xr Y (qui
1=1

1

Y > -~
sont de classe C ) est de dimension n en tout point de l'ouvert ol

Xl v Xr Y sont dé&finis., (voir 1.2 (2 bis) pour une expression locale
explicite de la condition de Hormander ci-dessus).

- le rang de la "matrice des coefficients du second ordre" de A,
lu dans une carte locale quelconque, reste constant égal 3 r.

Dans les situations 6.2 (1) ou bien 6.2 (2), il existe (cf. §1)

une unique D-diffusion sur M, & équivalence pré&s, ol D = A + b, que nous

noterons Yoo

6.3 La transformée de Cramer de A :

Les hypothéses sont celles de 6.2 (1) ou bien celles de 6,2 (2).

Soit QX la forme quadratique définie par A sur l'espace cotangent T;(M)
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(cf. 2.2 (1)), Soit Q; la forme quadratique duale de Q, définie

sur ’l’x(M} (et 3 valeurs dans [O, mj) par la formule 2.2 (2). Soit
E’O T(M) l'espace des trajectoires "explosives™ 3 valeurs dans M u §,
’

définies sur I:O,’Ij (cf, IITI 1.2, IV 1,1), et soit T(g) le temps

d'explosion de g € EO T(M).
L]

Soit g € éo T(M). Si g;’ existe (au sens de Lebesque) pour presque
4
tout t € [O,T A T(g):] , nous posons

_ 1 TAT(g) ~*
n Ag p(8) =5 Q (g!) dt
0,T 2 fo 8, t

Ceci a un sens car Q;(v) est s.c.i. en (x,v) sur T(M) (cf. 2.2 (3)). Si
8, n'est pas absolument continue en t & [:O,T A T(g)] nous posons

Yo,1(®) = * =

Appelons AO T la transformée de Cramer de A et définissons la
?

fonctionnelle de Cramer associe & A par

2 A Ay = inf A od Ac g M.
@ 0,1 = iaf dop(®. o 0,2
Il est clair (cf. 2.2) que >‘O T n'est autre que la transformée de
H]

-

Cramer de n'importe quel "systéme perturbé" de la forme ezA + be oli

€ > 0 et be: tend vers zero quand € > 0 ; en particulier, et c'est ce

qui servira ci-dessous )\O T est aussi la transformée de Cramer au sens
14
2

2.2 du systéme perturbé EZA + £°b,

Examinons plus précisément le cas elliptique 6.2 (1) : dans ce

cas, en coordonnées locales, lues dans la carte LP (notations 6.2.1), on
a Qx = a(x) et Q: = a(x)_l. Par suite Q; définit une métrique
riemannienne sur M. Rappelons {cf. Milnor[%]) la définition de l'énergie

E(g) du chemin absolument continu g : {_-_0,'ﬂ > M

(3) E(g) =1 ,(T Hgé“é dt , ot || ||x est la métrique riemannienmne en
o t

%, Il est immédiat que pour un tel chemin g on a
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E(R) _
4 28 = A (@

En particulier, si la métrique riemannienne est complZte, on sait que
pour x, yE M, il existe des chemins g d'énergie minimale allant de x
3 y entre les temps O et T, que l'énergie minimale E(g) vaut dz(x,y),
oli d(x,y) est la distance riemannienne de x 4 y, et que de tels chemins
sont des g&odésignes brisées, (cf, Milnor [?6]). Donc si la métrique

. . * N
riemannienne QX est compléte, on a

2
. d
® gl comin | gy =y = ] - G0

Le triple résultat mentionné sur l'énergie minimale reste vrai
pourvu que

(6) d(x,y) < d(x,8) = lim d(x,2)
z+38

ol § est le point 3 1'infini de M., Ainsi (6) implique (5).
Notons en passant que 1'opérateur de Laplace-Beltrami L
(cf. Helgason [26]) associé 3 la métrique riemannienne Q* g'éerit

L=A+2Z ol Z est un champ de vecteurs sur M, et que d'aprés nftre

définition L et A ont méme transformée de Cramer.

Dans le cas hypo-elliptigue 6.2 (2) la forme quadratique Q; peut
prendre des valeurs infinies ; en chaque point x le sous espace
vectoriel Hx des v € TX(M) tels que Q;(v) soit fini sera appelé sous -

espace horizontal en X ; en coordonnées locales cet espace est

simplement 1'image de R" par a(x), [;ﬁ de[Rk par o(x) lorsque
a(x) = o(x)d(x)* et 0(x) est une matrice n, g]. On peut définir
{cf, Gaveau [25] pour un cas particulier de cette situation) "l'action

S(g) du chemin absolument continu g @ [Q,fl - M, par

™ s@ =1 [ Q) (g at
[«} t

de sorte que pour un tel g on a
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G
(8 5= ®

Les seules courbes d'action finie sont les courbes "horizontales",

c'est a dire telles que géE; Hg pour presque tout t. Les courbes
t
minimisant l'action S(g) pour g, = X et g, =y avec T, x, y donnés
existent d'aprés les propriétés de AO T (cf. prop. 3.3). Lorsqu'elles
’

sont lisses par morceaux, ce qui n'est pas toujours le cas

(cf. Gaveau @4] @5]) elles coincident par morceaux avec les

bicaractéristiques de A (cf. Gaveau [?4] pour un cas particulier)
Nous noterons

1$)] S(x,y) = inf { S(g) | 8, = %X, 8, ¥ }

-~

l'action minimale qui permet de passer de x 4 y entre les temps 0 et |1

de sorte que

=x’gT=y}= .-.-—-X—-S(X’)

2T

(10) hyr 181 &,

6.4 Théordme : Soit M une variété ; soit A un opérateur différentiel

semi-elliptique du second ordre sur M, annulant les constantes ; soit b
un champ de vecteurs sur M., Plagons-nous sous les hypothéses précises
du cas elliptique 6.2 (1), ou bien sous celles du cas hypo-elliptique

6.2 (2). Soit (yt) l'unique (A + b)=diffusion sur M,

Notons XA = XO,I = Egb,](M) > [b, +§1 la transformée de Cramer de A,
et A = AO 1 la fonctionnelle associée, Posons
>
E.m = g€ By 0 | g, =%

Pour chaque 6 > 0 définissons le processus ze par zi = Vg4 0gugl,

u

3 valeurs dans é;

E;O’I(M) on a

0 1(M). Alors pour toute partie borélienne A de
s

- ACA) < lim 6log P (€ &) < T 6 log P_(2P€ n) <« - A
— X X
-0 8-+0

-

o
ol A , A sont respectivement l'intérieurs et 1'adhérence de A dans E%X(M).
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Preuve : Si Rt est la fonction de transition de (yt), et Ri celle
de (zi) , 11 est évident que RS = Rte . L'équation

_qt
R EG) - £(x) = [O R.(A +b) £(x) ds

vraie pour toute £ : M >R de classe 2 & support compact entraine

trivialement

6

Rif(x) - f(x) = j CR(A+b) £(x) ds = IzRi(eA + 8b) £(x du

o
= 8 . , P . .

Par conséquent z est la diffusion de géndrateur différentiel

D8 = 9A + 6b. Posons ¢ = /B et bg = 0b pour écrireD8 = SZA + b8 avec

lim be = 0, uniformément sur tout compact. Le théoréme est alors une

e+0

conséquence directe du théor&me 5.1, car A n'est autre que la transformée

de Cramer du systéme perturbé (szA + b€)£>0 comme on l'a remarqué plus

haut.

Remarque : On notera que A\ ne dépend pas du drift b, mais seulement de

A

6.5 Corollaire : (Hypoth&ses "elliptiques" 6.2 (1) ou bien "hypo-
elliptiques™ 6.2 (2))., Soit M une variété, A un opérateur différentiel
du second ordre semi-elliptique sur M, b un champ de vecteurs sur M.
Soit Ve la (A + b)-diffusion sur M. Soit S(x,¥), x,y € M 1'action

minimale permettant d'aller de x 3 y entre les temps 0 et 1 (cf. 6.3(9)) ;

rappelons que S(x,y) est complétement déterminée par la seule donnée de

A. Alors pour tout borélien F de M on a

(1 - L ine $(x,2z) < lim tlogP (y, €F) Tim tlong(yteF)S-'zl" inf §(x,z)
2 e; =0 X >0 z€F
zZ
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Dans le cas elliptique 6.2 (1), notons d la distance riemannienne

associée &3 A (cf. 6.3) et posons d(x,F) = inf d(x,y). Supposons que
z& F
o
F et F aient méme adhérence dans M, et que d(x,F) < d(x,8) ol & est la

point & 1l'infini de M. Alors on a

o) lin tlog P (y, € F) = - x d*(x,)
0
Preuve : Posons pour E € M, E borélien, x € M,

= lee By 00 | g =% g€

Il est évident que AE est un borélien de (gx(M), que AE c Ag et que
o bt . . t Lt
AE C(AE) ,Puisque 1'&venement {yt€ F} coincide avec {2z € AF} ot z

est défini comme en 6.4, avec 6 = t, le théoréme 6,4 montre que lim et
£+0

p— ' T o _ =
];;rg de tlog Px(yt(:': E) sont dans l'intervalle [ A(AE A(AE)j.

De plus 6.3 (9), (10) donne par définition de S(x,y) et de A,

|
A (AE) = 7 zléfg S(x,2)

ce qui prouve le premier r@sultat annoncé,

Dans le cas elliptique on a S(x,y) = dz(x,y) pourvu que
d(x,y) < d(x,8) pour tout y€ E, donc si on suppose d(x,E) < d(x,8).
8i E et E ont méme adhérence, on a

d(x.E) = d(x,E) = d(x,E)
2

foi 0y = = AMAo) =+
d'od Ma =) = Map) = Mg =5 4" (x,B)

ce qui prouve le second résultat annoncé.

6.6 Remarque : Le résultat 6.5 fait sentir que la densité p(t,x,y) de
la fonction de transition de Ve o qui existe sous les hypothéses 6.2 (1)

ou 6.2(2), et qui est définie par :

[p(exy) duy) = B3, € P)

F
quelque soit F borélien de M, [:\) est un volume riemannien arbitraire

fixé] "devrait vérifier"
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v " lim tlog p(t,x,y) = %’S(x,y) "

t+0
Ce résultat est correct dans le cas elliptique (Molchanov [3f]) et a
&té prouvé pour quelques cas particuliers d'opérateurs hypo-elliptiques
(Gaveau @4] [?5]). Il existe cependant des exemples de diffusions
gaussiennes 3 générateur hypo-elliptique pour lesquels ce résultat
semble faux (Manankiandrianana ['34]). Nous reviendrons (Ch.VI} sur
ce point intéressant, ainsi que sur les méthodes plausibles pour passer
du résultat "intégré'" 6.5 aux resultats concernant le comportement de
tlog p(t,x,y) quand t - 0. A ce propos l'argument de Gaveau |25] (qui
obtient une inégalité dans un sens au lieu de 1'égalité (1), pour une
classe d'opérateurs hypo-elliptiques) nous semble plus que bref, pour ne
pas dire elliptique.
6.7 Remarque : Considérons le cas ol l'opérateur A s'écrit localement
sous la forme § Xi2 + Y avec X, ... Xr Y champs C°° tels que

i=1 !

l'algébre de lLie engendrée par {X1 N Xr} engendre TX(M) en chaque point

alors A + b vérifie les hypothéses hypo-elliptiques 6.2 (2) quel que

soit le drift b de classe C™. Ceci revient & dire que dans suffisamment

. . s nd
de cartes locales, les colonnes de la matrice a(x) des coefficients du 2

ordre de A engendrent (par crochet de Lie) 1'espace tangent en chaque

point ; ou encore qu'il existe localement des champs X, ... Xr qui en

i
chaque point x forment une base de 1'espace horizontal Hx, et engendrent
(par crochets de Lie) l'espace tangent en chaque point,

Dans ce cas on peut prouver que étant donnés x,y quelconques de M,
il existe dans tout voisinage de y des points qui peuvent €tre joints &
x par une courbe horizontale g d'action S(g) finie ; [?ar exemple pour
approcher un chemin tangent & [Xl’ Xi] on suit un "parallélogramme"

X

tangent successivement & Xl’ XZ' -X -XZ, dans une situation oil X], 2

11

sont horizontaux et ol [Xl, Xé] ne l'est paé]. Par suite pour tout
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ouvert F de M, les nombres inf S(x,y) et inf_ S(x,y) sont positifs
vyeF yEF
finis (et d'ailleurs positifs stricts si x ¢:§'). La formule 6.5 (1)

montre alors 1l'existence de deux nombres positifs finis ¢ et d tels que

pour t petit,
C d

= —— -

e t \<Px(yt€, F) & e 2t

La formule 6.5 (1) fournit donc dans ce cas une estimation du premier
terme du developpement de log Px(yt € F) qui est moralement en

% inf S{(x,y).
yE€F

Cette remarque s'applique 3 fortiori au cas elliptique 6.2 (1)

comme le montre la formule 6.5 (2). Par contre si les "coefficients
des termes du 2nd ordre" de A ne suffisent pas 3 assurer 1'hypoellipticité
6.2 (2) de A, et si b est un drift C tel que (A + b) vérifie 6.2 (2),
la propriété de S5(x,y) énoncée plus haut est trivialement fausse en
général, c'est i dire qu'il peut exister des ouverts F tels que

inf S{(x,y) = + », C(C'est par exemple le cas pour de nombreuses
zsifssions gaussiennes 3 génédrateur hypo-elliptique, (voir [ 34] pour
des exemples de telles diffusions). Dans ce cas 6.5 (1) montre que

lim tlog Px(ytéi F) = —o et fait pressentir la possibilité d'un

t+0

cte
comportement en (-~ =~

k
t

F. L'examen des exemples fournis par [34] confirme cette possibilité, et

Y, k > 1, pour log Px(ytéi F), pour certains ouverts

on peut trds probablement &tendre ces calculs aux diffusions gaussiennes
hypo—-elliptiques. Cependant méme dans ces cas il existe toujours des

ouverts F pour lesquels inf S(x,y) est fini (les voisinages d'extrémités
yEF
de courbes horizontales issues de x par exemple) et donc pour lesquels

cte

le comportement de log Px(ytéa F) est en ( — T

R
D'un point de une heuristique, il semble que la probabilité de
suivre un tube "tangent' au drift b soit plus "petite" que celle de

suivre des chemins horizontaux lorsque b n'est pas horizontal, et que

la probabilité de suivre un chemin "tangent" i [ZI[?Z ‘e Zs-l’z;] ..:
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. cte - " .
"soit" en exp( - -—E-) ol l'exposant k "est détermind" par le nombre g

t
de vecteurs Z.i égaux a b, les autres Zj 8tant supposés horizontaux;

1'argument de "paralldlogramme" mentionné plus haut laisse penser que k

augmente avec ¢.

6.8 Corollaire de 6.4 : (Hypothdses "elliptiques" 6.2 (1))

Soit M une variété, A un opérateur différentiel du 2nd ordre semi-
elliptique sur M, b un champ de vecteurs sur M. Soit y, la (A + b)-
diffusion sur M. Soit d(x,y) la distance riemannienne associée 3 A

(voir 6.3)., Soit F une partie borélienne relativement compacte de M,
L=

@
telle que F, F et M-F aient méme frontiére 3F . Soit x &€ F fixé.

Supposons que d(x, 9F) < d(x,8) ol § est le point & 1l'infini de M.

Soit Tg le temps de premiére sortie de F pour la diffusion (yt). On a

alors

(0 lim tlog P (T, € ©) = - -2‘— 4% (x,9m)
0

[ t ~
Preuve : Considérons le processus u —> Z, T ¥, o0 0€ugstett>90

R . t . t e ves .
est fixé. Soit T le temps de sortie de F pour z , qui vérifie claire-

F

ment t T; = TF. Tout revient donc & calculer

. . t
(2) lim tlog P (Tt < 1) = lim tlog P_(z € H)

X F X F
0 0

ol 1l'on a posé
€) B = {2€ &y () | g, = x, () < 1}
Posons aussi
) I = (g€ 50,1(1”0 | 8, = x5 Tp(e) < 1}

Il est clair que si Eix(M) = {g€ E;O ](M) [ 8, = %},

1'ensemble J? est ouvert dans é;X(M), tandis que l'ensemble Hg‘est fermé
dans E;X(M), pour ka topologie III.1.2. Comme d'autre part on a

trivialement

(5) J= < < H,
PR
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le théoréme 6.4 prouve que lim et Tim de tlog P (z, < HF) sont dans
=0 t+0

l'intervalle [f AO,I(Jf y, - AO,I(Hf Y] ol ﬁo,l est la fonctionnelle de
Cramer associée 3 A.

Solent geﬂﬁ, et u = T%(g) £ 1. Alors on a z = gu€ (M-f') n -‘g‘ par
définition de T et donc z € 9F. Par suite en notant HVHx la norme

riemannienne sur TX(M) définie par A (¢f. 6.3), on a

L 112 i 1,2
(6) xo’l(g)zg {z Hstllg 2ud(x 2) > 5 d°(x,3F)

oli 1'inégalité intermédiaire se déduit de 6.3 (5) et 6.3 (6). Par

définition de A0 | nous avons donc
’

) Ao,l(Hﬁ) >

Soit z € 3F tel que d(x,z)

dz(x,BF)

N —

il

d(x,0F). Soit g une géodésigne
minimisante (brisée) joignant x & z, contenue dans F. Il existe alors
une géodésigne bris&e h prolongeant strictement g du cGté de 2z et sortant
de ¥ au point z. Soit £(t) la position au temps t d'un mobile partant
de x 3 t = 0 et parcourant h i la vitesse constante v = a d(x,y) ol
a > 1 est trés proche de 1. On a alors

1

Ti.‘(f) =;< 1 et

il 2 1 1.2 .2
)\O’l(f)=-2—f0HféHftdt=-2-a a? (x,2) = 52" d° (x,3F)

ce qui, par définition de AO 1 donne
H]
2
FIECIR —2'-a a2 (x,3F)

Faisons tendre a vers | pour obtenir

1 .2
(8) Ao,l(Ji") € 5 d7(x,9F)

1l

De (5), (7), (8) on daduit Ay |(Ip) = A, (Hg) %dz(x,ay)

a2 (x,9¥).

N[ —

ce qui prouve finalement lim tlog P (T L t) =
t+0
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6.9 Remargue : Sous les hypothéses de 6.8, on prouve facilement que
si T est le temps d'explosion de Yy, on a

lim tlog P (T L &) & - + dZ(X,é)
X 2
t+0

La minoration analogue pour lim ne peut pas s'obtenir par la méme

>0
méthode qu'en 6.8, car M n'a pas "d'extérieur" 3 priori. Pourtant si M
est un ouvert F relativement compact d'une variété M, et si A + b vérifie
6.2 {1) sur M, on a d(x,8) = d (%,9F) de sorte que grice 3 6.8, si F

vérifie les conditions indiquées en 6,8 on peut garantir

lim tlog PX(T £t) =~ %~d2(x,6). I1 est naturel de se demander quel
t->0

type de comportement 3 1l'infini des coefficients de A + b sur M permet
de prouver cette &galité,

Notons en passant gque si la métrique riemannienne définie par A
est compli&te, on a d(x, 8) = + ® et donc certainement

lim tlog PX(T.$ t) = -, Ceci signifie intuitivement que du point de
t>0

vue de l'estimation des probabilités "a la Cramer-Chernoff" le processus

Ve "n'explose pas' sur [Q,i] pour t - 0.



CHAPITRE VI

QUESTIONS SANS REPONSES

Au fil du texte précédent, nous avons mentionné en passant certaines

questions ouvertes. Décrivons maintenant quelques autres problemes.

1., HYPOTHESES SUR LES COEFFICIENTS DE A :

i.1. Pour un systéme perturbé d yi =€ G(yi) d St + b (yi) dt sur un
ouvert U de m? , nous avons &tudié lim 82 log P (y€ € A) en
>0
supposant en particulier que o0 (x) était de classe | en x. Que se

passe-t-il quand 0 (x) est seulement lipschitzienne ? En effet, &

.. P 1
priori, les résultats C gardent encore tout leur sens dans ce cas.

1.2. Si on suppose {O et b hdldériens} , ou bien méme {U de classe 1,
b holdérien} , on se confronte au probléme de non unicité des solu-
i g ini ! '= ' = + f'.
tions (déterministes !) de e b (yt) , ou de e b (yt) o (yt) :
On rejoint ainsi une question posée par De Glorgi et P. Baldi sur la

limite de y%b 1] dans ce cas.
3

1.3. Pour un systéme dynamique perturbé y€ sur une variété M , de généra-

e e s 2
teur infinitésimal (b + €

4), nous avons introduit pour recoller

les résultats locaux une hypothdse peut-&tre utile, celle de la cons-
tance du rang de la "matrice des coefficients d'ordre 2" de 4, Il
devrait &tre possible de s'en passer. Le point & étudier est le sui-
vant : é&tant donnés un tube I' de rayon r , d'axe f : [b, {] M,

un nombre 1n > 0 , et x proche de fo , trouver un chemin g : B}, i} > M

tel que B, = X > B € T et A (g) € (1+n) A (f). Notre hypothése de

A(g)
X(f)

qu'il n'en faut pour poursuivre notre argument de recollement.

rang constant permet de garantir | -1/ £n , ce qui est plus
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2. LES EQUIVALENTS PRECIS DE P (yE € A)

2.1. Lorsque B est un brownien k-dimensionnel, Schilder [@é} a obtenu un

2.2.

développement du type

(1) Eexp0 (eB) =exp (5) [c+ec, ere, e+ ...
€

oli © est une fonctionnelle "lisse" dé&finie sur 1'espace de trajec-

-

toires C (ﬂfﬁ, et od K, ¢, ¢ . se calculent & partir de ©.

0,1 1

Lorsque d yi =g Qg (yi) d Bt + b (yi) dt
on a y8 = F (eB) ol F est, en général, seulement mesurable. On a
envie d'écrire
(2) EexpO (5) =E exp O o F (eB)
et d'en déduire un développement de E exp O (ys). Mais F, et donc
© o F , n'est pas lisse en général. Il est tentant de penser que
1'approximation déterministe G de F que nous utilisons au chapitre III,
définie par

(3) g=¢06f <

> g =0 (g) £l +b (g) pep-t
pourrait remplacer F. Autrement dit, est-ce que

E exp © (ye) =E exp O o F (eB) est équivalent 3 E (exp @ o G (€B)).
Telle quelle la question n'a pas de sens rigoureux, car G (€B) n'est
pas défini en général. Il faudrait peut-&tre "améliorer" 1'approxi-
mation G pour obtenir la méme conclusion, ou alors essayer de sauter
cette &tape de 1'argument pour passer plus directement & 2.2, Dans
la situation (exceptionnelle en dimension n pour n > 1) ol les
champs définis par les colomnes de ¢ (x) forment une algdbre de Lie
abélienne , on peut choisir F lisse (cf. Doss [17], et Yamato) et

cette méthode fournit trés directement (Doss [lij) un développement

de E exp O (ye).

Une fois "franchie', ou contournée 1'étape 2.1, il serait intéressant

d'encadrer une fonction indicatrise 1, ol A.CZCO ) ( m?) par

A
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0,1, g0

1 A , avec 91, 82 lisses, pour obtenir un développement de la

forme

(4 P (yE € A) = [éxp (- —éiiél X] [é + a, €+ a, ez + ...]
£

ot a, a . se calculent 3 partir de A.

I’

Probléme discret analogue au précédent : pour une suite de v.a. indé-

pendantes XI - Xn de m8me loi, 3 valeurs dans un Banach E trouver

un développement du type

_ c <,
P(Xne A)=[exp (—nA(A))_] [:c+ - + n2 +J

ol ¢, ¢, ... dépendent de A. Rappelons (cf. Chapitre Z&ro, § 4) que

1

ce probléme a été traité en dimension 1.

3. PASSAGE DE lim t log PX (yt € F) 3 lim t log p (t,x,y)

3.1,

>0 t+0
Considérons la (b+A)-diffusion (yt) sur la variété M. On a pu &tudier

(chapitre V) lim t log PX (y. € F) pour F ouvert de M. Soit p (t,x,y)

>0 t

la densité de la fonction de transition de (yt}. Pour relier

lim t log p (t,x,y) &8 lim t log P (yt € F), on peut essayer de faire
0 >0 *

tendre vol (F) vers O avec t, en prenant Ft = boule de centre y et de
rayon t dans M. Le paquet Ft de trajectoires continues sur [b, E
qui partent de x et finissent dans ?;‘ au temps 1 contient toujours la

géodésique qui va de x & y. De sorte que A

0,1 (Ft) reste majoré par

—%— dz (x,¥), ol d est la distance riemannienne associée 3 4. Les
résultats d'uniformité du chapitre IV, § 1, et le changement de temps
utilisé au Chapitre V montrent alors
(1) lim t log P (y € F ) g —5 d° (x,y)

0 b'e t t 2

bien que Ft dépende de t. Ceci s'écrit
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1

(2) lim [t log vol (Ft) + t log m

[o plt,x,2) dz] < 1 &y
3 2
>0 t

Comme vol Ft = cte . t" , le premier terme tend vers O avec t. Il

suffirait alors de savoir que
3 {t] grad  log p (t,x,2)| reste borné pour x fixé et z dans

un voisinage fixe de y}

2

pour conclure que lim t log p (t,x,y) <& d” (x,y). Sur ce point

>0

SE

nous renvoyons au résultat énoncé par Gaveau dans [25] , cas hypoellip~

tique, ol les détails de la preuve sont omis.

La minoration de t log p (t,x,y) , par contre, ne peut pas uti-
liser le méme résultat d'uniformité, car le mfme argument que ci-dessus
améne 3 considérer la probabilité P (yg € I’e) ol ye est une (62 Ay~
diffusion et I’e un tube d'axe fixe dans C[O,l} mais dont le rayon

tend vers O avec €.

Evidemment le cas elliptique ayant &té complétement traité
(Molchanov [37]) la question considérée ici devrait 8tre &tudide
dans le contexte des op8&rateurs A hypoelliptiques au sens fort suivant :
2

A= X+ ¥ ijr + Y ol 1'algdbre de Lie engendrée par {Xl Xr}

est de dimension n = dim M en tout point.

4. AMELIORATION DES RESULTATS LORSQUE lim 82 log P (yE € A =~
e+0

Nous avons signalé& (chapitre V) des situations ol y€ €tant un systéme

dynamique perturbé, et A &tant inclus dans CO 1 (I}ln), on a
k4

lim 52 log P (y€ € A)
>0

- [cf. situations "en temps petit” oii

lim t log P (yt €EF) = ~ °€| . Le probléme se pose alors de trouver la bonne
>0

20,

puissance de 5:2 qui garantira { lim ¢ log P (yE € A) fini }

>0
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L'exemple des diffusions gaussiennes (hypoelliptiques) en dimension n
nous semblent un terrain utile d'exploration préliminaire pour ce type

de résultats (cf [3@ pour un cas particulier).
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