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CHAPITRE ZERO 

I. DECLARATION D'INTENTIONS 

Ce cours pr~sente les principaux r~sultats probabilistes sur les 

grandes d~viations des sommes de variables al~atoires ind~pendantes (~ 

valeurs dans un espace vectoriel topologique) et les points essentiels 

de la th~orie des petites perturbations (al~atoires) des syst~mes 

dynamiques. 

Nous nous sommes efforc~s d'unifier la presentation de ces deux 

courants d'id~es, et de prouver les r~sultats de base sur les petites 

perturbations, ~_partir des th~or~mes de grandes d~viations sur les 

gaussiennes. Ce point de rue s'est r~v~l~ f~cond, et nous a permis d'ob- 

tenir de s~rieuses ameliorations techniques comme l'extension des th~o- 

r~mes de petites perturbations au cadre des op~rateurs diff~rentiels 

hypoelliptiques (du second ordre) sur des vari~t~s non compactes. 

Nous avons ~bauch~ aussi les liens de la th~orie des petites pertur- 

bations avec celle du comportement des diffusions en temps petit, liens 

qui m~ritent d'etre exploit~s plus profond~ment g notre avis, particu- 

li~rement en conjonction avec le point de vue adopt~ ici (voir la conclu- 

sion de ce cours). 

Nous avons enfin esquiss~ les applications au contrSle des ~quilibres 

perturb~s. 

L'espace restreint du cours d'~t~ a forc~ l'omission de plusieurs 

th~mes int~ressants ; nous renvoyons au paragraphe 3 pour un bilan de ces 

manques. 



2. INFLUENCES, CONNIVENCES ET MONDANITES 

Commenqons par remercier A. Badrikian et P.L. Hennequin pour la 

chaleur de leur accueil, qui a failli compenser le c$t~ plutSt monastique 

de Saint-Flour-by-night. Nous gardons aussi un tr~s bon souvenir des 

~changes avee l'ensemble des participants ~ l'~eole d'~t~. 

Sur le plan math~matique, quelques conversations avec A. Badrikian 

nous ont aid~ ~ clarifier de d~sagr~ables questions de mesurabilit~ con- 

cernant le chapitre I. Les s~anees du s~mlnaire de statistiques d'Orsay 

(1977-78) E47~ ont ~t~ pour nous un utile stimulant pendant la prepara- 

tion de ee eours. Le s~minaire de probabilit~ de Paris VII (1978-79) [4~ 

a jou~ le m~me rSle pendant la r~daction de ce travail. Enfin, tout au 

long de notre r~flexion sur ees th~mes, nous avons souvent b~n~fici~ 

retardement de l'impact d'une collaboration ant~rieure avee G. Ruget [3~ 

sur des th~mes voisins. 

Remercions enfin Madame Courageot et Madame Fontalne qui ont assur~ 

avec beaucoup d'efficacit~ la daetylographie de ce travail, permettant 

ainsi de rattraper un retard considerable dO au r~dacteur. 

3. SURVOL DU TEXTE 

Soit (Xn) une suite de v.a. (~ valeurs dans un espace vectoriel topo- 

logique E) ind~pendantes et de m~me loi ~. Posons m = /E x dU (x) et 

I (X! + .. + Xn). Les th~or~mes "~ la Cramer-Chernoff" ~tudient Xn=~n ~ 

le comportement asymptotique de n! log P (Xn ~ A) pour n + + ~ , avec 

A C E. Con~ne "en g~n~ral" X ÷ m presque s~rement, les ~v~nements 
n 

{~n C A} ont des probabilit~s tendant vers O lorsque n + + ~ d~s que m~A, 

et sont consid~r~s alors con~ne r~alisant de "grandes d~viations" de X n par 

rapport g m. Dans ce contexte terminologique, les "petites d~viations" 

correspondraient ~ des ~v~nements du type {~n C An} avec A = m + ! ........ B , 
n ~n 

B C E , ~v~nements dont les probabilit~s tendent "en g~n~ral" vers des 



limites non nulles d~crites par le th~or~me limite central. 

Chapitre I : Th~or~me ~ la Cramer-Chernoff 

Nous gtendons les r~sultats de Cramer ~ Chernoff [IO~ (qui traitent 

E = ~ , A = demi-droite) en dimension infinie : nous pr~sentons ainsi les 

importants r~sultats de Donsker-Varadhan ~5~ sur le cas des Banach, en 

nous inspirant d'une formalisation ult~rieure de Bahadur-Zabell [7]. 

Introduisons la transform~e de Laplace ~ : E' ÷ EO, + ~3 d~finie sur 

le dual E' de E par 

(I) ~ (t) = fE e <t'x> d~ (x) t ~ E' 

D~finissons la transform~e de Cramer % : E ÷ EO, + ~] de la loi 

par 

(2) % (x) = sup L< t, x > - log ~J (t) 
t ~E' 

et la fonctionnelle de Cramer A : {parties de E} 

, x~E 

_-~ EO ' + oo~ par 

(3) A (A) = inf % (x) A c E 
x~A 

Le r~sultat de base ~ 7~ fournit l'eneadrement, dQ ~ Donsker- 

Varadhan [15~ 
1 

log P -- ~ A) ~< ilm 1 log P (Xn ~ A) ~< - A (A) (4) - A (A) ~< lim n (X n n 
n-~o n-~o 

pour tout bor~lien A de E. La minoration est pratiquement vraie ; la majo- 

ration utilise, dans le cas o3 E est un espace de Banach, l'hypothgse 

{ f e sIIxll d~ (X) fini pour tout s ~ ~} . Nous en d~duisons (§ 8) le 

th~or~me de Sanov E4~ , lequel affirme "pratiquement" que, si Z nest la 

loi empirique d'un n-~chantillon de v.a. de m~me loi ~ , ind~pendantes, 

valeurs dans un espace topologique polonais F, "on a" 

I 
lim n log P (Z n ~ A) = - inf I (~) 

n-~+ ~ ~ C A 



pour tout ensemble hor~lien A de probabilit~s sur r, o3 

I (~) = fF d~ d~ d~ (x) log ~ (x) d~ (x) est l'information de Kullback 

de v par rapport ~ n. 

Le § 9 d~crit d'un point de vue botanique l'allure des transform6es 

de Cramer % en dimension finie et precise les liens de la correspondance 

{log ~ + l} avec la dualit~ de Legendre et la dualit~ des fonctions 

convexes. 

! 
--~ log 

r 

Chapitre II : Application aux mesures gaussiennes e t ~r0cessus gaussiens 

Nous calculons les transform~es de Cramer des lois gaussiennes en 

dimension infinie ; nous traitons en particulier le cas o3 ~ est la loi 

de la trajectoire d'un processus gaussien g trajectoires continues. Le 

r~sultat (4) fournit l'encadrement 

O 

(5) - A (A) ~< lira e 2 log P (e X C A) < lira e 2 log P (e X E A) ~< - A (A) 
ei~O ~0 

o3 X est une v.a. gaussienne centr~e ~ valeurs dans un Banaeh E, A un 

bor~lien de E, A la fonctionnelle de Cramer de la loi ~ de X. De (5) on 

d~duit (Donsker-Varadhan [15]) le calcul des limites (quand r ÷ + ~)de 

{x ~ E I I IxI[ >~ r} pour une loi gaussienne g, et de 

! 
log P 

r 
{ sug IXsl > r} pour un processus gaussien continu X . 

s ~  Lo,1 ] s 

Enfin nous calculons la transform~e de Cramer de la loi des trajec- 

toires du brownien sur l'intervalle de temps EO, ~ . La transform~e de 

Cramer % est d~finie sur i' 

nulles en 0, et vaut 

I ! 
(6) I (f) = 2 fo 

espace E des fonctions continues sur EO, 

f'(t) 2 dt si f est absolument continue 

dans le cas contraire. 



Chapitre III : Petites perturbations de syst~mes dynamiques 

Nous consid~rons (Ventsel [5~ Freidlin [2~) le syst~me dynamique 

! 
Yt = b (yt) o~ best un champ de vecteurs sur ~n et le syst~me perturb~ 

d y~ 

d ~  = b (y~) + E ~ (y~) X t g > 0 

o~ (X t) est un processus gau~sien continu de loi trajectorielle H sur 

CO, I = {espace des fonctions continues sur [0, I] ~ valeurs dans [Rn}. 

g2 log P (y~ ~ A), o~ A ~Co, 1 , en prenant "l'image" Nous ~valuons lira 
g+O 

de la transform~e de Cramer de p par une application d~terministe. 

Nous abordons ensuite le cas plus important, et plus dglicat, du 

modgle de perturbations 

t (7) d Yt = bE Yt ) + ~ ~ (y) d B t E > 0 

d~fini sur l'ouvert U de ~R n , oO ~ est un brownien k-dimensionnel, a (x) 

est un champ C I de matrices (n, k), et les b (x), c > 0 sont des champs 

de vecteurs tels que lim bg = b uniformgment sur tout compact. 

Dans un travail fondamental [53] , Ventsel et Freidlin consid~raient 

un module analogue sur une vari~t~ compacte M, en s'intfiressant ~ la dif- 

fusion (y~) de g~n~rateur infinitesimal b + 2 A , o~ best un champ de 

vecteurs et A un op~rateur diffgrentiel elliptique (strict) d'ordre 2. 

L'introduction de b au lieu de b dans (7) n'est pas gratuite : elle permet g 

une ~criture locale invariante par changements de coordonn~es. 

Notre m~thode est diffgrente de celle de Ventsel et Freidlin : la 

solution yE de (7) peut s'~crire y~ = F (e~) oO F est une fonctionnelle 

qui en g~n~ral est seulement mesurable. Pour x fixfi nous introduisons 

l'application G d~finie sur une partie dense C°O,] de CO, 1 par (dgtails 

omis ...) 

! 

' = b (gt) + C O (gt) ft p.p. t c [0, (8) G f = g < .... > gt 

go =x 

,] 



Nous montrons que G est une bonne approximation de F au sens 

La probabilit~ conditionnelle 

P EF (g~) "proche" de Gf [ g~ "proche" de f 

tend vers ] g vitesse exponentielle exp (- ~--) quand ~ ~ O, 
g 

o3 C peut ~tre pris arbitrairement grand. 

On introduit alors la transform~e de Cramer de (7) par 

(]0) % (g) = inf % (f) 
Gf=g 

o3 % est la transform~e de Cramer (cf. (6)) du mouvement brownien k-dimen- 

E 
sionnel. Con~ne nous traitons le cas g~n~ral o3 les trajectoires de y 

peuvent atteindre l'infini ~ de U en temps fini, nous eonsid~rons le temps 

d'explosion T (g) d'un chemin g (i.e. le temps d'atteinte de l'infini) et 

l'espace topologique ~x (U) des trajectoires "explosives" issues de x , 

valeurs dans U U 6 , continues sur EO, ~ qui restent en ~ sur 

ET (g), ~. La transformge de Cramer % d~finie par (10) peut alors s'~crire 

r l^T(g) Q* [g~ - b (gt~ dt (11) % (g) ffi ;0 gt 

o3 Qx : ~n = Tx (U) --~ EO, + ~3 est la "forme quadratique duale" de 

Qx = ~ (x) ~* (x), dfifinie par 

1 I Qx(t ~ = inf lJwJl 2 (12) 2 ~ (v) = sup [< t, v > - 
t£~n ~(x)w=v 

Nous prouvons alors (th~orgme 2.13) que pour A C ~x (U), les limites 

inf. et sup. de g2 log Px (yC C A) quand c + O, sont dans l'intervalle 

- A(A), - A (A)] off la fonctionnelle de Cramer A se dfiduit du % de (II) 

par la formule (3). Ici, P est la loi de yg quand y~ z x. 
X 

suivant : 

(9) 



Chapitre IV : Goulots de sortie et contrSle des ~quilibres stables 

Nous pr~cisons l'uniformit~ "en ~' et "en x" des estimations obtenues 

pour lim e 2 log Px (yE ~ A). Ces points techniques sont cruciaux pour 
e+O 

le recollement des r~sultats precedents sur une varietY, ou pour l'esti- 

mation des probabilit~s conditionnelles du type P lye ~ A I ~ ' La for- 

mulation est plus proche de celle de Ventsel-Freidlin E53~ , mais la pre- 

sence de temps d'explosion et la non inversibilit~ de ~ (x) rendent n~ces- 

saire l'utilisation m~ticuleuse de l'approximation G de F , via (8) et (9). 

Nous prouvons alors le r~sultat de Ventsel-Freidlin E5~ sur le 

"goulot de sortie" : si 0 est un point d'~quilibre "tr~s stable" de 

Yt = b (yt) dans l'ouvert U, le processus ye ne peut sortir de U qu'en 

suivant un tube d'axe ~ , o~ ~ est la trajeetoire (suppos~e unique) 

joignant 0 g ~U dans l'intervalle de temps E-,o, T~ et minimisant 

;L Q~t (~t - b ( ~ t ) )  d t .  

Nous construisons de fa~on heuristique les 6quations diff6rentielles 

v6rifi~es par les courbes minimisantes (telles que ~) et par le "quasi- 

potentiel" 

V (x, y) = inf [%0,T (g~ 
go=X,gT=Y 

Nous dficrivons ensuite, d'apr~s Ventsel-Freidlin ~54] , quelques probl~mes 

de eontrSle (choix de U avec volume (U) = constante, choix de b pour U 

donnfi) associ~s ~ la situation prfic~dente : il s'agit soit de faciliter 

aumaximum la dfitection d'une perturbation (minimiser le temps de sortie 

de U pour ye), soit de pr6server au mieux la stabilit6 de l'fiquilibre 

perturb~ (maximiser le temps de sortie de U pour ye). 



Chapitre V : Syst~me s dynamiques perturb~s sur une vari~t~ ; diffusions 

en temps petit. 

Nous consid~rons une vari~t~ diff~rentiable connexe M quelconque, 

un op~rateur diff~rentiel A du second ordre, semi-elliptique sur M, et 

un champ de vecteurs b. Nous traitons deux cas 

(]3) Cas elliptique : A est elliptique, bet A sont ~ coefficients locale- 

ment lipschitziens, et dans suffisamment de cartes locales, la 

matrice a(x) des "coefficients du second ordre" de A se factorise 

par a(x) = a (x) ~ (x) avec o (x) champ C ] de matrices rectangulaires. 

, C ~ (14) Cas hypoelliptique : b, A M sont , b + A v~rifie localement la 

condition d'hypoellipticit~ de Hormander, et la forme quadratique 

d~finie par "les termes du second ordre" de A est de rang constant. 

Dans la situation (13) ou (14), nous notons y~ la (b + c 2 A)-diffusion 

sur M. Nous construisons la transform~e de Cramer X par une formule (intrin- 

sgque) analogue g (ll) et nous d~montrons par "recollement" que les limites 

inf. et sup. de c 2 log P (yg c A) sont dans l'intervalle 

E- A (~), - A (~)] , pour A ~ ~x (M). Le travail de recollement est non- 

trivial et s'inspire en partie de Azencott-Ruget E3] qui traitaient un 

problgme du m~me type pour certains processus ~ temps discret. 

Nous appliquons ce r~sultat g l'~tude des diffusions en temps petit. 

On se donne un champ bet un op~rateur diff~rentiel A sur une vari~t~ M, 

v~rifiant soit (]3), soit (14) o Notons (yt) la (b + A)-diffusion sur M ; 

par un simple changement de temps nous ramenons l'~tude des trajectoires 

Y[O,~ de la (b + A)-diffusion lorsque t ÷ O, ~ celle des trajectoires sur 

EO, ~ de la (c 2 b + c 2 J)-diffusion lorsque e + O. 
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Nous ~valuons ainsi lim t log Px (Yt ~ F) et lim t log Px (TF ~< t), 
t+O t->O 

o~ F ~ M , et oh T F est le temps de premiere sortie de F. Ces limites se 

calculent ~ partir de Aet F seulement , sans faire intervenir b ; nous 

donnons les interprfitations g~om~triques simples de ces r~sultats dans le 

cas elliptique et mentionnons quelques "pathologies" du cas hypoelliptique. 

C h~pitrg_ y~ : ques0tions san~ r~pons~ 

4. COMPLEMENTS B!BL!OGRAPHIQUES 

Faute de place, nous avons omis un bon nombre de d~veloppements int~- 

ressants. Donnons une liste (non exhaustive) des th~mes ignores dans ce 

tours, mais fortement li~s aux theories expos~es. Pour chaque question 

nous indiquons un germe de bibliographie, qui sera loin d'~puiser la litt~- 

rature sur le sujet. 

I. Application en statistique : voir S~minaire Orsay ~47], Bahadur [5] [6] 

Chernoff [I0] ... 

2. Raffinements de la th~orie unidimensionnelle : 

- travaux russes, qui classent m~ticuleusement (et p~niblement) les 

~quivalents de P EXn >I g(n)~ suivant l'allure des fonctions 

n + g(n) et t + ~ Et, + oo] : Linnik E31] Nagaev ~38] 

Petrov ~39] ... 

- d6veloppements du type : 

P (Xn >i a)~ e -nl(a) If(a) + in f](a) + ~ fm(a) + ..J 
n 

Feller [20] [2]] Bahadur [6] Cramer E]4~ ... 

3. V.a. ~ valeurs dans ER k 

- comportement de % au bord du support de ~ et robustesse du calcul 



de lim n], log P (Xn 
~-+=o 

c A) quand ~ varie. Azencott-Ruget [3] 

- pathologies de % ; survol de la th~orie ; bibliographies Bahadur- 

Zabell [7] . . .  

4. Cas o~ les X n ne sont pas ind~pendantes ~quidistribu~es 

- chalnes de Markov r~currentes en temps tr~s long : Donsker-Vara- 

dhan [15] . . . 

- contrSle de telles cha~nes : Maigret [4~ .0. 

- diffusions r~eurrentes en temps trgs long : Donsker-Varadhan [15] 

- suites de cha~nes de ~rkov g sauts tendant vers O : Ventsel [5~ 

- m~lange d'~quations diff~rentielles ; processus d'apprentissage 

lent : Varadhan [50] Azencott-Ruget [3]... 

5. D~yel0ppements a symptotiques du type 
K 

E [e I/~2 e(YE)] = e e-f (C + CI c + C 2 2 + ...) , E : ÷ O  

o3 yC est la trajectoire d'une (b + E 2 &)-diffusion : Schilder [44] 

Doss [17]... 

6. Raffinement des r~sultats sur les diffusions en temps pet i ~ 

- d~veloppement asymptotique precis de la densit~ p (t, x, y) d'une 

diffusion quand t ÷ O, avec A elliptique. Molchanov ~ ... 

- m~me problgme sur quelques exemples fondamentaux avec A hypoellip- 

tique. Gaveau [24] [25] S~minaire Paris 7 [46] .., 



CHAPITRE I 

THEOREMES A LA CRAMER-CHERNOFF 

|. LE PROBLEME DES GRANDES DEVIATIONS 

Soit E un espace vectoriel, X une suite de variables al~atoires (v.a.) 
n 

I 
ind~pendantes, de m~me loi P, g valeurs dans E. Soit Xn = n (XI + "'" + Xn)" 

On gtudie le comportement asymptotique de P (X n C A) quand n + + oo . Quand 

E = ~k et f Ixl d~ (x) est fini, la loi des grands nombres montre que 

lim P (X-- n C A) = 1 d~s que A contient un voisinage de m = f x dp (x), 
n++oo 

tandis que lim P (X-- n ~ A) = O lorsque m ~ A. Pour n grand, un ~vgnement 
n->+co 

du type {Xn C A}, avec m ~ A , repr~sente une situation de "grande d~viation 

par rapport g la loi des grands hombres". Le qualificatif "grande" traduit 

le fair que ~ ~vite alors un voisinage de m dont la taille ne tend pas 
n 

vers O quand n * + ~ 

Les r~sultats de Cramer []4] et de Chernoff COl traitent le cas o~ 

l log P (Xn ~ A) lorsque A est une demi- E = [R , et calculent lim n 
n÷+oo 

droite. L'extension de leurs r~sultats aux espaces de Banach est due 

Donsker-Varadhan [15] , eta ~t~ formalis~e pour des espaces vectoriels 

plus g~ngraux par Bahadur-Zabell [7] qui ont fait bon usage d'une 

idle de Lanford DO] 

2. LE THEOREME DE CRAMER-CHERNOFF SUR [R 

2.1. Soit ~ une probabilitg sur ~R. Soit ~ : ~R ÷ ]O, + co] sa transform~e 

A tx 
de Laplace, d~finie par ~ (t) = f ~ e d~ (x). D~finissons la transform~e 

de Cramer % : [R * EO, + ~] de la mesure ~ par 

^ (t)] , x e 2.2 % (x) = sup [tx- log p 
t~ 
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En rant qu'enveloppe sup~rieure d'une famille de fonctions lin~aires, 

X est donc convexe et semi-continue inf~rieurement (s,c.i.) 

Notons que les valeurs infinies de ~ (t) ne sont pas exclues. En parti- 

culier si ~ (t) est infinie pour tout t # O, on a % - O. 

2.3. Th~or~me (Cramer [1~ Chernoff [10] ). Soit X une suite de v.a. 
n 

ind~pendantes de m~me loi ~. Soit L - 1 - ~ (X I + ... + Xn). Soit % la trans- 

form~e de Cramer de H. On a alors pour a ~ 

1 log P (Xn ~< a) (i) - % (a) ~< _lim n 
n++~ 

1 log e (X n >~ a) - X (a) ~< li_~m 
n-~+co 

(ii) Supposons de plus f Ixl d~ (x) fini. 

Alors on ales in~galit~s valables pour tout n entier 

........ 1 log P (X < a) ~ - X (a) pour a 
n L~ ~< f ~ d~ (x) 

! 
............. n" log P (L >~ a) ~< - X (a), pour f x dH (x) ~< a. 

Preuve : Esquissons l'gl~gante d~monstration de Chernoff Do] . Les lois 

des v.a. Y = X - a et Z = - X ont resp. pour transform~es de Cramer 
n n n n 

les fonctions % (x) = X (x + a) et X (x) = % (- x). Ii suffit donc de 
y z 

traiter le cas {a = O} et de prouver seulement les in~galit~s concernant 

P (Xn >~O). 

Supposons f x dH (x) ~< O. La d~finition de % entralne alors 

(0) sup E- log <t)3 = sup E log 
t t>~O 
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Pour t ~ O, on peut &¢rire 

~e t (X I +...+ X n) 

X + +Xn>] 

Ceci donne 

log P (Xn >~ O) ~< inf 
n 

t>~O 

et prouve donc (ii). 

[log ~ (t)~ = - I (O) 

La d~monstration de (i) utilise un lemme technique ("cas o~ D est 

support fini") : 

2.4. Lemme (Chernoff ~0] ) : Soient xi, Pi' | 4 i 4 k des nombres r~els 

tels que Pi > Oet inf (xi) < O < sup (xi). Posons 
i i 

n. 
tx.l Pi l 

b = inf ( I Pie ). Posons F (n! ..... n k) = n! ~ , 
t6 ~ l i ni " 

On peut alors d~terminer une constante c > 0 et un entier N tel que tout 

entier n ~ N puisse s'~crire n = n I 

n i v~rifient ~ n i x i ~ O et F (n I 
i 

+ ... + n k , o~ les entiers positifs 

... n k) > e n -k/2 b n. 

Preuve : la formule de Stirling donne pour 

~ z i 
F (Zl ..... Zk) >~ n-k/2 H ( ) 

i l 

Fixons s ~ ~ tel que b = [. Pie l 
1 

sx. 
1 

n p  i e 
Les r~els Z. = v~rifient alors 

i b 

z i c E]~ + co E 

= G (z] ... Zk) 

~ Zi ~ n ; [ Z. x. ~ O 
• . i l 
1 l 

G (Z| ... Zk) = n -k/2 h n. 
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Sans perte de g~n~ralitg, supposons x i ~< x k 

Ni = [Zi] pour i < k et Nk = n - ~ N.. 
i< k l 

pour tout i. Posons 

Pour A > 0 fix~, et pour B variant dams un intervalle born~ fixe, il 

existe une constante c I telle que 

Av+B Av 
v v 

( A'~" + B ) ~ Cl (-X~ -1 

pour tout v v~rifiant v ~ ]et Av+B ~ ]. Ceci montre l'existence d'une 

constante c 2 telle que ( . ~ c 2 ( . pour tout i et tout 

z ~ k 
n assez grand. Donc, pour n assez grand, on aura, avec c 3 = c 2 

N i = n ; [. N i x i >I 0 
i i 

G (N I ... Nk) ~ c 3 n -k/2 b n 

ce qui prouve le lemme. 

Revenons ~ la preuve de (i). Le r~sultat est trivial lorsque l'un des 

hombres ~ (]0, + ~E ) et ~ (]- ~, 0 E ) est nul. Supposons les donc 

non nuls. 

Consid~rons d'abord lecas o3 ~ est de la forme ~ = ~ Pi 6x. ' la 
i~l z 

somme ~tant finie ou d~nombrable, avec Pi > 0 pour tout i. Pour k assez 

grand, on aura 

inf x i < 0 < sup x. 
i 

1 ~i ~ k l ~i ~ k 

tx. 
l 

e La suite monotone de fonotions fk (t) = I Pi converge vers 
l~i<k 

(t) quand k ÷ + ~ , et donc (th~orgme de Dini) converge unifor- 

m~ment vers ~ (t) sur tout compact contemu dams { t I ~ (t) fini} . Comme 

fk (t) tend vers + ~ avec Itl , on en conclut que 

lim [inf fk(t) ] = inf ~ (t) = e -%(0) 
k->+ ~ t t 
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Posons b k = inf 
t 

pour tout n, P (Xn ~ O) ~F (n I ... 
-k/2 

n k)_ >t e k n 

fk(t) et fixons k. Avec les notations du lemme, on a 

b k et done 

lim ........ | log P (Xn $ O) > log b k 
n 

n~+ ~ 

ce qui, lorsque k + + ~, prouve (i). 

y(S) =_i_ d~s que ~ J 
s s s Passons au eas g~n~ral. Posons ~ Xn 4 

n 

S o i t  ~s t a  l o i  commune des  y(S)n ; s o i t  Xs l a  t r ans fo rmf ie  de Cramer de ~s" 

La construction de ~ donne 
s 

~ S 
~S ( t )  ~ e ~ ( t )  pour t o u t  t ,  e t  s > O. 

Comme ] 0 ,  + ~ [  e t  ] -  ~,  O ~ n e  son t  pas  ~ - n ~ g l i g e a b l e s ,  on a ~ ( t )  ~ A e B l t l  

og A e t  B son t  des  c o n s t a n t e s  p o s i t i v e s  s t r i e t e s .  On peu t  ~ c r i r e  

- x ( l / s )  
e s = inf [e -t/s ~s(t)] ~ inf [e -21tils ~ (t) 3 

t t 

Les fonctions gs (t) = e -21tl/s ~ (t) convergent en croissant vers 

(t) quand s + + ~ , et tendent vers + ~ quand Itl ÷ + ~ , pourvu que 

2 
s > --g- . Comme plus haut, ceci entrafne 

-~(o) 
lira [inf gs(t)] = inf ~ (t) = e 

s-~+~ t t 

et par suite lim - % (I/s) >i- % (0). 
s s-++oo 

L'~tude du cas diseret implique, pour s fix~, 

lim l--log P (y(s) ~ I/s) > - % (I/s) 
n++oon n s 

Compte-tenu de l'inclusion de { ~n >~ I/s ~} dans { Xn >/ O} , on en conclut que 

lim nl log P (X-- n > O) > - %s (I/s) 
n-++~ 

Lorsque s ÷ + ~ ceci prouve (i). 
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2.5. Re marque : Pour 2.3 (ii), les restrictions sur le signe de 

[ a - f x dD (x~ ne sont Ig que pour permettre de formuler simplement le 

seul r~sultat non trivial. En effet sif x d~ (x) < a , on a par exemple 

' "< lim nl log e (Xn ~< a) = sup -~- log P a) = 0 
n n 

2.6. Exemples de transform~es de Cramer sur 

Le th~or~me 2.3 fair pressentir que la probabilitg de trouver X au 
n 

voisinage de x est "de l'ordre de" e -nl(x) ; sous cette forme le r~sultat 

est litt~ralement faux, mais cet ~nonc~ donne cependant le contenu intuitif 

du th~or~me 2.3, comme le prgcisera le § 3. Les grandes valeurs de % corres- 

pondent d o n c  aux  p o i n t s  o3 l e s  a p p a r i t i o n s  de  X s o n t  peu  p r o b a b l e s .  
n 

Lorsque ~ (t) est finie au voisinage de O, la fonction X atteint son 

I 
minimum au p o i n t  m = f ~  x d~ (x)  e t  X"(m) = ~ . La f o r ' m u l e  

0 
2 . 2  f o u r n i t  f a c i l e m e n t  l a  f o r m e  de  % d a n s  l e s  c a s  s u i v a n t s .  

2 
(|) Quand ~ est saussienne , de moyenne m, de variance a 

] 2 
%(x) = 02 (x - m) pour x c 

2 

, on a : 

(2) Quand ~ = p 6 u + (l-p) 6 v , avec u < vet 0 < p < |, on a, pour 

U < X < V 

(x) = 
x-u log x-u v-x v-x 
v-u ~ + v-u ............ log ~ p  - log (v-u) 

% (u) = - log p % (v) = - log (l-p) 

% (x) = + ~ pour x < u ou x > v 

(3) Quand d~ (x) = I[0,+~[ (x) 

% (x) = x - I - log x 

(x) = + 

e -x dx , on a 

pour x > 0 

pour x ~< 0 

Le r~sultat qui suit pr~sente un int~r~t descriptif ; la preuve par contre 

m~rite peu d'attention en premiere lecture. 
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2.7. Proposition : Soit ~ une probabilit~ sur ~ telle que f Ixl d~ (x) 

soit finie. Soit ~ la transform~e de Cramer de ~. Alors 

(|) ~ (t) - + oo pour tout t > 0 si et seulement si I (x) - 0 pour tout x >i O. 

(2) il existe t > 0 tel que ~ (t) soit fini si et seulement si 

lim % (x) = + 
x++=o 

(3) ~ (t) est fini pour tout t > 0 si et seulement si lim %(x) _ + oo 
x x-+4~o 

eS% (x) (4) L'int~grale f ~R d%/ (x) est finie pour tout s < I. 

(5) Soit Eu, v] C E -c° , +col l'enveloppe convexe fermge du support de ~ ; 

on a ~ (x) = + oo pour x 4~ [u, v] , tandis que % (x) est finie et 

continue pour x ~ ]u, v[ ; de plus % est continue ~ gauche en v si 

vest fini, et continue g droite en u si u est fini ; enfin pour v 

fini, la relation i (v) = + oo ~quivaut g ~ (v) = 0 (r~sultat analogue 

pour u fini). 

(6) Les r~sultats (I) (2) (3) (4) restent vrais si on remplace t > O, 

x > O, x+ + ~ par t < O, x < O, x÷ -~ . 

Preuve : Soit m = f x d~ (x). Soit Eu, v] comme en (5). Puisque X n C Eu, v~ 

presque s~rement, le r~sultat 2.3 (i) appliqu~ avec a < u eta > v montre 

que i(a) = + ~ pour a ~ [u, v]. 

Inversement si a ~ met I (a) = + ~ , le th~or~me 2.3 (ii) entralne 

P (Xn > a) = O, et donc ~ (a) = O, ce qui impose a ~ v. Argument analogue 

pour a ~ m. Done % est finie sur ]u v E ; de plus on vient de voir que 

% (v) = + m implique ~ (v) = 0 et le th~or~me 2.3 (i) prouve directement 

la rgciproque. 

Toutes les propri~t~s de continuit~ de % ~noncges en (5) sont alors 

des consequences simples du fait que % est convexe s.c.i. Ceci ach~ve la 

preuve de (5). 
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Supposons ~ (t) = + oo pour tout t > O. La relation 2.2 donne 

^ (t)~ et donc % (x) 0 pour x >/ O. % (x) = Sup Etx - log ~ = 
t<O 

Supposons qu'il existe t > 0 avec ~ (t) fini. La relation 

% (x) >, tx - log ~ (t) montre que lim ~ (x) = + oo 
x++oo 

Les implications directes en (I) et (2) sont prouv~es ; l'implication 

inverse dans (2) r~sulte clairement de l'implication directe en (I) - et 

vice-versa ! Ainsi (I) et (2) sont v~rifi~es. 

Prouvons (4) ; cette relation est triviale dans le cas o~ ~ (t) - + oo 

pour tout t > O, R cause de (I). Supposons donc ~ (t) fini pour au moins 

un t > O. Supposons aussi (notations (5)) que v = + co (car d'apr~s (5), 

la relation (4) est triviale si vest fini). 

Comme % est maintenant convexe continue sur ]u, + ~[ , sa d~riv~e 

~' existe sur ]u, + ~[ sauf peut-gtre sur un ensemble d~nombrable. 

Une integration par parties montre, grRee R la relation lim % (x) = + 

que fm +m e sl(x) dv (x) 

I = /~ e sl(x) l'(x) 

appliqu~ ~ n = I, on a 

sera finie si l'int~grale 

x++oo 

~x, +~E4 

dx est finie. D'apr~s 2.3 (ii) 

e -%(x) pour x ~ m, et donc 

fm m % ' ( x )  d x  < + m < 1. e(S-l) ~ ( x )  
1 4 pour s 

Une ~tude analogue de ~-m achgve de prouver (4). 

Supposons maintenant ~ (t) fini pour tout t > O. D'apr~s 2.2, on a 

alors pour tout t > O, x > O l'in~galit~ X(x) ~ t - 1 log ~ (t) 
X X 

et donc lim l( l"~x" 
X x++oo 

lim A(x) = + 
X 

X++oo 

Inversement, si ~(x) 
X 

1 
fix~ la majoration tx ~< -7- 

t. Comme test arbitraire, on obtient 

tend vers + oo avec x, on aura pour tout t > O 

%(x) pourvu que x soit assez grand. Utilisant 

(4) on conclut que 
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f~ e TM d~ (x) ~ f ~  e I/2 %(x) d~ (x) < + ~ ; 

ceci implique que ~ (t) est fini. Ainsi (3) est d~montr~e. 

2.8. Remarque : dans la relation (4) de 2.7, la restriction s < I ne peut 

pas ~tre am~lior~e en g~n~ral. En effet (cf. 2.6 (I) et (2)) pour ~ gaus- 

sienne ou exponentielle on a f e %(x) d~ (x) = + ~ 

Ceci reste sans doute vrai pour toute probabilit~ ~ sur ~ ~ support 

non compact telle que ~ (t) soit finie pour au moins un t # O. Dans ce cas, 

ceci caractgriserait X comme la fonction convexe "la plus grande 

l'infini" telle que f e sX(x) d~ (x) soit finie pour s < 1 et infinie 

pour s = 1. 

3. CAS DES V.A. A VALEURS DANS UN ESPACE VECTORIEL : LES HYPOTHESES 

TOPOLOGIQUES 

Les hypotheses minimales qui permettent la construction formelle de 

la transform~e de Cramer semblent ~ present d~gag~es par Bahadur-Zabell 

[7~ • Nous les renfor~ons ici pour leur donner une forme plus descrip- 

tive, donc plus pratique. 

3.1. Dans tout le chapitre, nous consid~rons d~sormais des v.a. ind~pen- 

dantes X : ~ + E , ~ valeurs dans un espace vectoriel topologique E, 
n 

localement convexe et s~par~ (e.v.t.l.c.s.) muni de sa o-alg~bre bor~lienne 

~(E). Nous noterons D la loi commune des X n , et nous supposerons que 

l'espace de probabilitg ~ est complet. 

3.2. Hypoth~se technique essentielle : nous supposerons l'existence d'un 

convexe ferm~ F de E, vgrifiant ~ (F) = I, et l'existence d'une autre struc- 
% 

ture E d'e.v.t.l.c.s, sur l'espace vectoriel E, topologiquement plus 
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fine que celle de E, telle que la topologie induite par E sur F soit 

polonaise (c'est-~-dire m~trisable, compl~te, ~ base dEnombrable). 

3.3. Exemples : E est un espace de Fr~chet s~parable et ~ est une proba- 

bilitE quelconque sur~(E ). Puisque E est polonais il suffit ici de 

% 
prendre F = E = E dans 3.2. Rappelons que ce cas inclut celui des espaces 

de Banach separables, des espaees de Hilbert separables, et le cas E = ~k. 

3.4. Exemples : E est un espace de Fr~chet s~parable~ muni d'une topologie 

faible arbitraire~ et ~ est une probabilit~ ~uelconque sur ~(E). Ici, 

3.2 est rEalisEe avec F = E tandis que E est l'espace E muni de sa topo- 

logie de FrEchet s~parable. Ce cas inclut celui des FrEchet (Banach, 

Hilbert) separables muni de la topologie ~ (E, E') o~ E' est le dual de E. 

3.5. Exemple : E est l'espace ~(r) des mesures bor~liennes born~es sur 

l'espace topolo~ique polonais r ; E est muni de la topolo~ie de la conver- 

gence ~troite, c'est-~-dire de la topologie associ~e ~ la dualit~ naturelle 

entre ~(r) et l'espace C (r) des fonctions continues born~es surr . 

La probabilitE ~ sur ~ (E) vErifie ~ [~I (r)~ = l, o_~ /~I (r) 

est l'ensemble des probabilitEs borEliennes surr. 

Les hypothgses 3.2 sont vErifi~es avec F = ~l (r) et E = E. Cet 

exemple fournira le cadre appropri~ pour traiter le thEor~me de Sanov 

sur les lois empiriques (cf. § 8). 

Notons ici une remarque de A. Badrikian : cor~ne il n'existe pas de 

topologie polonaise plus fine que celle de E, on peut trouver des probabi- 

litEs ~ sur d~ (E) telles que 3.2 ne soit pas vErifiEe. 

Nous allons prouver deux lewes (3.6 et 3.8) assez techniques, qui cons- 

tituent l'essentiel des hypotheses de Bahadur-Zabell E7~ . En premiere 

lecture, nous sugg~rons d'ignorer les d~monstrations de ces lemmes. 



22 

3.6. Lemme : Soient E et F comme en 3.2. Si X, Y : ~ + E sont deux v.a. 

valeurs dans F , alors X + Y : ~ + E est encore une v.a. En particulier 

sous les hypotheses 3.1 et 3.2, toute combinaison lin~aire convexe des X 
n 

est une v.a. 

Preuve : D'aprgs 3.2, F est un espace lusinien, et on a donc 

~(F x F) = ~(F) ~ ~(F) (of. Badrikian [4] ). L'application 

~(x, y) = x + y de F x F dans E est continue, et par suite est 

{~ (F x F), ~(m)} mesurable. 

L'application (X, Y) : ~ + EF x F , ~(F) ~ ~(F~ est mesurable 

et donc X + Y = ~(X, Y) est mesurable. 

3.7. Remarque (A. Badrikian). Dans la proposition pr~c~dente, le r~sultat 

n'est plus ngcessairement vrai si on suppose seulement que X, Y sont 

valeurs dans E. 

3.8. Lemme (d'apr~s Bahadur-Zabell [7] ) : Soit (E, p) un couple v~ri- 

fiant 3.2. Alors pour tout ouvert convexe A de E et tout e > O, il existe 

un compact convexe K contenu dans A, tel que p (A - K) ~ e . 

Preuve : Soient E, ~, F et p comme en 3.2 ; soit i : ~ ÷ E l'application 

identique. Appelons ~ l'espace topologique induit par ~ sur l'ensemble F. 

Puisque i est continue injective, et puisque F est polonais, i est aussi 

un isomorphisme de d~(~) sur ~(F) (cf. Christensen ~]] ), ce qui 

permet de consid~rer p comme une probabilit~ sur (~ , ~ (~)). Puisque i 

est continue, il suffit alors clairement de prouver le lemme pour le couple 

(E, p). Nous pouvons donc d~sormais supposer que F est un espace polonais. 

La mesure pest alors rgguli~re. Si A est un ouvert convexe de E, il 

existe pour tout e > O un compact G de F tel que G ~ A NF et 
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(A - G) < g . Montrons que l'enveloppe convexe ferm~e de G est un 

compact K C A. 

II existe pour tout x C Gun voisinage ouvert convexe V de x tel que 
x 

V c A  , c a r  E e s t  un e . v . t . l . c . s .  La c o m p a c i t ~  de G f o u r n i t  une  f a m i l l e  
X 

finie de points de G telle que G C%1 U ... ~_J ~Xn . Posons G.I = G N~x.l. 

Chaque G. e s t  compac t  e t  i n c l u s  d a n s  l e  c o n v e x e  fermfi p o l o n a i s  F.  
1 

L'enveloppe convexe ferm~e ~. de G. est alors encore compacte (ear pr~- 
i i 

compacte et compl~te). De plus l'inclusion G i c Vx. entralne ~.l C~x. ~ A. 
i 1 

F i n a l e m e n t  G e s t  c o n t e n u  dans  G 1 U . . .  I )  Gn , q u i  e s t  une  p a r t i e  de A. 

Comme les ~. sont compacts convexes, l'enveloppe convexe ferm~e H de 
i 

n 
~I U... U G nest ex~ctement l'ensemble des I ~- v. avec v. C G. , 

i=I l i i I 

et ~ c~ i = 1, c~. >~ O. I1 e s t  donc  c l a i r  que  H ~  A. De G C H  on c o n c l u t  
• 1 
1 

a l o r s  ~ ~ H e t  e n f i n  ~ c A ~  Le compac t  c o n v e x e  ~ e s t  c o n t e n u  dans  A e t  

v~rifie ~ (A - ~) ~ E . 

4. TRANSFORMEE DE CRAMER : CAS GENERAL 

4.1. Notations : Soient E un espace vectoriel topologique et ~ une proba- 

bilit~ sur E v~rifiant 3.1, 3.2. Soit (~, P) un espaee de probabilit~ com- 

p l e t  e t  s o i t  X : ~ ÷ E une s u i t e  de v . a .  i n d ~ p e n d a n t e s  de m~me l o i  ~ .  
n 

On pose Xn - nl (X 1 + ... + Xn) et on note ~n la loi de Xn. 

Pour tout A C ~(E) on note 

I 
--% (A) = !im n log P (Xn C A) 

n~+~o 

. . . . . . .  I 

(A) = lim n log P (~ C A) 
n-~o 

de sorte que - ~ ~< % (A) ~< ~ (A) ~< O. 

! log e (X n ~ A). Si -% (A) = ~ (A), on note ~ (A) = lim n ....... 
n++oo 
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Les mfithodes et rfisultats du paragraphe 4 s'inspirent du travail de 

Bahadur-Zabell [7J 

4.2. Propos.ition (d'apr~s [7] [3 4 ). Sous les hypotheses 3.1, 3.2 la 

1 
log P (X ~ A) existe pour toute partie A convexe limite Z (A) = lim --~- 

rr++=o 
borfilienne de E. 

1 
Preuve : Vosons X ........... n (X! + ... + Xn), Y = 

Alors on a X = ~ X + m_~ 
n+m n+m n+m 

(X ~ A) (7 (Y e A) C (Xn+m 

et la fonetion f : N ÷ 

sous additive. On sait alors que 

[83 ) 

1 
m (X+!  + ... + Xn+m). 

Y , et la eonvexit~ de A entralne 

A). On en d~duit Pn (A) Pm (A) "< Pn+m (A), 

[0, + oo3 d~finie par f (n) = - log Pn (A) est 

lim f (n)  e x i s t e  ( e f .  B i l l i n g s l e y  
n n.+-l-~ 

4.3. Proposition : Quels que soient A, B dans ~(E), on a 

max [Z (A), ~ (B)] ~< ! (A U B) ~< ~ (A UB) ~< max [~ (A), ~ (B)] 

En particulier si ~ (Ai) existe pour i = I .°. n , la limite 

(A| U... U A n ) existe aussi, et vaut max [~ (A I), ..., % ~An) ]- 

Preuve : Notons d'abord que % et ~ sont des fonctions croissantes. Par 

suite on a i (A) ~< i (A LiB) et i (B) ~< i (A U B), ce qui prouve la 

premiere in~galit~ de 4.3 

Soit c > max [~ (A), i (B)]. Pour n grand, ~n (A) et ~n (B) sont 

major,s par e nc , et done ~n (A U B) ~< 2 e nc , ce qui entralne 

(A U B) ~< c. Comme cest arbitraire, on obtient la derni~re in~galit~ 

de 4.3. 
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4.4. D~finition (cf. [7J E3~) : $ous les hypotheses 3.1, 3.2 on appelle 

transform~e de Cramer de ~ la fonction X : E ÷ EO, + ~] d~finie pour 

x c E par 

% (x) = - inf {~ (A) i A ouvert convexe, et x ~ A} 

Puisque % est une fonction monotone d'ensemble, on peut consid~rer 

[- % (x~ co~nne la limite de % (A) suivant le filtre des voisinages o~verts 

convexes de x. 

Lorsque E = ~ , cette d~finition ne colncide pas a priori avec la 

d~finition 2.2. Nous verrons (th. 5.3) que lorsque les moments d'ordre I 

de toutes les projections (continues) unidimensionnelles de ~ sont finis, 

la d~finition 2.2 de X s'~tend au cas g~n~ral, et est bien compatible avec 

la d~finition 4.4. 

4.5 Proposition : Sous les hypotheses 3.1, 3.2, la transform~e de Cramer % 

de ~ est convexe et seml-continue inf~rieurement. 

Preuve : pour x e E et c < % (x) dorm, s, il existe par d~finition un 

voisinage ouvert convexe A de x tel que c < - i (A). Pour tout y C A, on 

aura % (y) = sup {- Z (B) I B voisinage ouvert convexe de y} et donc 

(y) >i - 9~ (A) > c. La fonction % v~rifie bien % (x) ~< lira % (y), et 
y+x 

est donc s.c.i0 

La convexit~ d'une fonction se v~rifie en restreignant cette fonction 

toutes les droites de l'espace. Or pour une fonction g : RR ÷ [O, + ~] 

suppos~e s.c.i. , la convexit~ de g ~quivaut 

____~) I I 
g ( ~< X g(x) + --i- g(Y) pour tout x, y ~ [R 

x+y 1 1 
Ii suffit donc de v~rifier que X t ~ )  ~< -~- X (x) + -~- X (y) pour 

tout x, y ~ E. 
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x+y il existe des ouverts Pour tout ouvert convexe A contenant 2 

1 1 
convexes B, C contenant resp. x et y tels que (-~--B +--~-- C) c A. 

I (x I + . +x) y= I Posons X .... n ,. ' n (Xn+l + "'" + X2n)" 

L'inclusion {(X e B) U (Y ~ C)} C (X--2n ~ A) entralne ~n(B) ~n(C) ~ ~2n(A). 

] 1 
Un passage ~ la limite en n donne -~-- g (B) + -~-- % (C) ~ ~ (A) et donc 

par d~finition de % (x) , X (y) 

1 ;~ (x) - ! 
- 2 -7- % (y) ~< £ (A) 

Prenons l'inf, en A au second membre pour obtenir 

! X (x) i X (y)~ -X (--~--). 
2 .... 2 

4.6. D6finition (cf. Donsker-Varadhan, Bahadur-Zabell) : soit (E, ~) un 

couple v~rifiant 3.1, 3.2. Soit X la transform6e de Cramer de ~ (d~fini- 

tion 4.4). Nous appelons fonctionnelle de Cramer associ6e ~ ~, l'applica- 

tion A de l'ensemble des parties de E dans EO, + ~] d6finie par 

A (A) = inf X (x) , A~E 
xcA 

La donn6e de % est clairement 6quivalente ~ celle de A. 

4.7. Proposition (d'apr~s E7] [l~). Soit X n : ~ + E une suite de v.a. 

ind~pendantes de m~me loi ~. Supposons les hypotheses 3.2 et 3.1 v~rifi~es. 

Soit A la fonctionnelle de Cramer associ~e ~ ~. Alors pour tout A E ~(E) 

on a, en notant A l'int~rieur de A 

(I) - A (A) ~< g (A) = lira 1 log P (Xn C A) 
-- n÷+~ n 

(2) si de plus A est compact, on a 

(A) = lim -~- log P (X n 
n++oo 

C A) ~< - A (~) 
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Preuve : Six c A , il existe un voisinage ouvert convexe C de x tel que 

O 

C cA , et on a ~ (A) ~ Z (C) = % (C) ~ - % (x) 

Prenons le sup. en x ~ A pour obtenir 4.7 (!). 

Puisque ~ est monotone, on a ~ (A) 4 ~ (A) ce qui permet de supposer 

A compact pour prouver (2). Soit a > - A (A). Pour tout x c A, on aura 

a > - % ( x ) ,  e t  i l  e x i s t e  d o n c  u n  o u v e r t  c o n v e x e  C x c o n t e n a n t  x t e l  q u e  

a > £ (Cx). Soit C , i = I ... k , un recouvrement flni de A. D'apr~s 
E- 

l 

4 . 3  o n  s a i t  q u e  

(A) 4 max £ (Cx.) < a 
i=|...k z 

L'arbitraire du choix de a donne alors ~ (A) ~ - A (A). 

4.8. Th6or~me (Bahadur-Zabell [7 3 ). Sous les hypotheses 3.1, 3.2, 

pour route union flnie A d'ouverts convexes de E , on a 

! log P (i lim 
n->+~ 

A) = % (A) = - A (A) 

o3 A est la fonctionnelle de Cramer associ~e ~ la loi ~ co~une des X . n 

Preuve : Par d~finition de A, on a toujours A (A U B) = inf [A (A), A (B)]. 

Par 4.3, il suffit donc de prouver le th~or~me lorsque A est ouvert convexe. 

De 4.7 (l) on tire - A (A) ~ ~ (A). II suffit maintenant de prouver l'in6- 

galit~ inverse lorsque ~ (A) est fini. 

Pour £ > 0 donn~, on peut trouver N tel que 

! 
n log ~n (A) > £ (A) - e , pour n > N 

II existe (lemme 3.8) un compact convexe K contenu dans A tel que 

! ! 
..... N log ~N (A) - N ....... log ~N (K) ~ e 

Donc f (n) = - log ~n (K) v~rifie 

f (N) ~< - (~ (A) - 2 g) N 
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Comme K est convexe, f est sous additive (voir 4.2) et done 

f (p N) ~< - (% (A) - 2 g) Np pour tout entier p. Ceci entraTne 

- % (K) = lim f (pN) ~< - % (A) + 2 g 
pN 

Mais 4.7 (2) fournit l'in~galit~ A (K) ~< - % (K). Comparons les deux 

derni~res inggalit~s avec l'in~galit~ triviale A (A) ~< A (K) pour 

obtenir A (A) ~< - ~ (A) + 2 g , et done con~ne e est quelconque, 

A (A) ~< - ~ (A). 

4.9. Proposition (d'aprgs E7~ ). Sous les hypotheses 3.1, 3.2 la 

transform~e de Cramer % de ~ est donn~e par 

% (x) = Sup {- ~ (H) I x c H , H demi-espaee ouvert} 

Preuve : soit a < % (x). e'ensemble C = {y 1% (Y) ~ a} convexe ferm~ 

(car % est s.c.i, convexe) et ne contient pas x. II existe done un demi 

espace ouvert H de E tel que H N C = ~ et x E H. Puisque H O C = ~ on a 

A (H) ~ a. Puisque - £ (H) = A (H), on a - % (H) > a ; par suite 

r = Sup {- % (H) / x E H , H demi-espace ouvert} est sup~rieur ou ~gal 

a pour tout a < % (x), ce qui force r ~ % (x). Comme la d~finition 4.4 

de % (x) fournit directement r $ % (x), on eonclut que r = % (x). 

4.10. La proposition 4.9 ram~ne le calcul de % ~ celui de ~ (H) pour H 

demi-espace ouvert, ce qui est un probl~me unidimensionnel, trgs proche de 

celui r~solu par Cramer-Chernoff. Ceci permettra au § 5, d'obtenir % en 

dimension queleonque, ~ partir de ~. 

La fonctionnelle A est alors en principe calculable, et l'~valuation 

1 log P (X n ~ A) repose sur 4 8 et les encadrements de ~ (A) = lim n 
n->+~o 

4.7. La restriction "A compact" pour la validit~ de " ~ (A) ~ - A (~)" 

est trop forte pour la plupart des applications ; nous ~tudions aux § 6 et 

7 quelques situations essentielles o~ cette restriction est inutile. 
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5. TRANSFORMEE DE CRAMER ET TRANSFORMEE DE LAPLACE 

5.1. Transform~e de Laplace : soit ~ une probabilit~ sur les bor~liens 

de l'espace vectoriel topologique E. Supposons 3.1 et 3.2 v~rifi~es. On 

note 

(t) = fE e (x) te E' 

(o~ E' est le dual de E), la transform~e de Laplace de ~. Noter que 

(t) = + = n'est pas exclu a priori. La fonction log ~ (t) est d~finie 

sur E', ~__.valeurs dans [0, + ~] , convexe et s.e.i. (E' ~tant muni de 

la topologie faible ~ (E', E). 

5.2. Hypotheses sur (E~ ~) : on supposera que le couple (E, ~) v~rifie 

3.1, 3.2 (hypoth~se essentiellement t0Polo$ique) et de plus que 

fm I < t, x >I d~ (x) est fini pour tout t C E' 

Le th~or~me suivant ~tend au cas g~n~ral la d~finition adopt~e en 

dimension l pour % (cf. 2.2). 

5 . 3 .  Th~or~me : (d'apr~s []4] [7 ] []5])Sous l'hypoth~se 5 . 2 ,  la trans- 

formic de Cramer de ~, d~finie en 4.4, est donn~e par 

% (x) = sup [< t, x > - log 
tEE ' 

pour x ~ E 

Preuve : Consid~rons d'abord le cas ~ centr~e et E = 

Posons provisoirement 

(x) = sup It.-log,(t)] 
t~nl 

Soit I la transform~e de Cramer de p au sens de 4.4, de sorte que 

(I) - I (x) = lira ~ (]x - 2 E , x + 2 e[ ) , x e ~ 

E-> O+ 

Comme ~ est centr~e, le th~or~me 2.3 (ii) entralne, pour x ~ O, 



(]x-2E,x+2e[)< iim 

d'o~, gr$ce ~ (I), 
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I .... log P (X n- $ x-2e) ~ - ~(x-2E) 

(2) ~ (x) ~ lim ~ (x - 2e) pour x ~ 0 
~÷0 + 

D'autre part, le th~or~me 2.3 (i) donne pour x $ O, 

- ~(x) ~ lim 1 log P (Xn > x) ~ lim ! log P -- 
rr++~o ......... n n (Xn 

D'apr~s le th~or~me 4.8, on a 

1 
log P (Xn lira 

n 
n÷+~ 

> x) = - A (Ix, +oo[) = - inf % (y) 
y>x 

et par suite 

> x) 

(3) ~(x) >i inf % (y) pour x >I O. 
y>x 

La loi des grands hombres et (I) montrent que %(0) = O. Com~e % est 

convexe, s.c.i, et positive, on a donc 

x ~ 0 ; ainsi (3) devient 

inf % (y) = lira % (x+g) ~our 
y>x ~->0+ 

(4) ~ (X) >i lira % (x + g) 
c->O+ 

Les fonctions % et ~ sont convexes et s.c.i, sur EO, + oo~ , nulles en 

O, ~ valeurs dans [0, + oo3 . II existe donc des nombres a, b ~ EO, + ~] 

tels que %, ~ soient resp. continues finies sur EO, a[ , LO, b E , 

soient resp. identiques ~ + ~ sur ]a, + ~[ , ]b, + ~[ , et soient 

resp. continues ~ gauche en a pour a fini, b pour b fini. 

A partir des in~galit~s (2) et (4), on v~rifie alors successivement que 

a = b , puis que % et ~ co'incident sur EO, + oo[ - {a} , puis qu'elles 

coincident sur [0, + ~[. La comparaison de % et ~ sur ]-oo, O] se traite 

de fa~on sym~trique ; on obtient donc ~ ---~. Le cas oO ~ n'est pas centr~e 

se r~duit au precedent par translation, et le th~or~me 5.3 est prouv~ 

pour E = ~. 
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Passons au cas g@n@ral ; soit x ~ E. Tout demi-espace ouvert contenant 

+ = {y ~ E I <t,y> - r > O} avec x s'@crit Hi, r 

< t,x > - r > 0 , t C E', r 6 

ou bien 

Ht, r = {y C El <t,y> - r < 0} 

< t,x > - r < O, t C E' , r ~ ~ 

avec 

Notons t : E + 

Posons Yn = t ( X )  

la forme lin@aire associ@e ~ t e: E' 

L+ r ( t t t ,  r )  ] r 

_ _ ] [ 
L r = t (Ht, r ) = _ oo , r , u = t (x) , ~t = t (~), 

1 log P (~n ~ A) = £ It -I (A)] o~ A £t (A) = lim ..... n ,~ 
n++oo 

est un ouvert 

convexe quelconque de ~. 

D'apr~s 4.9, on a, en notant X 
t 

%t (u) = max [{ r<uSUp - £t (Lr +)} 

+ t-I d'o~, comme £ t (Lr) = £ I (L)[ 

kt(u) = max 

[ 
i , I sup - t 

r>u 

la transform@e de Cramer de Dt ' 

%)} ] 
+ 

= i (Ht,r), 

] 

sup - £(Ht,r) } , { sup - £ - }I 
r<t(x) r>t(x) (Ht'r J 

Lorsque t varie dans E' , le sup. des seconds membres de cette ~galit@ 

est clairement ~gal ~ sup {- £ (H) I H demi espace ouvert, H contient x} , 

et donc g X (x) d'apr~s 4.9. On obtient donc 

(5) X(x) = sup X (< t, x >) = sup %t Et(x~ 
teE' t t 6 E' (~) 

L'@tude du cas E = R permet d'gcrire 

A 
Comme ~t 

se[R 
[s . t(x) -log 9t (s)] 

A 
(s) = ~ (st) pour s e ~ , t ~ E' , on a alors 

(X) = sup sup 
tCE' s¢ 

[st (x) - log ~ (st)] 

ce qui prouve % (x) = sup Et (x) - log ~ (t)]. 
teE' 
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5.4. Exemples de transform~es de Cramer 

(I) E = R~ k , ~ est gaussienne de moyenne M , de matrice de cova- 

riance ~ , suppos~e inversible. 

1 (x - M)* ~-! (x - M) Alors % (x) = 2 

(2) 
E ~k cte = , d~ (x) = f(x) dx avec f (x) ~ - -  

Ixl r 

lorsque Ixl ÷ + co . Alors ~ (t) = + oo pour tout t # O, et 

donc (th. 5.3) % ~ O. 

(3) Lemme (cas o~ % - O) : Soit ~ une probabilit~ sur un espace 

vectoriel topologique E et soit X n des v.a. ind~pendantes de 

m~me loi ~. Supposons v~rifi~es les hypotheses 5.2. Les condi- 

tions suivantes sont alors ~quivalentes : 

(i) la transform~e de Cramer % de ~ est identiquement nulle 

(ii) la transform~e de Laplace ~ (t) de ~ vaut + co pour tout 

t # 0 dans E'. 

(iii) pour route partie bor~lienne A de E d'int~rieur non 

1 log P -- C A) = O. vide, on a lim "n (Xn 
n-++oo 

Preuve : L'~quivalence de (i) et (ii) r~sulte de 5.3 (5) et 2.7 (I). Celle 

de (i) et (iii) est une consequence de la proposition 4.7. 

La situation % ~ 0 exige donc une description plus fine du compor- 

tement asymptotique de P (X n ~ A), qui peut par exemple (lorsque 

1 (cf fE x d~ (x) ~A) tendre vers 0 ~ une vitesse polynomiale en n ....... . 

travaux de l'~cole russe Linnik DI] Nagaev DS] et Altri). 

La th~orie ~ la Cramer-Chernoff n'est donc vraiment pertinente que 

lorsque % n'est pas identiquement nulle, donc lorsque ~ (t) est fini sur 

un ensemble assez "grand" en particulier lorsque ~ (t) est fini sur un 

voisinage de z~ro dans E , (% ne s'annule alors qu'en m = fEx dD (x)). 
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(4) Nous donnons au § 9 en fin de chapitre quelques r~sultats dgcri- 

vant l'allure des transform~es de Cramer sur ~n Notre premier 

exemple de transform~e de Cramer explicite en dimension infinie 

apparaltra au § 8. 

(5) Lemme : Soit ~ une probabilitg sur un e.v.t.l.c.s. E ; soit S 

l'enveloppe convexe ferm~e du support de ~. Alors si (E, ~) 

vgrifie 3.2, la transformge de Cramer % de ~ est infinie sur 

(E - S ) .  

P r e u v e  : S i x  ~ Sp , i l  e x i s t e  u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  c o n v e x e  W de  x t e l  que  

P (X n e W) = 0 p o u r  t o u t  n .  P a r  s u i t e  ~ (W) = - ~ e t  l ' i n ~ g a l i t ~  

( u )  >.. - ~ (W) d o n n e  % (x )  = + o% 

! 
log P (L C A) 6. EXTENSION DE LA MAJORATION DE lim T 

n 

Ii s'agit d'~tendre la majoration ~ (A) ~ - A (7), d~jg prouv~e pour 

compact, au cas o3 A est bor~lien quelconque. Ce rgsultat est crucial dans 

les applications. En dimension infinie, il demande une s~rieuse dgpense 

d'~nergie, ainsi que des hypotheses de d~croissance "rapide" g l'infini 

pour la queue de la mesure D- Ce paragraphe s'inspire des ~Iggants rgsultats 

de Donsker-Varadhan D5~ sur le cas o~ E est un Banach, eta aussi b~n~- 

fici~ d'un expos~ de Bretagnolle ~7] . L'originalit~ de notre presenta- 

tion consiste en particulier ~ court-circuiter le beau th~orgme de Sanov 

(cf. th. 8.2), qui peut alors ~tre consid~rg pour ce qu'il est, c'est-g-dire 

un eorollaire de la th~orie ~ la Cramer-Chernoff. 

C'est un peu ce qu'ont tentg de faire Bahadur et Zabell E7] , mais 

au prix de l'utilisation, en cours de route de r~sultats de Donsker- 

Varadhan EI~ , qui eux-m~mes n'~taient obtenus qu'apr~s d~monstration 

du th~orgme de Sanov ! 
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6.1. Lemme : Soit ~ une probabilitg sur un e.v.t. E, et soient X n une 

suite de v.a. indgpendantes, de loi ~, ~ valeurs dans E. Supposons v~ri- 

fi~es les hypotheses 3.1, 3.2. Supposons de plus que pour tout a > 0, il 

- -  -ha 
existe un compact K aCE tel que P (X n ~Ka) ~ e pour tout n > N (a). 

Alors quel que soit B e ~(E), on a 

] log P ~ B) ~< A (B). (B) = lim n (X--n - 
n-~+co 

De plus si % est la transformge de Cramer de ~, l'ensemble 

{x E E 1% (x) ~ b} est un convexe compact quel que soit b positif fini. 

(B) ~< max 

Comme B n K 
a 

Preuve : il est clair que ~ (E - Ka) ~ - a. Par suite on a 

{ ~ (B ~ Ka) , ~ (B N (E - Ka)) } ~ max { % (B n Ka) , 

est compact, 4.7 donne 

(B N Ka) < - A (B q Ka) ~ - A (B) 

Ainsi ~ (B) ~ max {- A (B), - a} pour tout a > 0, ce qui prouve 

(B) 4 - A (~). 

Soit b positif fini. Fixons a > b. L'ensemble (E - Ka) est ouvert, 

donc 4.7 entralne 

- A (E - K a) ~ lim--;n log P { Xn e (E - Ka) } 

l'in~galit~ A (E - ~ a ce qui force (par d~finition de Ka) - Ka) - , 

ou encore A (E - Ka) ~ a. 

En particulier, on a % (x) ~ a d~s que x ~K a , ce qui entralne l'inclusion 

de L b = {x ~ E I % (x) ~ b} dans K . Mais e best ferm~ (car % est s.c.i.) a 

et K a est compact. Donc L best compact (et d'ailleurs convexe car % est 

convexe). 
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6.2.Corollaire : Soit E un e.v.t.l.c.s, et soit ~ une probabilit~ sur ~(E) 

port~e par un compact convexe m~trisable de E. Alors, si A est la fonction- 

nelle de Cramer associ~e ~ ~, on a pour tout A ~ ~(E) 

- A (A) ~< lim ........ nl log P (Xn C A) ~< lim ~n log P (Xn ~ A) ~< - A (A) 
n++~ n->+oo 

(notations 3.1, 4.1). De plus {x e E 1% (x) ~< b} est compact pour tout b 

positif fini. 

Remarque : Ce corollaire fournit d~jg tousles ingredients du th~or~me de 

Sanov sur les grandes d~viations des lois empiriques (cf. § 8) en prenant 

pour E l'espace des mesures born~es sur un espace topologique compact 

m~trisable F et pour ~ la loi de 6 X o3 X est une v.a. ~ valeurs dans F. 

6.3. Proposition : Soit E le dual d'un espace de Banach s~parable F. 

sIIxll Supposons que SE e d~ (x) soit fini pour tout s appartenant ~ un 

voisinage de 0 dans ~ ; ~ est ici une probabilit~ quelconque sur ~(E). 

Alors, si A est la fonctionnelle de Cramer associ~e ~ ~, on a (notations 

3.1, 4.1) pour tout A C ~(E) 

- A (A) ~< lim ~ log P (Xn C A) ~< lira l log P (Xn ~ A ~< - A (7) 
~ n n n-~+~ n->+oo 

o3 ~ , A sont resp. l'int~rieur et l'adh~rence de A pour la topolo$ie 

faible o (E, F) sur E. De plus, {x C E 1%(x) ~ b} est un compact 

(faible) pour tout b positif fini. 

Remarque pr~liminaire : Lorsque E = F' , o3 F est un Banach s~parable, on 

peut munir E de la topologie de la norme notre T (E, F) ou de la topologie 

faible o (E, F). Comme T est une topologie polonaise plus fine que o , la 

tribu bor~lienne ~(E) est la m~me pour route topologie comprise entre T 

et o . La transform~e de Cramer % et la fonctionnelle de Cramer A ne d~pen- 

dent que des ouverts convexes de E d'apr~s les d~finitions 4.4 et 4.6 donc 
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(et A) sont les mgmes pour les topologies T et _° . Notons enfin que le 

dual E' de (E, O) est ~gal g F. 

Preuve de 6.3 

Les in~galit~s annonc~es se dgduiront de 4.7 et 6.1 apr~s construction 

des compacts K introduits en 6.1. Soit B la boule ferm~e de rayon a dans a a 

E. On sait que B a est compacte pour la topologie ~. De plus, d'aprgs le 

th~or~me 2.3 (ii) 

P (X--n ~ B a) = P (IIXnl I > a)< p { 1--!-n (fiX| II + "'" + IIXnlI) > a} 

e-n ~(a) 

o~ ~ est is transform~e de Cramer de ~ = loi (l[Xn[]). 

Par hypoth~se ~ (s) est fini au voisinage de O, et donc (proposition 2.7 

(2)) on a lim ~ (a) = + ~ . On peut donc appliquer le lemme 6.1 pour 
a++~o 

prouver la proposition 6.3. 

6.4. Corollaire : soit E = ~k et ~ une probabilit~ sur ~(E) telle que 

(t) soit finie pour tout t dans un voisinage de O. Alors pour tout 

A 6 ~(E) , on a 

i log P (L ~ A) ~< lira 1 log P (Xn C A) ~< - A (A) - A (A) ~< l im n n 
n-~+oo n÷+oo 

De plus % (x) + + ~ quand x tend vers l'infini dans ~k. 

6.5. Sur l'~galit~ ~ ~) = - A (A) : Dans les situations d~crites par les 

corollaires 6.2 et 6.4, on voit que la relation A (A) = A (A) 

(qui force d'ailleurs A (A) = A (A) = A (A)) suffit ~ impliquer l'existence 

de lim -nl log P (X n ~ A) = g (A) et la relation ~ (A) = - A (A) 
n++oo 

Remarquons cependant que la r~ciproque est fausse. Prenons par exemple 

E -- ~ , ~ = p 6 u + (l-p) ~ avec u < v , 0 < p < 1 , et A = ~ Iv, + °°F 
V 
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On a ~ (A) = - A (A) car A est ouvert convexe, tandis que 

A (A) --A (~) = +~et A (A--) = ~ (v) --- log (l-p). 

En g~n~ral, la classe des ensembles A tels que ~ (A) existe est 

stable par union finie, contient les ouverts eonvexes et les ensembles 

A tels que A (A) = A (A). Pour le cas de E = 5~ k , nous renvoyons 

Azencott-Ruget E3] o~ des r~sultats plus precis sont dorm, s sur cette 

classe d'ensembles. Dans ce cours, nous nous limiterons g prouver que 

| log P (X n c A) existe d~s que A est ouvert pour E = ~k , lim n 
n++oo 

(cf. proposition 9.8). 

6.6. Sur les chansements de topologie : soit E un Banach r~flexif, s~parable 

(par exemple un Hilbert s~parable), de dual E'° Soit p une probabilit~ sur 

.~b(E) telle que f I< t, x >I d~ (x) soit fini pour t C E'. 

Pour route topologie sur E comprise entre la topologie de la norme T (E, E') 

et la topologie faible O (E, E'), les bor~liens ~(E) restent les m~mes, 

le dual E' ne change pas, la fonction % et la fonctionnelle A restent les 

m~mes (cf. th~or~me 5.3). Mais l'int~rieur d'un m~me ensemble B ~ ~(E) 

est plus grand pour ~ que pour ~ tandis que son adherence est plus petite 

pour T que pour ~. Les bornes - A (B) e_!t - A (B) s'am~liorent done lorsqu'on 

enrichit la topologie de o ~ T . Le r~sultat 6.3 par exemple ne permet 

d'utiliser ces bornes que pour o, au moins en ce qui concerne - A (B). Nous 

allons donc renforcer l'hypoth~se sur p pour permettre d'utiliser la topo- 

logie forte T. 
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! log P (Xn ~ A) ; CAS DES ESPACES DE BANACH 7. M~ORATION DE lim ~ 

7.0. Voir le d~but du § 6 en ce qui concerne les sources de ce paragraphe, 

essentiellement [7] ~5] [!6] . Dans tout le § 7, E est un Banach 

s@parable, ~ une probabilit~ sur ~(E), X n : ~ -> E une suite de v.a. 

ind~pendantes de loi ~. 

7.1. Conv ersence ~troite : soit Fun espace topologique polonais (sans 

structure vectorielle !), et soit ~(F) la tribu bor@lienne de F . 

Soient ~ (F) l'espace des mesures born@es sur ~'~(F), ~+ (F) le c$ne 

des mesures positives born~es et ~I (F) le convexe des probabilit~s sur 

~(F). On munit/~(F) de la topologie de la convergence @troite (la topo- 

logie la moins fine rendant continue les applications @ + fE f dO 

o~ f est une fonction continue born@e quelconque sur F). 

Une partie C de ~(F) est relativement compacte si et seulement si 

pour tout E > O il existe un compact K de F tel que (F - K ) soit de 

mesure inf@rieure ~ ¢ pour 0 + et 0- quelle que soit @ = 0 + - @- dans C. 

7.2. Barycentres : consid@rons le Banach s@parable E. Si @ ~ ~! (E), 

et sifE IIxll dO (x) est fini, il existe un unique point b (@) C E 

tel que 

< t, b (0) > = fE < t, x > de (x) pour tout t ~ E' 

et b (@) est appel@ barycentre de @. 

(i) 

(2) 

Si @ (C) = | ou C est un convexe ferm@ de E, alors on a 

b (0) ~ C. 

Soit % C ~| (E) une suite convergeant vers @ g ~J~l (E). 

Si Best une boule ferm~e telle que @n (B) = | pour tout n, 

alors b (On) tend vers b (@) quand n + + 
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7.3. Lemme : Soit f : 

que i~ "l~(~,t_______Z_~= + 
t t->+oo 

est un fermg de 

CR + -> [R + une fonction continue positive telle 

. L'ensemble 

G (f, a)= I 0 ~ ~i (E)[ fE f ([[xl[)d~ (x)~< a 1 

(E). L'application @ ÷ b (@) est d~finie et 

continue sur G (f, a). 

Preuve : le lemme de Fatou montre que G (f, a) est fermi. D'autre part, 

pour @ e G (f, a), on a quel que soit r > O, 

Ilfllxli~r x dO(x)ll ~ Yllxll~r IlxlldO(x) 

e(r) fl lxil~r f ( l l x t l )  d@ (x) 4 a ~ (r) 

Su I fIIxIl(IIxIl) ] , de sorte que r++~lim e (r) = O. avec ~ (r) = llx~l~ r 

Ii suffit d'appliquer 7.2 (2) pour conclure que @ + b (8) est une appli- 

cation continue sur G (f, a). 

7.4. Lemme (d'apr~s Donsker-Varadhan [15] ) : soit Fun espace topologique 

p o l o n a i s .  S o i t  X une s u i t e  de v . a .  i n d ~ p e n d a n t e s ,  ~ v a l e u r s  dans  F, de m~me 
n 

l o i  la. S o i t  Zn l a  l o i  e m p i r i q u e  de l ' f i c h a n t i l l o n  X 1 . . .  Xn ' de s o r t e  que 

1 
= "-!"-I 6X 1 + "'' + n 6X est une v.a. ~ valeurs dans ~o I (r). Alors Zn n 

n 

pour tout a > O, il existe un compact C a de /]I?°I (F) et un entier N (a), 

-an 
tels que n >i N (a)  e n t r a l n e  P (Z n ~ Ca) ,.~ e 

Preuve : Soient b et ~ deux suites de nombres positifs tendant vers O. 
P P 

Pour chaque p choisissons un compact K de F tel que ~ (F - ~ b P Kp) P 

Soit Gp l'ensemble des ~ ~']T~ 1 (F) telles que 0 (F - Kp) ~ ~p . Montrons 

que 
b 1/2 n e 

(I) P (Z n ~t Gp) ~ (~) P 
P 

pour tout n, p. 
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Supprimons un instant l'indice p pour all~ger les notations ; 

P (Z n ~ G) = P { I IK c [ (XI) + ... + IKC (Xn) ] > g} = P (U n > e ) 

o~ U i = IKC (Xi) est une v.a. de loi binomiale ~ = e 6 1 

avec ~ = ~ (K c) < b. 

+ ( l - a )  
o 

D'apr~s 2.3 (ii), on a donc, en notant ~ la transformge de Cramer de 9 , 

(2) P (Z n 4~ G) ~< e -n%(£) 

D'aprgs 2.6 (2), pour ~ ~ ] O, I[ , on sait que 

E: + ( l - e )  l o g  1 - g  ~. ( e )  = e l o g  ~ 1-o. 

Prenons b < e 
P P 

entralne 

, de sorte que ~ ~ b < e 
P P 

l log l k (ep) > ep lOg b---~e--+ '2 

P 
£ 

] 1 
P > ~ log --~-- pour obtenir 

1 
Imposons ~ ep log ~ 

P 
E 

I log P k (ep) ~--i-- ep 

P 

Soit maintenant C = 

On aura, d'apr~s (I), 

1 
, ete ~< --i-- ' ce qui 

P 

, ce qui, gr$ce ~ (2), d~montre (I). 

G , de sorte que C est un compact de Qqqo I (r). 
p>l P 

P (Z n ~ C) ~ ~ P (Z n ~ Gp) ~ [ 
p~l p>l 

II suffit de poser b = e u2P/gP 
P P 

b I/2 ne 
(--~--) P 

P 

avec 0 < u < I/2 pour garantir 

P (Z n ~[ C) x< I u np ~< 2 u n , ce qui prouve le lemme. 
p>l 

7.5. Th~or~me (d'apr~s Donsker-Varadhan 

et ~ une probabilit~ sur E telle que fE 

s E ~. 

~5] ). Soit E un Banach s~parable 

e sl[xll d~(x) soit fini pour tout 
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Alors pour toute partie bor~lienne A de E on a 

1 log P (Xn ~ A) ~< lira 1 log P (X n - A (A) ~< lim n 
n->+co n-> +co 

£ A) ~< - A (A) 

o~ A est la fonctionnelle de Cramer associ~e ~ ~. De plus, 

{x ~ E 1% (x) ~ b} est compact pour tout b positif fini. 

Preuve : soit ~ la loi co=une des IIXnII. Posons m = fiR 

l'existence d'une fonction f continue convexe sur [O, + ~[ 

f 

(I) l f (x) = O pour O $ x ~ m 

lim f(x) = + 
x x->+oo 

+oo eSf(x) d~ (x) est fini pour s < 1 fo 

Comme ~ est finie en tout point de iR par hypoth~se, il suffit d'apr~s la 

proposition 2.7 de prendre f(x) = % (x) pour x c [m, + ~[ , o~ %v 

est la transform~e de Cramer de ~, et f (x) = 0 pour x ~ EO, m~. 

x dV (x). Montrons 

telle que 

Gardons les notations de 7.3, 7.4. On a 

[ | a] -n ~0(a) 
P (Z n ~ G (f,a)) = P ~ (f ([IXlll) + ... + f (llXnll)) > ~ e 

o~ %@ est la transformfie de Cramer de la loi @ de f (I]xIIl). D'apr~s (1), 

(s) est fini au voisinage de O , et donc (proposition 2.7) l@ (a) tend 

vers ÷ ~ quand a tend vers + ~ . Pour tout A > O, il existe donc a A tel que 

-nA 
P (Z n ~ G (f, aA) ) ~ e 

Soit alors K A = C A N G (f, aA) , off C A est le compact de ~I (E) 

dfifini en 7.4. D'apr~s 7.4 et l'in~galit~ pr~c~dente, on a 

-nA 
P (Z n ~ Ka) ~ 2 e pour n > N (A). De plus (cf. 7.3) K A est un compact 

de ~l (E) sur lequel l'application barycentre : ~ ÷ b (~) est d~finie 

et continue. Par suite l'image L A de K A par best un compact de E et 
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-nA 
P (Xn ~ LA) = P (b (Z n) ~ b (KA)) ~< P (Z n ~ K A) ~< 2 e 

pour n ~ N(A). Une application de 6.1 et 4.7 achgve la preuve. 

8. GRANDES DEVIATIONS DES LOIS EMPIRIQUES. THEOREME DE SANOV 

8.1. Information de Kullback : soit Fun espace topologique polonais. Soient 

7 et ~ deux probabilit~s sur la tribu bor~lienne ~ (F) de F . D~finissons 

l'information de ~ ~ar rapport ~ 7 (cf. Kullback ~8] ) par 

7 
si ~ n'est pas absolument continue par rapport ~ 

I (V) = fF f(x) log f(x) d7 (x) , avec f(x) - d~d7 (x) 

si ~ est absolument continue par rapport ~ ~. On d~finit ainsi une fonction- 

nelle 17 : Q~I (r) --~ EO, + ~ , o~ ~I (r) est l'espace des proba- 

bilit~s sur ~(F). Dans la suite O~o] (F) est muni de la topologie de 

la convergence ~troite (cf. 7.1). Pour les propri~t~s ~l~mentaires de I~ 

nous renvoyons ~ Kullback ~8] . Notons que d'un point de vue heuristique, 

I~ (v) est d'autant plus grand que vest plus "~loign~e" de 7 . En parti- 

culier, on a I (~) = 0 si et seulement si ~ = 7 ° 

8 .2 .  Th~or~me (Sanov ~3] Donsker-Varadhan ~5] Bahadur-Zabell [0 ) 

Soit 7 une probabilit~ sur un espace topologique polonais F (noter que 

F n'est pas suppos~ ~tre un espace vectoriel !). Soit X 
n 

ind~pendantes, de m~me loi 7, ~ valeurs dans F . Soit 

Zn - nl 6X ! + ... + nl 6Xn la loi empirique de l'~chantillon X! 

Pour route partie bor~lienne A de ~I (F) on a 

une suite de v.a. 

ooo X 
n 

1 ~ 1 log P (Z n C A) ~< - I (A) - I (A) ~< lim n log P (Z n ~ A) ~< lim n 
n++oo n-~+oo 

o3 1 (A) = inf I (~). 7 
~cA 
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Pour route union finie A d'ouverts convexes de ~I (r), on a 

- I (A) = lira --n log P (Z n e A) 
n,+oo 

Enf in ,  s i  g e s t  l a  l o i  de 6XI , (considfirfie c o ~ e  p r o b a b i l i t g  sur  l ' e s p a c e  

vectoriel E = ~(F)) la transform~e de Cramer % de ~ coincide avec I 

sur q~l (r) et vaut + ~ sur (~(F) - /~I (r)). De plus 

{x e E 1%(x) ~ b} est un compact pour tout b positif fini. 

Preuve : l'espace vectoriel E = ~(F) des mesures born~es sur F est muni 

de la convergence ~troite (cf. 7.1). Les v.a. Yn = ~X sont ind~pendantes, 
n 

valeurs dans E, de m~me loi ~, pottle par le convexe ferm~ F = ~I (F). 

'De plus Z n =%. Les hypotheses topologiques 3.2 sont v~rifi~es pour le 

couple (E, ~) comme on l'a vu en 3.5. 

D'apr~s le lem~e 7.4, il existe pour tout a > 0 un compact C de F a 

tel que P (% ~ Ca) ~ e -na. Le lemme 6.1 fournit alors la majoration de 

1 ~ log P (Z n 6 A) par - A (A) ; et la proposition 4.7 donne la 
n n->~-oo 

minoration analogue par - A (A) , o~ A est la fonctionnelle de Cramer 

associ~e ~ ~. Pour prouver le th~orgme de Sanov, il suffit donc de montrer 

que la transform~e de Cramer % de ~ colneide avec 17 sur @'~I (F) et 

vaut + ~ sur le compl~mentaire de ~l (r). 

Ce dernier point se d~duit de 5.5, car ~I (F) contient l'enveloppe 

convexe fermge de support de ~. Reste g comparer % et 17 sur ~I (r). 

Pour ~ C ~ I (F), on a d'aprgs 5.3, et puisque E' = C (r) (i.e. fonctions 

continues born~es) 

% (v) = Sup E< f, v > - log ~ (f~ 
f e c(r) 

Par construction, on a pour f ~ C (F) 

(f) = f~l(F) exp (< f, T >) d~ (~) = fF ef(X) aT (x) 



d'o~ 

(~) = sup 
fec(r) 

I fF f(x) d~ (x) - log fr ef(x) d~ (x) I 

Supposons d'abord I 

rapport ~ ~ ; soit g =-- 

exp If F (f - log (g)) 

(~) fini. Alors ~ est absolument continue par 

d~ . L'in~galit~ de Jensen donne pour f ~ C (F) 
d~ 

l{g > O} g d~ ] < frexp (f - log(g)) l{g>0 } g d~ 

d'o~ 

fF f g dw - fF g log (g) l{g>O } d~ ~ log fF ef d~ 

c'est-~-dire 

fF f d~ - log IF e f d~ < fF g log (g) dw = 17 (~) 

Con~ne le sup du premier membre, quand f d@crit C (F), vaut % (~), on obtient 

% (~) $ I (~), in@galit~ qui reste trivialement vraie si I T (~) = + ~ 

Inversement, supposons que % (v) < + ~ , de sorte que 

e f d~ ~< k (~) < + ~ pour f C C (F) (I) fr f d~ - log fF 

Soit ~ une fonction mesurable born@e. Sa restriction ~ des compacts bien 

choisis, de ~-mesure et ~-mesure arbitrairement proches de |, est continue 

(th. de Lusin) ; par passage g la limite on voit donc que (I) reste valable 

pour f = ~. 

Appliquons alors (I) ~ f = n 1A o~ A est une partie ~-n~gligeable de F, 

pour obtenir n~ (A) ~ % (~) pour tout n , ce qui entraSne ~ (A) = 0. 

d~ 
Ainsi ~ est absolument continue par rapport ~ ~. Posons g d~ 

Si log g ~tait born~e, en appliquant (I) ~ log (g) on aurait 

fF log (g) d~ - log fF d~ $ % (~) 

c'est-~-dire exactement I (~) ~ % (~). Quand log (g) n'est pas bornge 

on approche (p~niblement !) log (g) par des fonctions mesurables born~es 
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pour obtenir lem~me r~sultat (voir Donsker-Varadhan 

finalement I E % sur q~l (F). 

~5]) ce qui donne 

8.3. Aspects des transform~es de Crame[ en dimension infinie 

(1) Nous venons de calculer % = I~ , la transform~e de Cramer de 

~ = loi de 6 X , probabilit~ sur E = ~'~(F) port~e par le ferm~ ~I (F). 
n 

En particulier (cf. 8.1), on aura % (~) = + ~ si 9 ~ q~'5! (F) et n'est 

pas absolument continue par rapport ~ z = loi de X . L'ensemble des 
n 

~ E tels que % (9) = + ~ est donc dense dans E. 

Le mSme argument montre que si S 

support de ~, l'ensemble des 9 ~ S 

dense dans S D. 

est l!enveloppe convexe ferm~e du 

telles que % (~) = + ~ est encore 

Les deux propri~t~s pr~c~dentes seront encore vraies dans tousles 

exemples explicites de transform~es de Cramer en dimension infinie 

~tudi~s dans la suite. Par contre elles sont fausses en dimension finie 

(cf. § 9). 

(2) Dans tousles cas d~crits par les th~or~mes 6.2, 6.3, 6.4, 7.5, 8.2 

la transform~e de C ramer % de ~ est telle que {x e E I ~ (x) ~ b} 

soit compact pour tout b positif fini. Ce r~sultat, chaque fois obtenu 

par application du lemme 6.1 (existence de compacts K tels que 
a 

P (Xn ~ K a) ~ e -ha) est utile pour certaines applications. 

En effet, les r~sultats g la Cramer-Chernoff se transportent formelle- 

ment assez bien par des applications f : E + G "~ peu pros" continues ; 

on en verra plusieurs exemples dans la suite de notre expose. Mais le 

passage du formel au rigoureux est fortement li~ ~ la propri~t~ de eompa- 

cit~ (2) de %. Le cas 05 f est lin~aire est abord~ dans Bahadur-Zabell [7] 
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nous renvoyons aux chapitres sur les processus gaussiens et les diffusions 

pour des applications o~ f n'est pas lin~aire. 

9. BOTANIQUE DES TRANSFORMEES DE CRAMER SUR ~k 

II est sugg~r~ au lecteur mgticuleux de ne pas lire les d~monstrations 

un peu techniques des r~sultats du § 9, qui utilisent en grande partie un 

texte de Rockafellar E4~ sur les fonctions convexes en dualitY. Le cSt~ 

descriptif des r~sultats est par contre utile pour avoir une idle de l'allure 

et du calcul des transform~es de Cramer sur ~k. 

9.1. Hypotheses : dans tout ce paragraphe, on suppose que E = ~k et que 

est une probabilit~ sur E telle que ;E Ixl d~ (x) soit fini. On suppose 

(sans perdre de g~n~ralitg en fait) qu'aucun sous espace affine strict de 

[Rk ne porte D. Dans les dgmonstrations, on prendra toujours 

fE x d~ (x) = O. 

9.2. Fonctions convexes en dualit~ : considgrons la famille ~r des fonctions 

m : ~k___~ ~_ o% + oo 2 , qui sont convexes, s.c.i, et finies en au moins 

un point de [Rk . A toute fonction m ~ on peut associer m ~ ~ ~ par 

x C ~ k 

Dans la litt~rature, la dualit~ m--m ~ est parfois appel~e dualit~ de 

Fenchel, ou dualit~ de Young. Elle eat aussi tr~s proche de la dualit~ de 

Legendre, que nous rappelons ci-dessous. 

(I) m ~ (x) = sup L< t, x > - m(t~ 

tC~ k 

et on a toujours 

(2) (m~ = m 

Nous renvoyons ~ Rockafellar [4~ pour une preuve de ces r~sultats (dans 

la terminologie de ~2] , les fonctions de ~ sont appel~es "proper, 

closed, convex functions"). 
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Pour revenir au contexte qui nous concerne ici, sous l'hypoth~se 9.1, 

la fonction m (t) = log ~ (t) est dans ~Y , et d'aprgs le th~orgme 5.3, 

la transform~e de Cramer % de ~ s'~crit 

(3) % = (log ~)~ 

D'apr~s (2), on voit que la correspondance entre % et ~ est biunivoque. 

Pour toute fonction f ~ posons 

(4) Df = {t ~ ~k I f (t) soit fini} 

Les hypotheses 9.1 entra~nent la convexitg stricte de m = log ~ sur D . 
m 

La fonction m est alors "essentially strictly convex" au sens de B2] 

D'apr~s ~2] il en rgsulte que % = m ~ est "essentially smooth" au sens 

de ~2J , ce qui s'~nonce explicitement comme suit. 

9.3. Proposition (corollaire de Rockafellar ~2~ ) : sous l'hypoth~se 9.1, 

l'ensemble D% = {x e ~k [ %(x) fini} est d'intgrieur non vide ; la fonc- 

tion % est diff~rentiable ~ l'int~rieur de D% ; de plus si y est sur la 

fronti~re de D% , on a lim II%'(x)II = + ~ quand x tend vers yen restant 

dans l'int~rieur de D%. 

9.4. Dualit~ de Lesendre : soit f une fonction diff~renti~ble sur un ouvert 

C de ~k. Supposons que f' soit une bijection de C sur une partie D de ~k. 

Appelons, avec Rockafellar ~2~ , dual de Legendre du couple (C, f) 

le couple (D, g) oh g : D ÷ ~ est d~finie pour x c D par 

I g (x) = < z, x > - f (z) 

f'(z) = x , z c C 

La transformation de Legendre intervient par exemple en mgcanique ou en 

calcul des variations (cf. Courant-Hilbert ~2] ). 
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9.5. Proposition (corollaire de Rockafellar ~2~ ) : soit Dune probabilit~ 

sur ~k v~rifiant 9.1. Supposons de plus ~ (t) finie sur un ouvert non vide 

de E = ~k. Alors (notation (4)), la fonction m (t) = log ~ (t) est continue- 

ment diff~rentiable sur D , et la transform~e de Legendre du couple 
m 

o 

(D m , m) s'~crit (D, %), o~ % est la transformge de Cramer de D et 

o 

D = m' (Dm) est um ouvert contenu dams D%. En particulier on a, pour tout 

x C D 

(5) ~ (x) = < z, x > - log~ (z) 

~' (z) = X , z unique solution dams 
^ m 

et % est continuement diff~rentiable sur D. 

o 

Preuve : On applique un r~sultat de [4~ au couple (D m , m), r~sultat 

o o 

valable pour m ~ ~ , D m # ~ et m continuement diff~rentiable sur D m. 

9.6. Le cadre ad~uat en dualit~ de Lesendre : soit ~ une probabilit~ sur 

~k , telle que ~ ne soit p0rtge par aucun sous espace affine strict de 

~k. Supposons de plus que ~ (t) est finie sur un ouvert non vide de ~k. 

La fonction m (t) = log ~ (t~ est alors continuement diffgrentiable 

sur D . Supposons enfin que pour u sur la fronti~re de D , on a 
m m 

lim II ~'(t) II = + ~ qu and t ÷ u en restant dams 
^ ..... m (t) 

Dams ces conditions m est "essentially smooth" au sens de ~2] 

A 

Remarquons que cette situation est trivialement r~alis~e d~s que ~ (t) est 

finie pour tout t C ~k . II existe cependant des cas o~ ~ est finie sur un 

ouvert non vide tandis que la condition sur ~'(t) n'est pas v~rifi~e ; 
(t) 

ainsi sur ~ la mesure d~finie par dD (x) = C e -Ixj ] dx 
I+ Ixl 2 

est un exemple de cette situation. Dams ce cas d'ailleurs la transform~e de 

Cramer de ~ n'est pas strictement convexe. 
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Sous l'hypoth~se 9.6, on montre que (cf ~2~ ) la transformation de 

Legendre permet de passer non seulement de (L ' m) g (D, %), mais aussi 

o 

de (D, %) ~ (D m , m). De plus on peut alors d@crire D et D% assez explici- 

tement ~ partir de ~, par le r@sultat suivant. 

~k 
9.7. Proposition : Soit ~ une probabilit@ sur v@rifiant l'hypothgse 9.6. 

Soit S l'enveloppe convexe ferm@e du support de ~ et soit 

D% = {x C [Rk 1% (x) fini} , o~ % est la transform@e de Cramer de D. ees 

propri@t@s suivantes sont alors v@rifi@es : 

(6) S = D% ~ D% = S 

(7) % est continuement diff~rentiable et strictement convexe sur 

o 

~ = D x 

(8) L'application t ÷ ~' (t) est un diffgomorphisme de 
m 

a o 

s u r  D% . De p l u s  p o u r  t o u t  x c D% , on  a 

% (x)  = < z ,  x > - l o g  ~ ( z )  , oa  z e s t  1 '  

D de l'~quation --X'-- (z) = x 
m 

unique solution dans 

(9) Pour tout y sur la fronti~re de D% , on a 

lim II%' (x) l I = + ~ quand x + yen restant dans D% . 

o 

Preuve : D'aprgs 9.5, le dual de Legendre du couple (D m , m) est (D, %) , 

o 

o~ D = m' (Dm). G r a c e  g l ' h y p o t h ~ s e  9 . 6 ,  on  a s i m u l t a n f i m e n t  {m " e s s e n t i a l l y  

s m o o t h "  au  s e n s  de  [ 4 2 ] }  e t  {m d i f f ~ r e n t i a b l e  s u r  L } ; d ' a p r ~ s  ~ 2 ]  , 

o 

c e s  p r o p r i @ t g s  i m p l i q u e n t  que  l e  c o u p l e  d u a l  (D, %) v @ r i f i e  D = D% . 

Montrons que cet ensemble n'est autre que S . On sait d~jg (lemme 5.4(5)) 

que D% ~ S , et donc que D = D% est contenu dans S . Supposons l'existence 

de ~ C S tel que ~ £ D. Alors il existe un vecteur t C ~k tel que 

v = < t, ~ > n'appartienne pas g t (D) = { < t, x > I x e D} 

o 

(car D = D% est convexe). 
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o 

Puisque D = m' (Dm) , l'ensemble t (D) contient tousles points de la 

forme ~ <t, x > e <u,x> dp (x) o~ u ~ D . Appliquons ce 
(u) m 

r~sultat g tousles points u de D de la forme u = s t avec s C [R (il 
m 

est facile de voir que de tels points existent en utilisant les hypotheses 

sur pet la convention f x dp (x) = 0). 

En posant D = t (~) = probabilit~ sur $ , n (s) = ~ (s) pour s ~ [R, 

D n = {s ~ $ I n (s) fini} , A = n' (Dn) , on conclut que t (D) contient A. 

o o 

La relation D = D% d~j~ d~montr~e plus haut, fournit A = Dy oO y est la 

t r a n s f o r m f i e  de Cramer  de ~ s u r  ~ .  P u i s q u e  v ~ t (D) e t  A ~ t (D) ,  

o 

on a donc v ~ Dy . 

D'autre part, il est facile de voir que St(~) = t (S~) et donc 

v = < t, ~ > appartient ~ S~ . Or sur ~ , on a dgj~ d~montr~ (cf. propo- 

o 

sition 2.7 (5)) que S~ = Dy , ee qui contredit l'existence de 

o 

v ~ (S~ - Dy) , et donc l'existence de w. On a ainsi prouv~ par l'absurde 

o o 

que S~ = D% . 

Pour tout convexe C de ~k d'int~rieur non vide, on sait que C et 

ont m~me adherence. Les relations S = D% ~ D% ~ S entra~nent alors 

o o 

D% = D% = S = S , ce qui ach~ve la preuve de (6). 

La propri~t~ (7) r~sulte alors de (9.5). D'apr~s les r~sultats de E4~ 

sur la dualit~ de Legendre dans le cadre envisage ici, l'application 

o O o 

t + m'(t) est une bijection de Dm sur D = m' (D m) , donc sur D% . 

Cette bijection est un diff~omorphisme (th~or~me des fonctions implicites), 

grace g l'hypoth~se 9.1 sur ~. Le reste de l'assertion (8) se d~duit alors 

de 9.5 (5) tandis que (9) rgsulte de 9.3. 
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NOUS renvoyons ~ Azencott-Ruget [3 ]et Bahadur-Zabell ~ ~ pour 

des compl~ments sur les transform~es de Cramer en dimension finie. Dans 

E3~ est abord~e l'~tude des propri~t~s de continuit~ de % (x) cone 

fonction du couple (x, ~) et de robustesse de la loi des grandes d~viations, 

ainsi que l'allure de % au bord de S . Dans E7] on trouvera quelques 

exemples sur les pathologies du comportement de % au bord de S . 



CHAP ITRE II 

APPLICATIONS AUX MESURES GAUSSIENNES ET AUX PROCESSUS GAUSSIENS 

1. Transform~es de Cramer des mesures saussiennes sur les espaces 

I.I 

1.2 

de Banach : 

D~finition : Soit E un espace de Banach s~parable. 

Une probabilitg ~ sur la tribu bor~lienne~(E) de E est dite 

gaussienne si pour toute forme lin~aire continue t : E ÷ R, t(~) 

est une loi gaussienne sur ~. Si de plus t(~) est centr~e pour 

tout t ~.E', nous disons que ~ est centr~e. 

Th~or~me (Skorokhod [48] Fernique [22]) Si ~ est une probabilitg 

gaussienne sur un Banach s~parable, alors ~ e slIxll d~(x) est fini 

E 

tout s~dR. En particulier l'int~grale f |llxll2d~(x) est finie. pour 
# 

E 

Preuve : Nous renvoyons ~ Kuo [29] 

1.3 Covariance et es~ace de Hilbert associg : 

Notons E' le dual de E, et <tpX> le produit scalaire de t ~ E' 

par x~ E. D~finissons , lorsque ~ est centrge, la 

covariance K : E' x E' ÷~R de ~ par 
L J, ,L ,,,,,,,,, 

f 
K(s,t) = J <s,x> <t,x> d~(x) 

comme IK(s,t) l ~ c 2 ] t s l ]  ] l t ] l  avec c 2 

l'application K est bilingaire continue sur E' 

par s,t ~_~ E' ; 

x E' ; de plus 

K(t,t) ~ 0 pour tout t~ E' 

Classiquement (cf. Kuo [29], Bahadur-Zabell [ 7]), on plonge 

E' dans un espace de Hilbert H de la faGon suivante : 

tout t~_. E' on associe la v.~. gaussienne Zt : E ÷JR, 

d~finie sur l'espace de probabilit~ (E,~(E), ~) par 

Zt(x) = <t~X>. Soit H la fermeture dans L2(E~(E),~) de ul/espace 

vectoriel {Zt~ t~ E'}. 
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L'application Z : E' ÷ H est lin~aire continue et d'image 

dense. De plus si on note Iv,w] le produit scalaire dans 

L2(E, ~(E),~) et done dans H, on a 

K (s,t) = ~Zs,Zt] pour s,t~-E' 

Remarquons que si v ~ L2(E,~(E),~) on a 

.[I [xl[ Iv( x ) Ida(x) ~ c[ IVlIL2(E,~) avec c 2 = Jl ]x[ [2d~(x). 

E E 

La formule Sv = [ x v(x)d~(x) d~finit done un op~rateur lin~aire 

E 

continu S : L2(E~(E)~) -> E. Par construction on a 

IZs(x) v(x) d~(x) = l<s,x> v(x) = [ v(x)d~(x)> 
f f 

d~(x) <Sp X 

d 
E E E 

et donc 

[Zt,v] = <t,Sv> pour t ~ E', v ~ L2(E,~) 

ce qui prouve que la restriction de S ~ H est injective. 

1.4 Ainsi ~tant donn~e une probabilit~ gaussienne ~ sur un Banach 

sgparable E, on peut lui associer un espace de Hilbert s~parable 

H (o3 le produit scalaire est not~ [.,.]H ), une injection lin~aire 

continue S : H ÷ E, une application lin~aire continue (d'image 

dense) Z : E' + H telles que 

~ ~rZt'v] H = <t,Sv> pour t~ E', v~ H 

~t,ZS]H = K(t,s) pour t,s ~ E' 

o3 K(t,s) est la covariance de ~. 

].5 Proposition (d'apr~s Bahadur-Zabell [ ?]) Soit ~ une probabilit~ 

gaussienne centr~e sur l'espace de Banaeh s~parable E. Soient Hun 

espace de Hilbert et S : H + E une injection lin~aire continue 

associ~es ~ ~ comme en 1.4. Alors la transform~e de Cramer % de 

est donn~e par 
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i = 1 2 si x6 SH 7tls-lXllH 
X(x) = + ~ si x~ (E - sH). 

De plus S est un operateur compact. 

Preuve : La transform@e de Laplace ~(t) s'@crit 

~(t) = le <t'x> d~l(x) = E[exp(Zt); 

E 

o3 Zt est la v.a. gaussienne de L2(E,~;) d6finie en 1.3. On a 

1 I K(t,t) o3 K est la covariance de 11. donc log~(t) = ~ var(Zt) = 

Le Th.5.3 Ch.l, fournit alors 

F 1 
K(t,t)~ pour x ~ E ce qui devient en (I) %(x) = sup ~ <t,x> - 

t~E' 

tenant compte de 1.4 

i 2 
(2) )~(X) = sup [<t,x> - ~ ltztttH~ 

t ~ E '  

S o i t  x f ix@ d a n s  E,  t e l  que  %(x) s o i t  f i n i .  P o u r  t o u t  t d a n s  

l e  n o y a u  k e r ( Z )  de Z e t  t o u t  r@el  a ,  on a d ' a p r g s  ( 2 ) ,  

X(x) >j a < t , x >  ce q u i  f o r c e  < t , x >  = 0 .  S o i t  im(Z)  l ' i m a g e  de Z. 

La remarque qui vient d'@tre faite prouve l'existence d'une 

application lin@aire g : im(z) -~ R bien d@finie (mais pas 

n@cessairement continue g priori) telle que g(Zt) = <t,x> pour 

tout t ~ E'. 

Toujours d'aprfis (2), on a 

1 2 
Ig(v) l ~< X(x) + ~ l lvl IN , pour v ~ im(Z) 

de sorte que g est born@e sur l'intersection de im(Z) avec la boule 

unit@ de H. Comme im(Z) est dense dans H, g se prolonge de fa~on 

unique en une forme lin6aire continue sur H. Par suite, ii existe 

w~ H tel que g(v) = [v,w~H pour tout v e H. 

En particulier 1.4 entra~ne 

<t,x> = g(Zt) = [Zt,W~H = <t,Sw> , pour tout t ~ m' 

ce qui prouve x = Sw et donc x C Nil. 
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1.6 

inversement soit x ~ SH et ~crivons x = Sw avec w ~ H. 

La formule (2) et 1.4 donnent alors 

l 2} 
%(x) = sup { ~t)~ H - ~ I IZtIIN 

tEE' 

d'o~) puisque im(Z) est dense dans H 

2} 
%(x) = sup ( ~ ' ~ H  - ~ I]vl [H 

v~H 

Pour I Ivl IN = a fixg, le sup. de ~, W]H est atteint et vaut 

I a 2) pour a > 0 vaut a I IWIIH. Comme le sup. de (a llwl IN - 

2 l 2 
~llwl] H , on obtient X(x) = ~] lwl[~ = 7 I[S-Ixl[H et en particulier 

%(x) est fini, ce qui ach~ve la d~termination de %. 

Le calcul de % montre aussi que l'image par S de la boule 

unitg de H est { x~ E 1%(x) ~ I } ; ee dernier ensemble est 

compact (cf. th. 7.5 ch. I) et S est done un op~rateur compact 

(on retrouve ici un r~sultat classique sur les mesures gaussiennes 

voir Kuo [29]). 

Th~or~me : Soit ~ une probabilit~ gaussienne centrge sur un 

Banach s~parable E. Soit X : ~ ÷ E une variable al~atoire de loi ~. 

Soit A la fonctionnelle de Cramer associ~e ~ N (def. ch.l). Pour 

route partie borglienne A de E, on a 

O 
- A(A) ~ lira g21og P(¢X ~ A) < lim g21og P(CX ~A) ~ - A(~) 

E÷o g ~ O  

Note bibliographique : Des r~sultats de ce type ont ~t~ obtenus, 

sous des formes moins ggngrales, par Ventcell et Freidlin [52] [23] 

dans le cas oh E est un espace de Hilbert ainsi que lorsque E est 

l'espace des fonctions continues sur [O,l] . Comme on le verra 

plus loinp la prop. 1.6 eontient un rgsultat sur la queue des 

mesures gaussiennes, dgmontr~ ~ l'aide de th~or~mes ~ la Cramer- 

Chernoff par Donsker-Varadhan [15]. 



Preuve : Soit £~0,1E ' Soit n(e) l'entier positif d~fini par 

t £2 I 
l'in~galit~ ~ ~ < n--~) ' On peut alors ~crire : 

( 1 )  g . . . .  b ( ~ ) _  avec I - 2 ~< b2(e) ~< 1 .  

Soient X : ~ ÷ E une suite de v.a. ind~pendantes de loi ~. 
P 

Comme ~ est gaussienne centr~e, la moyenne normalis~e ~ ~ a m~me 
P 

loi que X pour tout p. 

Par consequent on a 

(2) P(eX ~ A) = P(£~-) n ~(g) A) = PCXn(E) 
1 

b-~) A) 

Posons F = { x~ E I x = ay, 2 > a > I, y ~  }. Par 

d~finition de A on peut ~crire, en remarquant (prop. 1.6) que la 

transform~e de Cramer % de ~ v~rifie %(ax) = a2~(x) par tout 

a ~, x~ E, 

(3) A(F) = inf l(x) = inf inf a2%(y) = inf %(y) = A(~) 
x~ F y ~  a~,~ yC~ 

D'autre part b(g) est contenu dans l'ensemble ferm~ F pour £ 

assez petit. Comme lim n(e) = + 0% le th. 7.5 ch. I entra~ne 
e-+o 

I - ~ 1 1 e(~n ~ r) lim n-~) log P(Xn(e) ~-~) A) ~< lim n log - A(F) 
£+o 11- ÷+co 

e'est g dire d'apr~s (I) (2) et (3) 

£2 log P(eX C A) ~< - A(~). 
~+o 

o 
Soit x ~ A . II existe un voisinage ouvert convexe V de 

1 
tel que pour g assez petit on air V c b--~) A 

D'apr~s le th. 7.5 ch. I, on a donc 

lim g2 log P(gX~ A) >I lim b2(~) log P -- V) . . . . . . . . . . . .  n(~) (x(~) e 
g+o C+O 

X 

= - A ( v )  ~ - X ( x )  
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o 
Prenons le sup. du dernier terme pour x C A pour obtenir 

o 
lim g2 log P(eX ~ A) >i - A(A) 
~-~o 

, ce qui termine la preuve de 1.6. 

Corollaire (d'aprgs Donsker-Varadhan [15]) : Soit ~ une 

probabilitg gaussienne centr~e sur un Banach sgparable E. Soit 

sa transform~e de Cramer et K sa covariance. 

Les nombres a = inf {%(x) I xC E, [[xI[ = ; } et 

b = sup { k(t,t) I tCE', lltll = I } sont alors finis, strictement 

positifs et on a 

lim 1 1 
R++oo 7 log ~ { x~ E ] l[x][ > R } = -a = - 2--~ 

Preuve : Soit B = { x e E I l l x l l  ~ 1 } , La relation 

(O>x) = 2 %(x) pour ~ R, x ~ E donne 

A(B) = inf %(x) = inf inf 2 %(y) = a 
X ~ B l l y ] [ = l  ~)1 

o 
A(B) = inf inf 2 X(y) = a 

I ly[]=l  ~>1 

Comme Best fermi, le th. I.6 montre que (en notant X une 

v.a. ~ valeurs dans E, de loi ~) 

lim 1 1 ~X 
R->+~ 7 log ~ {x ~ E I Ilxll ~ e > = R++~lim 7 log P< ~B) = -a 

Reste ~ comparer a et |/2b. 

La formule 1.5 (I) donne pour x~ E, t ~ E' 
+ 

, r~gR 

1 2 
%(x) ~ r <t, x> - [ r K(t,t) 

Soit x fix~ dans E, avec Ilx[l = I. Choisissons t e E' tel que 
o 

x> = ] ce q u i  e s t  p o s s i b l e  g r a c e  au t h .  de lltoll = l et<t o , 

Hahn-Banach. 
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On obtient 

1 2 K(to, to) ] 1 1 X(X) >I sup+ [ r - [ r 
2K(to,t o) >I 2b 

rg~ 

I 
pour tout x tel que l lx l I  = i , c'est ~ dire a >i 

Soit maintenant t ~ E' tel que [Itll = I. La forme lin~aire 

t : E ÷ R v~rifie 

- l  [I,+~E { x C e l  Ilxll ~ 1 }  t cB= 

Soit X : ~ + E une suite de v.a. de loi ~, ind~pendantes. 
n 

Les moyennes Let t(X---~) des echantillons X 1 .. X et t(X]) • n ''" t(Xn) 

vgrifient P(t(X----~)e [ I ,  +~ ~ P(L~B). Passons au logarithme et 

faisons tendre n vers +~ pour obtenir, en notant %t(~) la transformge 

de Cramer de t(~), 

1 (I) = -A ~I, + ~ - A(B) = - a 
2K(t,t--~ = - Xt(~) t(~) 

! 
L'in~galitg ~ >~ a pour tout tCE' de norme 1 entra~ne 

I I 
2--b" i > a, et finalement ~-= a. 

Comme K est bilin~aire continue (cf. 1.3), le nombre best 

fini et donc a est strictement positif. Le calcul de % montre que 

a est fini et donc que best strictement positif. 

Nous verrons dans les paragraphes suivants des situations 

o3 on peut calculer plus explicitement la fonction % et le nombre a. 

2,  

2 . t  

Carl par ticulier des espaces de Hi lbert : 

Notations et hyp0th~ses : Soit E un espace de Hilbert s~parable 

et ~ une probabilit~ gaussienne (centr~e) sur ~ (E). On a E' = E, 

et on sait (of. Kuo [29] Badrikian [ 4]) que la covariance K(s,t) 

s'~crit 
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2.2 

K(s,t) = <s,Ft> = <Fs,t> s,t 6 E 

off F: E + E est un opErateur lin~aire continu, self-adjoint, 

positif, et ~ trace finie. Ceci Equivant ~ dire qu'il existe une 

base orthonormale en de E eE des nombres positifs On tels que 

+~ 

~ Pn so i t  f i n i ,  v E r i f i a n t  
n=l 

+oo 

Fx = ~ <X,en> On e n , x~ E 
n=l 

On notera ¢~ 

d~finie par 

l'unique racine carrEe self adjointe de F, 

x~E 

-boo 

<X,en> /Pn en , 
n=] 

On notera H l'adhErence de F(E) , N le noyau de F. Ii est Evident 

que H est l'orthogonal de N dans E, et que N, H sont aussi le 

noyau et l'adherence de l'image de ¢~. En partieulier l a 

r~striction de ¢~ au sous espace fermE H est in~ectiye t et on a 

: Soit ~ une probabilitE gaussienne (centrEe) sur 

l'espace de Hilbert separable E. Soit F : E + E l'opErateur de 

covariance associ~ ~ ~ et soit H l'orthogonal dans E du noyau de F. 

Soit S la restriction de ¢~ ~ H, de sorte que S : H + E est 

injectif et envoie H su_~r ¢~(E). Alors la transformEe de Cramer 

de ~ est donnEe par 

l 12 
X(x) = + oo 

pour x C /~(E) 

pour x~(E) 

Preuve : Pour tout s ~ E' = E posons Zs = /~s. Puisque /~ laisse 

H invariant et vErifie ~(E) = H on volt que Z : E' + H est un 

opErateur linEaire continu d'image dense, tandis que S : H + E est 

injectif. 
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Les relations 1.4 du paragraphe ! entre K, Set Z sont 

trivialement vraies. IIne reste plus qu'~ appliquer la prop. 1.5, 

en notant que S(H) = v~(E). 

3. 

3.1 

Applicatipn aux processus saussiens : 

: ~ ~ ~ ,  s ¢ [o , : ]  un ~rocessus H~poth~ses et notations : Soit X s . . . . . .  

al~atoire saussien centr~ Nous supposerons que le processus 

(Xs) est _pres~ue s~rement ~ trajectoires continues, 

La covariance p du ~roces§~us 

p(s,u) = f Xs(~) Xu(~) dP(~) , s,ue[0,l] 

est alors continue en (s,u). 

Rappelons d'ailleurs (cf. Fernique [22]) que sip est assez 

r~guli~re (par exemple holderienne d'ordre ~ > O, ceque s'~crit 

Ip (s ,u )  - p ( s ' , u ' ) ]  ~ e t e E I s - s ' l  ~ + ] u - u ' t ~ ] ,  

pour s, s', u, u'~ ~,I] ), alors le processus (X s) admet une 

version ~ trajectoires presque sGrement continues. 

Nous pouvons toujours, d~s que le processus (X s) admet une 

version ~ trajectories p.s. continues, en dgduire une version du 

prooessus qui soit ~ .tra'ect°ires° ~ _ s~rement continues. On obtient 

ainsi une application mesurable X : ~ + C [0,1] , o~ Cu~0,1] est 

l'espace des fonctions continues sur [0,~ muni de sa tribu 

bor~lienne et o~ X(w) est la fonction qui ~ s~ [0,I] associe Xs(~). 

Soit ~ l'image de la probabilit~ P (donn~e sur ~) par 

l'application X. Alors ~ est une ~!obabilitg saussienne centr~e sur 

(E~(E)) r o~ E est C[0,1] muni de sa structure d'espace de Banach 

s~parable usuelle. 
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En effet E' est l'espace des mesures de Radon born~es sur 

[0,]] ; pour tout ~£ E', la v.a. Z~ : E + R d~finie par 

Z~(f) = <~,f> = f f(s)d~(s), f ~ E 
[0,13 

a m~me loi (lorsque E est muni de la probabilit~ p) que la v.a. 

Y = ~ ~ R d~finie par Y(~) = f X (~) d~(s) 
[0,I] s 

Par suite, la mesure image de ~ par route forme lin~aire continue 

est gaussienne centr~e, et ~ est bien gaussienne centr~e. 

La covariance K de ~ est donn~e par 

K(~,n) = cov[ I Xsd~(s) I Xsdn(s) ] 

3.2 Proposition (d'aprgs Donsker-Varadhan [15]) : 

Soit X : ~ + Run procesus gaussien centr~ ~ trajectoires presque 
s 

sQrement continues, de covariance p(s,t), s,t ~ [0, ~. eosons 

b = sup - 

se[o,1] 

l i m  
r...~:o 

Preuve : 

O(S,S). Alors on a 

l log P { sup J XsI >~ r } = l 
7 [o,,] - 

D'apr~s le cor. I.7, il suffit de v~rifier que, E' 

d~signant l'espace des mesures born~es sur [0 I]. 

sup {K(N,;]) J T] 6 m' I IT]II = I} = b 

Prenons ~ ~ E' .telleque J JnJJ = 1. On peut ecrire 

+ - + 
n = n  - n ,  ~ : n  + n - , e t  I I ~ I I  = l l n l l - -  1 

d'o~ en notant J = [0, 1] 

K(n'T]) = fJxJ 0(s't)dT](s)dT](t) ~< fJxJ J0(s,t) Id~(s)dD(t) 
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La fonction p gtant d~finie positive, on a p(s,t) 2 $ p(s,s)p(t,t), 

et donc sup [p(s,t) I = b, ce qui d~montre K(D,n) $ b. D'autre 
s,t~ J 

part, par compacitg, il existe s ~ J tel que p(s,s) = b, ce qui 

donne K(6s,6s) = bet ach~ve la preuve. 

3.3 Rema~ : Si le processus gaussien (X s) est ~ trajectoires 

presque surement dans L E0,|], avec p >i I, le m~me r~sultat 1.7 
P 

montre que 

± 
log P {(/I~ IXsl p as) ]/p >~ lira r} 

2 r ~+oo r 

existe, mais le calcul de cette limite ~ partir de P n'est pas 

possible "explicitement" en ggn~ral. 

3.4 Proposition : (r~sultats analogues dans Ventcell [5~ et FreidlinE2~): 

Soit X : ~ + ~ un processus gaussien centrg continu sur s 

l'intervalle [0, I], de covariance p(s,u). Dgfinissons un op~rateur 

R de e2[0 l] Hans EEl0,1 ] pour Rf(s) = f p(s,u)f(u)du. Alors 
V0 , I] 

Rest g valeurs Hans C[0 l], self-adjoint-, positif, compact, et 

trace finie. Soit H l'orthogonal dans L2[0,1 ] du noyau de R. 

Soit S la restriction g H de l'op~rateur ~ de sorte que 

S : H ÷ e2~0,~ est injectif et envoie H sur ~(e2[0 ~). 

Soit ~ la probabilit~ gaussienne sur C [0,~ associ~e au 

processus (Xs) comme en 2.1. La transform~e de Cramer % de ~ est 

donnge par les formules suivantes (o~ f ~ CE0,~) : 

%<f) = I ls- fl [ff;~ si f ~ ~(L2~0,1 ] ) 

%(f) = + ~ si f + ~(LED, ~) 

La dgmonstration va utiliser le lemme s~ivant : 

3.5 Lemme : Soient C et L deux espaces de Banach s~parables ; soit 

une probabilitg gaussienne centrge sur C. Supposons qu'il existe 

une injection continue i de C dans L. Alors les transform~es de 

Cramer des mesures ~ et i(~) sont liges par la relation 
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.6 

X = Xi(~)o i 

Preuve : Soit i* * * : L ÷ C l'application duale de i. 

Posons v = i(~). La d~finition 1.3 des covariances montre 

imm~diatement que 

K (s,t) = K (i's, i't) pour s,t ~ L* 

Comme i est injective, i*(L*) est dense dans C*, et la formule 

1.5 (I) donne, pour xC C 

I 
X (x) = sup.[<t,x> - g 

t~C 

"* ] K (i*(s) = sup,~<l <s),x> - ~ , i*<s))] 
s~L 

= sup,~<s, i(x)> - 
s~L 

c'est ~ dire I (x) = I (i(x)). 

Preuve de la pro~. 3.4 : Prenons C - C[0,~ ete = e2[0 ,~; 

appliquons le r~sultat prgcgdent en appelant i l'injection 

naturelle de C dans L. Pour f ~ C[0,1] on aura donc l(f)= lv(f) 

o~ vest l'image de ~ par i, et o~ par abus de langage on identifie 

f et i(f). 

II est clair (cf. 3.1) que la covariance K de ~ est donn~e 

par K (f,g) = <Rf,g>L2~,l]. Le calcul de % pour l'espace de 

Hilbert L a ~t~ fait dans la prop, 2.2. Comme ~est la "restriction" 

de % ~ C, eeci ach~ve la preuve de 3.4. 

Proposition : (cas d u mouvement Brownien) : Soit ~t :~ -> Run 

mouvement brownien indexg par t ~ E0, l], tel que ~o = 0 presque 

s~rement° Soit C l'espace de Banach des functions continues sur 
o 

[0,I] nulles en 0. Soit ~ la loi des trajectoires du mouvement 

brownien (Bt) sur C o . La transform~e de Cramer % de ~ est donn~e, 

pour f~ Co, par la formule 

| fl f,(t)2dt si f est absolument continue, l(f) = ~ o 
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de d~riv~e (au sens de Lebesgue) f', tandis que l(f) = +oo si f 

n'est pas absolument continue. 

Preuve : Nous allons appliquer 3.4 ~ l'espace C (au lieu de 
O 

l'espace CE0,~ , ce qui ne change ~videmment rien ~ la validit~ 

de 3.4). On a ici O(s,t) = sat, et l'op~rateur R : L + L (o~ 

L = L [0,~) est donn~ pour g~_ L, par la formule 
2 

Rg(s) = flo (s^t)g(t)dt = fSo tg(t)dt + s fls g(t)dt 

Ii est clair que sif = Rg, f est nulle en O, continue, admet 

une d~riv~e continue f'(s) = f ]  g(t)dt nulle en l ,  et admet une 
S 

d~riv~e seconde f" = -g de carr6 int~grable. On en dgduit que R 

est injectif, que R(L) est l'ensemble des f~ Co, deux fois 

d~rivables, telles que f" soit dans Let f'(1) = 0 ; enfin pour 

f ~ R(L) on a R-If = -f". 

Prenons f 6 R(L) ; puisque f = -Rf" on a 

2 ll/~f,,ll2 = <Rf,, f,,> L <f = l[f,l12 l l(~)-]fll L = e = - 'f">e L 

o~ la derni~re ~galit~ s'obtient en int~grant par parties, car 

f(0) = f'(1) = 0. 

D'apr~s 3.4 on a donc 

1 2 1 2 
l(f) = ~ II(/R)-IflIL = ~ llf'II L pour fe R(L). 

II s'agit d'~tendre ce r~sultat au cas f 6 ~(L). Soit donc 

f = /R g avec g ~ L, f ~ C . Puisque Rest injectif, ~ l'est aussi, 
O 

et par suite /R(L) est dense dans L. Ii existe alors une suite 

h ~ L telle que /Rh 
n n 

= la convergence de £n /'Rgn 

f ~ R(L)~ on peut ~crire 
n 

llgnllL = Jl(/R)-IfnllL = llfn II L 

' est une suite born~e dans L. et comme gn tend vers g on voit que fn 

On peut donc en extraire une sous-suite (encore notfie f~) qui 

= gn tende vers g dans L, ce qui entra~ne 

= Rh vers f dans C . Puisque 
n o 

converge faiblement vers k ~ L, 
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Par suite fn(t) = <fn' l[0,t]>L converge pour chaque tE [ 0 , | ]  

vers ~(t) = <k,l[O,t~> = Ito k(s)dS. Comme fn tend vers f dans 

C O on voit que f = k, et donc k = f' existe et appartient ~ L. 

De plus  puisque f '  converge f a i b l e m e n t  ve r s  f '  dans L, on a 
n 

[If'llL..< lim ] ] f n l ] e  = lim [{gnl lL  = [ ] g [ l e  = ] ] ( ¢ ~ ) - l f l [ L  
n-~o n->oo 

c'est ~ dire en tenant compte de 3.4, 

2 
} { [ f ' l t  L $ %(f) 

in6galit6 que nous venons de d6montrer pour f dans C s ¢~(L). 
o 

De plus on vient de voir que f dans C n ¢~(L) entra~ne l'existence 
o 

de f' et la p r o p r i g t g  f'~__~ L. 

Inversement soit f ~ C telle que f' existe et appartienne ~ L. 
o 

Approchons f' dans L2[0,1 ] par des fonctions de classe I pour 

obtenir une suite VnE C telle que v' v" existent, v" ~ L, 
o n' n n 

v'(1) = 0, v~rifiant de plus lim v' = f' dans Let lim v = f dans 
n- " n n 

n~o n~ 

C . 
o 

La semi-continuit~ inf~rieure de % donne 

%(f) ~< lim %(Vn) 
n~=o 

D'autre part, puisque v C R(L) on a 
n 

X<Vn) = ½1 Ivnl 12 L 

1 2 1 2 
et finalement )~(f) ~< lim ~ l lv~llL = ~[]f'[l L 

n-~o 

En particulier k est fini, ce qui d'apr~s 3.4 implique f ~ /R(L). 

Ceci ach~ve l'identification de C N ¢~(L) avec l'ensemble des 
o 

f E C t e l l e s  que f '  e x i s t e  e t  a p p a r t i e n n e  g L, e t  l a  preuve de 
o 

2 pour f dans C N ¢~(L) tandis que % vaut +oo x(f) = ½11f'llL o ' 

hors de ¢e sous-espace. 



CHAP ITRE Ill 

PETITES PERTURBATIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES 

I. PETITES PERTURBATIONS PAR UN BRUIT GAUSSIEN 

I.I. Le module : nous reprenons ici un module de petites perturbations 

gaussiennes 6tudi6 par Ventcell ~2] et Freidlin ~3] , en introdui- 

sant quelques am61iorations techniques. 

Soit b : ~n + ~n un champ de vecteurs lipschitzien (localement). 

On lui associe le syst~me dynamique 

' = b (yt) (S) Yt 

o3 Yt es t  so lu t ion  maximale de (S). 

Soit y ÷ ~ (y) une application lips chitzienne (localement) de [R n 

dans l'espace des matrices (n, k). Pour route fonction f : ~ ÷ [Rk 

continue, pour tout g ~ O , pour tout x E ~n , l'6quation diff6ren- 

tielle 

(DG) Yt = b (yt) + E ~ (yt) ft 

admet une unique solution maximale telle que Yo = x ; si ~ a, bE est 

l'intervalle de d6finition de cette solution maximale, on a 0 < b < + ~ 

et b ne peut ~tre fini que si lim I[ytl I 
t÷b 

le temps d'explosion de la solution Yt" 

Consid4rons un processus saussien X t : 

nues, un nombre g > O et le syst~me 

(S C) y~ = b (yt) + ~ u (yt) X t 

Yo = x avec x E ~n 

= + ~ . Nous appellerons b 

÷ ~k ~ trajectoires conti- 

donn6 
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o~ pour chaque ~ e ~ ' Yt (~) est d~fini comme l'unique solution maximale 

de D e l o r s q u ' o n  remplaee f t  par  X t (m) e t  I o r s q u ' o n  impose Yo (~) = x. 

La continuit~ des solutions de D g en tant que fonctionnelles de f 

montre facilement que Yt est mesurable par rapport ~ la tribu du pass~ 

de (Xs) au temps t. Notons en passant que (Yt) n'est pas gaussien en 

g~n~ral ! 

Ii s'agit de pr~ciser le comportement des trajectoires de (Yt) lorsque 

E ÷ O, plus pr~cis~ment d'~valuer la probabilit~ pour que la trajectoire 

de (Yt) , t C EO, ~ appartienne ~ un ensemble A de trajectoires "aber- 

rantes" du point de vue du syst~me (S). Ces probabilit~s vont tendre vers 

0 avec E, ~ des vitesses en exp (- C (A) ~ ,  et il s'agit d'~valuer C (A). 

Remarquons que si b ~ O, k = n, x = O, et ~ ~ Identitg, on a 

t X ds est un processus gaussien g trajectoires Yt = e Z t , o~ Z t = fo s 

continues, et le problgme consid~r~ a ~t~ r~solu compl~tement au 

Chapitre II. 

D~tail technique traditionnel : lorsque test sup~rieur ou ~gal au 

temps d'explosion T (~) de la trajectoire Yt (~) du syst~me S e , on pose 

Yt (~) = ~ ' point ~ l'infini de ~n. 

Notons l'interpr~tation heuristique suivante : les "accroissements" 

A Yt = Yt+At - Yt "v~rifient" A Yt = b (Yt) At + e ~ (Yt) A Z t . 

Autrement dit, l'accroissement d~terministe b (Yt) A t pr~vu par le 

syst~me (S) est ici perturb~ par la variable al~atoire e o (Yt) A Z t 

("le bruit") dont la loi conditionn~e par le passg au temps test gaus- 

sienne centr~e de matrice de covariance proportionnelle g e 2. 

Rappelons que les temps d'explosion des solutions de S , D C , S e sont 

certainement infinis si bet ~ sont ~ croissance sous lin~aire, c'est-~-dire 
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(constante) (I + IIYlI) mais nous ne ferons 

1.2. L'espace des traOectoires explosive~ s : soit U un espace polonais 

localement compact, et soit U U ~ son compactifig d'Alexandroff. Nous 

dirons qu'une fonction f : ~0, ~ --~ U ~ 6 appartient g l'ensemble 

[o, ~ f ( t  o ) =6 ~(U) si f est continue, et si les relations t o 

impliquent f (u) = 6 pour t o ~ u < I. 

Nous d~finirons le temps d'expl0sion T (f) par 

T (f) = inf {t G [0, ~ I f (t) = 6 } , avec la convention T (f) = + ~ 

si f (t) # 6 pour tout t c [0, ~ . 

Nous dirons qu'une suite f e ~(U) converge vers f ~ ~ (U) si 
n 

f converge vers f uniform6ment sur tout compact de [O, T (f)E ; il est n 

alors clair que T (f) ~< lim T (fn). ~ (U) est ainsi muni d'une topolo- 
n~o 

gie g base d6nombrable. Cet espace topolo$ique ~(U) appel~ l'espace 

des trajectoires explosives, dgfinies sur [0, ~ , ~ valeurs dans U U 6. 

Par construction, l'espace C (U) des fonctions continues de [0, ~ dans 

U muni de la topologie de la convergence uniforme coincide avec le sous- 

espace topologique {f ~ ~ (U) I T (f) = + ~ } de ~(U). 

Pour x ~ U nous noterons ~x (U) le sous espace des f e ~ (U) 

telles que f (0) = x. On d~finit de m~me C (U) C C (U). 
x 

Notons que si Yt est le processus al~atoire issu de x c ~n est 

solution du syst~me S E , d~fini en I.], l'application qui ~ ~ C ~ associe 

la trajectoire t + Yt (~)' t E [0, ~ est une application mesurable Y de 

dans l'espace ~x (~n). 
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Justifions maintenant le choix de la topologie de ~(~n). 

Soient bet o des champs localement lipschitziens de vecteurs et de matrices 

d~finis sur ~n . Soit x un point fix~ de ~n . Pour route fonction continue 

f : EO ' ~ ÷ ~k notons B (f) la restriction ~ EO, ~ de l'unique solu- 
X 

' = b (gt) + O (gt) ft tion maximale g de l'~quation diff~rentielle gt 

telle que g (O) = x ; bien entendu si le temps d'explosion de g est plus 

petit que I, on pose gt = 6 pour t ~ T (g). 

Alors l'applicatiqn B x de C (~k) dans ~x (~n) est continue. Pour 

le voir, il suffit d'utiliser des r~sultats classiques sur les ~quations 

diff~rentielles ordinaires ; une d~monstration directe se construit faci- 

lement en reprenant la m~thode de Poincar~ (remplacement par l'~quation 

int~grale associ~e, r~solue par iteration). 

1.3. Lerm~e : soient E, F deux espaces topologiques. Soit ~ : E + EO, + =~ 

une fonction s.c.i, telle que pour tout a $ O, a fini, l'ensemble 

~a = {x ~ E I ~ (x) ~ a} soit compact. Soit B une application de 

m O = {x e E I ~ (x) fini} dams F telle que la restriction de B g • a 

soit continue, pour tout a ~ O, a fini. D~finissons % : F + EO, + ~] par 

X (y) = inf {~ (x) I x C E oet Bx = y} . Alors ~est s.c.i, et 

C a = {y e F 1%(Y) ~ a} est compact pour tout a > O, a fini. 

Preuve : si % n'~tait pas s.c.i., il existerait une suite Yn tendant vers 

y dams F telle que a = lim % (yn) < % (y). Par d~finition de % il existe 
n 

alors une suite x n C E ° telle que B x n = Yn et v~rifiant lim ~ (x n) = a. 
n~+oo 

Come la suite ~ (Xn) est born~e, la suite x nest relativement compacte. Ii 

existe done x e E et une suite extraite de la suite (Xn) - notre encore 

x n - telle que x n tende vers x . Comme ~ est s.c.i. , on aura 

(x) ~ lira ~ (x n) = a et donc x E E . La continuit~ de B sur l'ensemble 
O n 
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C b avec b convenable, b > a, entra%ne alors 

= = y = l i m  Yn l i m  B x n B x 
n n 

% 
Par d~finition de X on en d~duit % (y) ~ X (x) ~ a , ce qui contredit 

l'hypothgse initiale sur a. Par suite % est bien s.c.i. 

Pour a ~ O, l'ensemble C est par construction inclus dans B (Ca+l), a 

q u i  e s t  c o m p a c t  g r a c e  aux  h y p o t h e s e s  s u r  B e t  Ca+ 1, Comme % e s t  s . c . i . ,  

l'ensemble C est ferm~ par construction. Par suite, C est compact. a a 

1.4. Proposition : soit X : ~ ÷ E une variable algatoire ~ valeurs dans 

un espace de Banach sgparable E, de loi gaussienne centr~e ~. Soit % la 

transform~e de Cramer de ~. Soit Fun espace topologique quelconque g base 

d~nombrable, et soit B : E ÷ F une application continue. Pour tout g > O 

posons Y~ = B (g X). 

Dgfinissons les fonctions 

X B (y) = inf {X (x) I x £ E , B (x) = y} pour y c P 

A B (A) = inf %B (y) pour A c F 
y~A 

Alors on a pour tout bor~lien A de F 

- ~ (A) ~ lim g2 log P (yE c A) ~ li--~ 2 log P (Yg C A) ~ - A B (A) 
g÷O g÷O 

De plus la fonction %B : F ÷ EO, + ~ est s.c.i, et pour tout a ~ 0 

l'ensemble des y £ F tels que %B (y) ~ a est compact. 

Preuve : puisque P (Yg C A) = P { g X e B -I (A)} , la proposition 11.1.6 

montre que lorsque g tend vers O, les limites inf. et sup. de 

2 
log P (Yg C A) sont Hans l'intervalle J = E- A (~), - A (~)~ o~ 

-I 
C = B (A) et A est la fonctionnelle de Cramer de ~. La continuitg de B 

-I ( ° -! 
donne ~ c B ~) et C ~ B (A) de sorte que Jest contenu dans 
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E- A (B -l (A)) , - A (B -I (A)~ . Ceei prouve l'in~galit~ annone~e en 1.4 

car A B = A o B -l . On termine la preuve grace au lemme 1.3 et ~ la propo- 

sition 1.7.5. 

1.5. Th~or~me : soient bun champ de vecteurs et o un champ de matrices 

(n, k) sur [R n ; on suppose bet o localement lipschitziens. Soit 

Xt : ~ + [iRk un processus gaussien continuet soit ~ : C (~k) ÷ EO ' + ~j 

la transform~e de Cramer de la loi des trajectoires de X t dans C (~k). 

Soit x £ ~n et soit Y£ le processus solution du systgme dynamique perturb~ 
t 

S ~ (cf. l.l) issu de x au temps O. Notons ~ ($n) l'espace des trajec- 
x 

toires explosives issues de x (cf. 1.2) et YE : ~ ÷ ~ (~n) la variable 
x 

algatoire d~finie par les trajectoires du processus (Y~) sur EO, 

(cf. 1.2). 

Pour g e ~x (~n) considgrons l'ensemble (~ventuellement vide) Bx I (g) 

des f ~ C (~k) telles que g soit sur EO, ~ la solution maximale de l'~qua- 

' = b (yt) + ~ ° (Yt) ft ' issue de x au temps O. tion diff~rentielle Yt 

D~finissons 

(g) = inf { % (f) I f E B -l (g)} pour g C gx (£Rn) 

~, % B- I  et A (A) = inf % (g) = A o (A) pour A c ~ (~n). 
gcA x 

Alors pour toute partie bor~lienne A de ~ (~n) on a 
x 

- ~ (A) ~< lira 2 log P (YS c A) ~< "lim 2 log P (Yg c A) ~< - ~ (A) 

Preuve : ayant d~fini B : C (~k) ÷ ~ (JR n) comme en 1.2 , on a fividem- 
x x 

ment Y~ = B (g  X).  Comme B e s t  c o n t i n u e  ( c f .  1 .2 )  l e  thf ior~me e s t  un 
x x 

corollaire direct de la proposition 1.4. 

1.6. Remarqu @ : supposons que k = net que pour tout ~ ~ ~n • O (x) soit 

une matrice inversible. Supposons de plus bet ~ g croissance sous-lin~aire 
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de sorte que tousles temps d'explosion sont infinis. On a alors 

% (g) = + ~ si g n'est pas de classe ! sur EO, ~ et % (g) = % (f) o~ 

= ( -! ( ' - b (gt)) t e EO, f est donn~e par ft o gt ) gt 

De plus, on peut alors ~noncer le r~sultat en rempla§ant ~x (~n) par 

C (ran). 
x 

Sous cette forme, le th~or~me a ~t~ prouv~ par Ventcell et Freidlin 

B 23 E23~ 

II est clair qu'on peut facilement ~tendre les hypotheses pr~c~dentes 

pour ~tudier des situations voisines. Par exemple, on peut supposer (Xt) 

trajectoires L 2 , et munir (dans les cas de non explosion) l'espace des 

trajectoires de (Y~)de la norme (l,g'I]~2 + IIgl,~2 ) I/2 , ou bien 

supposer (Xt) ~ trajectoires continues et munir les trajectoires de (Y~) 

de la norme (If ~'I[~ + II t~ II~) etc ... 

2. CAS DES EQUATIONS D!FFERENTIELLES STOCHASTIQUES 

dont 2.1. Remarquons que le probl~me precedent concerne un processus Yt 

les trajectoires v~rifient "l'~quation diff~rentielle stochastique" 

dy t = b (yt) dt + c ~ (yt) d Z t , o~ Z test un processus gaussien ~ tra- 

jectoires continuement diff~rentiables. Le cas des ~quations diff~rentielles 

stochastiques ordinaire correspondrait g Z t = B t o~ ~t est un mouvement 

brownien. 

Comme 8t n'est pas diff~rentiable, il n'est pas possible de consid~rer 

E 
Yt comme une fonctionnelle continue de "£ ' " B t . Par contre il est 

g 
possible de consid~rer Yt comme une fonctionnelle B (e 8) o~ 

d~signe la trajectoire du Brownien dans ~k . En $~n~ral, il n'est pas 

question d'esp~rer obtenir une telle B : C (JR k) + C (~k) qui ait plus 

de r~gularit~ que la mesurabilit~. N~anmoins le r~sultat formel reste 
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correct ! 

En effet, le calcul formel de la fonctionnelle "de Cramer" % associ~e 

l'~quation stochastique dy t = b (yt) dt + g ~ (yt) d~t donne "d'apr~s 

les propositions 11.3.6 et 111.1.4, 111.1.5" 

l ][ d B-I (g) l]~ 2 % (g) = % EB-I (g~ - 2 dt 

-I 
o3 la relation f = B (g) gquivaut 

gt = f~ Eb (gs) + 0 (gs) f~] ds 

ce qui "entralne" finalement 

% (g) = 2 fo ;10 -I (gs) [g~ - b (ms) ] 112 ds 

Nous nous sommes placgs, pour esquisser ce calcul heuristique, dans le 

cas o3 o est inversible et le temps d'explosion infini. Dans ce cadre, 

le r~sultat obtenu est correct eta ~t~ essentiellement d~couvert par 

Ventall-Freidlin E5~ . Notre m~thode de d~monstration est trgs diff~rente 

de la leur et permettra d'ailleurs de traiter le cas o3 o n'est pas inver- 

sible, et de ne pas exclure les possibilit~s d'explosion du processus. 

Enfin pour pouvoir aborder le cas des diffusions sur des vari~t~s non 

compactes, nous serons amends ~ g~n~raliser l~g~rement le problgme de per- 

turbations dont la forme I.I n'est pas invariante par chansement de 

coordonn~es. 

L'gtape cruciale de notre approche est le th~or~me 2.3 qui prouve que 

pour g petit l'application B ressemble beaucoup g une application continue. 

2.2. Le module de syst~me dynamique perturb~ 

On consid~re sur un ouvert U de ~n , un champ x ÷ o (x) de matrice 

(n, k) , une famille de champs de vecteurs x ÷ b (x) indexes par g > 0 

et un champ de vecteurs x ÷ b (x). 
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On suppose que : 

(H I ) 

(H 2) 

O est de classe ! sur U 

tousles champs b e , e > 0 

lipschitziens sur U 

et le champ b sont localement 

(H3) lim b E 
E÷ 

g 
On notera Yt 

sur  U 

(x) = b (x) uniform~ment sur tout compact de U 

la solution de l'~quation diff~rentielle stochastique 

(E E) dy t = bg (yt) dt + e o (yt) dB t 

o~ B t : ~ + ~k est un mouvement brownien k-dimensionnel. 

Appelons ~(U) , ~x (U) les espaces de trajectoires explosives 

d~finies sur EO, ~ ~ valeurs dans U U 6 . On sait que sous les hypo- 

theses HI, H 2 , il existe pour chaque x 6 U une unique solution 

g 
Yt : ~ ÷ U U ~ d~finie sur EO, ~ , et ~ trajectoires appartenant 

~x (U). (cf. par exemple Azencott E2~ en ce qui concerne les temps 

d'explosion). C'est cette solution naturelle que nous consid~rerons tou- 

jours dans la suite. Le temps d'explosion de la trajectoire ye sera not~ 

T (yE) , tandis que ye : ~ ÷ ~ (U) est la variable al~atoire associant 
X 

~ ~ ~ la trajectoire t + y~ (~). 

Le syst~me (E E) peut ~tre consid~r~ comme une petite perturbation du 

! 
syst~me dynamique Yt = b (yt). On notera que le module (E E) est "invariant" 

par changement de coordonn~es, c'est-~-dire que si ~ : U + V est un 

diff~omorphisme de U sur un ouvert V de CR n , le processus z~ = ~(y~) 

v~rifiera une equation du type (E E) associ~e ~ des coefficients b E , b , 

v~rifiant encore (H I H 2 H3). 
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Nous utiliserons les espaces de fonctions C (U) , C x (U) , ~(U) , 

~x (U) dgfinis en 1.2. 

Nous d~finirons ~o (U) comme l'ensemble des g ~ ~(U) telles que, 

pour tout T < i , T < T (g) , la d~riv~e au sens de Lebessue g' d__ee g 

existe et soit de carr~ intggrable sur EO, T~ . De m@me, nous poserons 

C ° (U) = C (U) N ~o (U) ; nous munirons C ° (U) et ~o (U) des topolo- 

gies induites par C (U) , ~(U). 

Pour g , h e ~(U) , T < T (g) et 0 ~ S ~ T ~ | , nous noterons 

ds, T (g, h) = Sup Ig - hi 
S6t<T 

Pour g C ~ (U) , r > O , T < T (g) et O < S ~ T ~ ] , nous 

noterons FS, T (g, r) le tube ferm~ d'axe g , de rayon r. 

FS, T (g, r) = {h e ~(U) I ds, T (g, h) ~ r} 

Pour f e C ° (U) , l'~quation diffgrentielle 

V 

' = b (gt) + o (gt) ft (D) gt 

pour presque tout t c EO, I A T (g)[ , o3 g E ~o (U) 

r$1e essentiel dans la suite. 

jouera un 

2.3. Proposition (hypotheses et notations 2.2) : pour tout x ~ U et 

f C C ° (U) , l'~quation diffgrentielle (D) admet une unique solution 

g c ~o (U) telle que g (O) = x . Nous poserons alors g = B x (f). 

C ° ~ o L'application B : U x (U) ÷ (U) n'est en g~n~ral pas continue. 

Cependant, si on pose Ca = {f C C ° (U) I f~ If'I 2t dt ~< a} , la restric- 

tion de B g U x C a est continue, pour tout a >I O. 

De plus pour toute paire K , L de compacts de U v~rifiant K ~ ~ , 

pour tout a > 0 , on peut trouver des hombres T > O, C > O ayant les 
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propri~t~s suivantes : 

(i) quels que soient v c K , f ~ C , la fonction h = B 
a v 

T (h) > r et h ([0, T~) ~ L 

(ii) quels que soient v, w ~ K , f £ C a , et $ ~ T , on a 

do, S EBv (f) , B w (f~ ~ e CS Iv- w[ 

(f) vgrifie 

Preuve : on remplace (D) par une gquation int~grale que l'on r~sout par 

iteration. Tousles arguments sont des modifications mineures des preuves 

classiques. 

2.4. Thgor~me : (hypotheses et notations 2.2) Sur un ouvert U de ~n , 

considgrons le syst~me dynamique perturb~ (Eg), v~rifiant les hypotheses 

E 
(H I H 2 H3) , de trajectoires y C ~(U). soit (D) l'~quation diff~rentielle 

Go --,- ~o ordinaire associ~e g (E g) et soit B : U x (U) (U) l'application 

(dgterministe) associ~e ~ (D) en 2.3. Soit ~ : ~ + C (~k) la trajectoire 

(algatoire) du Brownien qui intervient dans l'~criture de (EC). 

Fixons un compact K de U et des nombres a > O , T C ~0, ~. Alors 

toute paire de hombres O > O , R > O , on peut associer des nombres 

> O , 
o 

> O , r > O ayant la propri~t~ suivante : 

Quels que soient x e K , f C C ° (JR k) , g = B x (f) v~rifiant 

T 2 T~ fo ]f~l dt < a et g EO, c K , les relations g ~ go et 

]y~ - x] ~ r (P - poS.) entrapment 

P [do, T (gB, f) < ~ et do, T (yg g) > ~ ~ exp ( R 
' 2 ) 

2.5. Remaro~ue : l'~nonc~ 2.4 garantit que, pour get ~ petits, si l'on 

n~glige un ~v~nement de probabilit~ infgrieure ~ exp (---R 2 ) , la presence 

de g~ dans le tube A = tO, T (f, ~) d'axe fet de rayon ~, implique la 

presence de yg dans le tube d'axe g = B X (f) et de rayon O , ceci ~ condi- 

tion que Yo soit assez proche de go = x et que T < T (g) = temps d'explo- 

sion de g. 
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La proposition 2.4 d6crit done une propri6t~ de "continuitg" de l'appli- 

E 
cation mesurable qui ~ eB associe yE, lorsque x = Yo est fix~. L'6nonc~ 

est alourdi par la n~cessit~ (voir chapitres IV et V) de pr~ciser les con- 

ditions d'uniformit~ de cette "continuitY" , et se simplifie si on se borne 

consid~rer x fix~, f e C ° (~k) fix~ , et T < T EBx (f~. 

Notons que d'aprgs la proposition 11.3.6, "on a" 

2 
lim e log P (e ~ E A) = - A (A) 
e+O 

l T i2 o3 A (A) = inf % (~) et % (~) =--~-fO [1 ~t I dt 

ea norme [Ivll est iei la norme euclidienne usuelle, ea probabilit~ 

P Eg 8 e A] a done aussi un comportement en exp (- cte 2 ) ; mais pour 
E 

R arbitrairement grand les probabilit~s en exp (- --R 2 ) sont n6gligea- 
E 

bles devant P ~g B ~ A~ . Ceei fair comprendre le corollaire suivant, 

qui donne une r~ponse precise ~ une question posse par B. Roynette pendant 

les "Saint-Flour sessions". 

2.6. Corollaire (m~mes hypotheses et notations que 2.4) : fixons x, f 

et done B (f) = g. 
x 

Alors, pour tout p > O et T < T (g) , il existe ~ > O tel que la 
o 

relation ~ ~ ~ entralne 
o 

E+olim P lye ~ FO,T (g, P) [ ~ B ~ FO, T (f, ~)~ = l 

Plus pr~cis~ment, pour tout p > O , T < T (g) , R > O , il existe 

ao > 0 et une fonction eo (~) > 0 tels que 

| >i p lye C rO, T (g, P) I E ~ E r0, T (f, ~)[ >, I - exp (- ~--) 

pour ~ ~< ~ et e ~< e (~). 
o o 
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Preuve : pour all6ger l'6criture, notons 

FO, T (f, ~) = Ff . Soit p = P lye e Fg 

p {(g ~ c rf) n (yE 
(| p = | - 

I~O, T (g, P) = Fg 

P (g $ e Ff) 

I g B e F~ . Alors 

Fg)} 

et 

1 T l ,12 Solt a - 2 So ft dt. D'apr~s 11.3.6, on a 

lira E2 log P [g B E Ff] = - A [ P  f ]  > / -  a 
g+O 

et donc pour g $ g| (~) 

(2) P [g ~ C Ff ] > exp (- 2a 
2 ) g 

Donnons-nous R > O arbitraire, et posons R 1 = R + 2 a. Le th6orgme 2.4 

(appliqu6 ~ p , T, R I) fournit g (R + 2a) et ~ (R + 2a) tels que 
o o 

la majoration 2.4 s'applique d~s que E < go ' ~ ~ ~o " D'apr~s (I), 

(2), on a alors, pourvu que ~ ~ ~ , g ~ g /X El 
o o 

R+ 2a 
exp (- 2 ) 

g R 
p > I - 2a ) = ! - exp (- 2 ) 

exp (- g2 E 

2.7. Preuve du th6or~me 2.4 : donnons-nous deux compacts K , L de U tels 

que K c ~ . Notons K r la r6union des boules ferm@es de centre v ~ K et de 
3r 

> O tel que K °C ~ a > O, et T ~]-O, ~. rayon r > O. Fixons r ° 

Posons C a = {f C C ° (~k) I f~ Iftl 2 dt ~ a} . 

D'apr~s la proposition 2.3, il existe S o ~]O, T] tel que pour tout 
r 

f e C et tout v ~ K o , la fonction h = B (f) (notations 2.3) soit 
a v 

2r 
d@finie sur [0, SJ et vfirifie h ([0, S J) c K o . De plus (cf. 2.3) 

pour S o assez petit, il existe une constante C > O telle que : 

(2) do, S [B v (f) , B w (f)] ~< e CS Iv- w I 
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r 
d~s que S ~ S , v , w e K ° , f e C . 

o a 

r 
Soient p C]O, r~ et v ~ K o 

donn~es en 2 .2 ,  2 .3  mont ren t  que ~ t  

t 4 T (yg) 

• Posons g = B v (f). Les d~finitions 

g 
= Yt - gt vgrifie pour t ~ S o , 

% = f :  as d~s s YO + Z t + /: h ds + ( ~ - v) 

avec les notations 

a s = g EO (Y : )  - ~ (ms) ] 

hs = bg (y:) - b (gs) 

z t = f :  d (gs) Eg d 6 s - f '  as] s 

d ~ ( y s ~  La fonction m = - -  
s ds 

par parties donne 

est dans L 2 [0, S~ et une intggration 

zt = ° (gt)Eg Bt - ft] - ° (go) [g 6o - f~ - f: ms (c 8s - f ) dSs 

Pour ~ > 0 , p ~ ]0, r~ introduisons les temps de sortie 

= inf {s ¢ [0, I_] l lg Bs - fsl >i ~} 

@ = i n f  {s ~ [0,  0 l - gs j >I P} 

3r 
Pour t ~< GAS o , Y gt et gt restent dans K o L , et il existe donc 

une constante majorant s~rement 

I O (gt) I, 
I~ (y~) - O (gt) I Ib (y~) - b (gt)l 

[y• _ ' E _ 
gt I [Y t gt I 

t ims[2 ds, , et fo 

La convergence de bg vers best uniforme sur les compacts (hypothgse H3) , 

de sorte que pour tout y > 0 , il existe g (y) > 0 tel que 
o 

i bg (yt)E _ b (YZ) Ie, L • ~< Y pour g $ go t ~< @ A S 
o 
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(2) 

Imp@sons donc les conditions 
r 

v eK ° ; f e C ; s~< ~ 
a o 

lye@ - vl ~< --~- (P-p. s. ) 

= s  (y) ; p~<r ; 
0 0 

On obtient ainsi les majorations suivantes (o~ C est une constante 

adequate) : 

(3) at l ~< ~ Cp 

fo dsl 

..< 

~tl "-< C~ 

(pour t ~< @ n S o ) ; 

T t + C p t (pour t ..< @ n So) ; 

(pour t ~< q et t ~< @A So). 

Posons 

ft a d~ = -- ~t - z _ ft h as + (v - ~) W 
t = o s s t o s Y@ 

de sorte que 

1 
(4) iwt[ ~ ]~t[ - [zt] - ]f~ h s ds] ..... 5 P 

Soit S ~ S O . L'6v~nement A = {@ ~ S ~ ~} implique l~01 

et donc d'apr~s (3), (4) implique 

1 I I ..Iw@l ~ p - Ca - yS - C S P - ~ P . a  

=P , 

Imp@sons les conditions (2) et 

1 1 1 
(5) C ~ ~< -7 O ; S ~< S O ; C S ~< -5 ; y So = --3-- O pour 

1 P} En notant w~ conclure que A C {[w01 ~-~- • 

w@ , i = 1 ... n , on aura donc 

n ~ 1 P} 
(6) P (A) ~< ~ P {I w I > / - 7  " 

i = l  

les coordonn~es de 
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i 
Pour chaque i = ! ... n , w t eat une martingale locale dontle 

processus croissant d t eat ~videmment major~ par So t lag 12 ds. Donc 

M 2 
(cf. Priouret ~0]) Z t = exp [M w~ 2 dt] eat une martingale 

locale pour tout M C B. Par suite Z t ^ @ eat une martingale born~e 

pour t e [0, ~ , et E (Z S ^ Q ) = E (Zo) = I. On peut alors ~crire 

i ! F~ M M 2 
P (w S ^@ S T  O ) = P (M w~ A @ - "2 d S ^ @ $-~-- O - ~--- d S ^ @ ) 

tandis que grace ~ (5) 

SA0 
ds A @ ~< S 0 I%12 ds ~< g2 S C 2 0 2 

d'oO finalement (calcul classique ; voir B0] ~9]) 

i I M M 2 g2 C 2 
P (Ws ^ @ ~--5-- P ) ~ P {Zs ^0 ~ exp ( - -~  p - T s p2) } 

M M 2 2 C 2 
E (Z S A @) exp (- -~- p + --~-- S p2) 

Choisissons M - 1 P pour conclure que 
5 2 S C 2 p2 

i ! 
P (Ws A0 >~ --7 0) ~< exp (- 

50 S C 2 g2 

i I 
On a une majoration analogue pour P (w S A0 x< -- --5-- P) ce qui donne 

finalement, grace ~ (6) 

P (A) ~< 2 n exp (- 
I 

50 S C 2 E 2 ) 

quand lea conditions (2) et (5) sont satisfaites. 

Ce r~sultat se reformule de la fa§on suivante ; l'ensemble des condi- 

tions (7) ci-dessous 

(7) 
r 

-vl x < I v G K o ; f G C a ; g = B v (f) ; ly ° T p (P-p.s.) 

P ~< ro; c ~< ~I (p) = ~ ( 5-~-- ) ; ~ ~< ~o (p) = P o 5 c ; 
o 

A I 
Sx< SI =So 5C ; 
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impliquent l'infigalitfi (cf. notations 2.2) 

(8) P {do, S (g~, f) < ~ et do, S (y¢, g) ~ p} ~ 2 n exp ( 1 
50 S C 2 ~2 9 

Un simple changement de notations et la propri~t~ de Markov permettent de 

translater ce rfisultat par t e E 0, I~ ; notons ~t la O-alggbre des 

~v~nements (browniens) antgrieurs au temps t ; alors les conditions (9) 

ci-dessous 

(9) f e C a ; p 4 r ° ; ~ ~ E l (0) - a4 a (P) • S ~ S l ; t + S < T 
O 

impliquent que sur l'ensemble 
r 

{~¢~ I Y~ (C0) ~ K o } on a l'in~galit~ 

P-presque s~re 

(10) P Edt,t+S (sB,f) ~ ~ et dt,t+ S (yE,G t) ~ Pl ~3~ 2 n exp (- | 
50 S C 2 2 O 

o~ G test la trajectoire (al~atoire) d~finie sur Et, t + ~ comme l'unique 

' = b (~s) + o (~s) f' , issue solution de l'gquation diff~rentielle ~s s 

g 
du point Yt au temps t. 

Donnons-nous maintenant T £ ] O, ~ , a > 0, et deux compacts K, L 

de U tels que K~ ~ . A partir de T, a, K, L on peut d~terminer r ° , S 1 

et les fonctions El (p) ' ao (p) comme ci-dessus. Soit f dans C ° (JR k) 

T et Nun entier arbitraire. Posons g = B x (f) et S - 

Supposons v~rifi~es les conditions 

(11 )  f c c  a ; g ( [ 'o ,  ~ ) ~ K  ; e 4  e 1 (p)  ; 

a~< ~o (p)  ; S~< S 1 ; 

D g f i n i s s o n s  d e s  f i v ~ n e m e n t s  A k , k = 0 . . .  ( N - l )  , p a r  

A k = { d k s , ( k + l )  S ( y ¢ ,  G kS)  x< p ; ( k + l )  S < T ( y ¢ ) }  , k = l 

Ao = {do ,  S (ye, g) .<< O} 

... N-l 
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Montrons par recurrence sur k que sous la condition (14) ci-dessous 

on aura, pour k E [I, N~ 

kCS 

(12) A 0 a ... N Ak_ 1 ~ {d0,kS (y~, g)~< p eCS - I } 
e - 1 

La propri~t~ est trivialement vraie pour k = I. Supposons la vraie 

pour un entier k ~ [I, N-~ . 

Soit w ~ A 0 N ... N A k ; l'hypoth~se de r~currence donne 

kCS CT CT 
J e - 1 e - I e - 1 

(13) lYks - gkSl ~ O e CS - 1 ~ P e CT/N - I ~ O N CT 

et donc si on impose 

CT 
e - 

(14) p N CT < ro 

g o 
on aura YkS ~ K . Par suite G kS est g valeurs dans U sur EkS, (k+l) ~, 

et la propri~tg de continuitg (I) donne (par changement de notations) 

(GkS eCS ~ I 
dks,(k+l)S ' g) ~ IYks - gkS 

de sorte que, puisque w 6A k 

dks,(k+l)S (ye, g) ~ O + e CS IY~s - gkS I 

Rapprochons cette inggalit~ de (12) (13) pour conclure que 

kCS (k+]) CS 
CS e - I e - I 

do, Ek+l~S~ -(Y~, g) ~ P + e P CS P 
CS 

e - I e - I 

ce qui ach~ve la preuve de (12). 

Donnons nous r > 0 arbitraire et imposons la condition 

CT 
e - 1 

(15) p N CT < r A r ° 
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Alors (I 2) donne pour k = N 

A 0 ~ ... ~ AN_ 1 ~ {d0, T (y~, g) < r} 

et par suite 

(16) {d0, T (y~, g) ~ r} ~ (A c U ... U ~_i ) = U F k 
o OSk$N-I 

avec F = A c F k = A 0 n N Ak_ 1 ~ A~ k = 1 N-I 
O O ~ "'* ~ °°" ° 

r 
D'apr~s (12) (15), pour k ~ [I, N-~ on a Fk C {y~s ~ K o } ~ 

et donc, gr$ce ~ la d~finition de A k , F k est inclus dans 

r 
{Y~s C K o } N {dks,(k+l) S (y~, G kS) > 0} 

Imposons les conditions (II) (15) et 

(17) .IYo - go t -.< - 7  O P - p . s .  

I • 
pour obtenir directement F ° ~ {lyo ~ - gol ~ ~ 0} n {do, S (yC g) > 0} 

Ii suffit d'appliquer les in~galitgs (8) et (10) pour conclure que, 

pour k = O, I, ... N-I, on a 

(18) P IF k ~-~ {do, T (~, f) ~ ~} ] ~ 2 n exp ( 

Posons Q = {do, T (gS, f) < & et dO,T (ye, g) > r} 

50 S C 2 2 

T 
De (16) (18) on d~duit, puisque S .... N 

N 
P (Q) < 2 n N exp (- 50 T C 2 g2 ) 

Comme s e -s ~ e -s/2 pour tout s > 0 , ceci devient 

P (Q) ~ I00 n T C 2 2 exp (- N 
100 T C 2 2 O 

Donnons-nous R > 0 arbitraire ; imposons les conditions ( l l )  (15) (17) 

et 

(19) N C2 ~ R ; 1OO n T C 2 2 ~ 1 
100 T 
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pour obtenir facilement P (Q) ~ exp (-~-~). 

T 
Etudions l'ensemble de conditions (II) (15) (17) (19) (avec S =--N--). 

A partir de T ¢~0, I~ , a > 0 et de deux compacts arbitraires K , L 

tels que g EO, T~ C K et K C[ , L C U on a d~terminfi r ° , S! et les 

fonctions ¢I (0) , ~o (0). 

Fixons un entier N (R) tel que 
o 

N ~ max (I00 T C 2 R , T 
o S 1 

Dgterminons ensuite 0o (r, R) par 

~ l C T (r A to), rol 0 ° = min 2 N CT 
o e - 1 

Posons enfin 

(po),/ ] ........................ ] ; ~I (r, R) = ~o (%) ¢2 (r, R) = min Ee I I00 n T C 2 

Les conditions suivantes, o~ g = B x (f) 

(20) g~< ¢2 (r, R) ; C~< a I (r, R) ; f e Ca ; g E0, T~ ~ K 

1 
l yo -xl 0 o(r,R) (P-p.s.) 

impliquent alors (II) (15) (17) (19), et donc garantissent 

P (Q) ~ exp (- @ )  , ce qui prouve le th6or~me 2.4. 
E 

2.8. Dualit~ entre formes quadratiques d~n~r~es : 

Soit Q : ~n ~ EO , + mE une forme quadratique positive au sens 

large. Appelons forme quadratique duale Q* : ~n ÷ EO ' + ~ la fonction 

d~finie par 

(1) 21 Q~ (v) = SUPn E< t, v > 21 Q (t)~ , v ~ ~n 
tc~ 
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Notons que si Q est de noyau non nul, Q~ peut atteindre la valeur 

On a en fait 

(2) {Q~ (v) fini} ~quivaut ~ {vest orthogonal au noyau de Q} 

Ecrivons Q sous la forme 

(3) Q (v) = IIo ~ vll 2 = < v , I v > 

o~ ~ : ~k ÷ ~n et ~ = ~ : 

lin~aires. On a alors : 

pour tout v £ O n 

~n + on sont des op~rateurs 

(4) {v c [R n I Q~ (v) fini} = o (~k) = I ([Rn) 

(5) Q~ (v) = inf {I lwl 1 2 I w e ~k et o w = v } 

(6) Les proprigt~s (i) ... (v) sont ~quivalentes : 

(i) Q dgfinie positive 

(ii) o surjective 

(iii) ~ = o o~inversible 

(iv) Q~ est partout finie sur O n 

(v) Q~ (v) = < v , I -I v > pour tout v E ~n 

(7) pour n = k et o inversible , on a Q~ (v) = 11o -I vll 2 

soit v e ~n . 

quel que 

Les preuves des propri~t~s (2) (4) (5) (6) (7) sont ~l~mentaires. 

Pr~cisons que la notion de dualit~ (]) d~pend du choix d'un produit 

scalaire < , > hilbertien sur ~n ; saul mention Precise du eontraire, 

ce produit scalaire sera le produit scalaire euclidien usuel. 
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2.9. Fonctionnelle de Cramer associ~e g une famille de petites diffusions 

! 
Considgrons le module 2.2 de petites perturbations du syst~me Yt = b (yt), 

c'est-g-dire la famille d'~quations diffgrentielles stochastiques 

(E ~) d y~ = be (y~) + £ O (y~) d ~t 

sur un ouvert U de ~n , avec B t brownien k-dimensionnel, O champ de 

matrices (n, k), bg et b champs de vecteurs tels que lim b = b. Supposons 
E÷O 

v~rifi~es les hypothgses (HI, H2, H3). 

A la matrice o (x), x E U , associons la forme quadratique Qx sur ~n , 

dgfinie par 

<I) Qx <v) = ll~(x) v i i  2 = < v, ~(x) o (x) ~ v > , v c mn 

[Rn ÷ E O, + ~3 la forme quadratique duale de Qx puis notons Qx : 

(cf. 2.8). 

Les enveloppes sup~rieures de fonctions continues ~tant s.c.i., les 

formules 2.8 (I), 2.9 (I) montrent que 

(v) est s.c.i, sur U x ~n (2) la fonction (x, v) + Qx 

Notons le cas p articulier important (cf. 2.8 (7)) 

(3) pour n = k et ~ (x) inversible on a Qx (v) = llo-l(x) vll 2 

soit ~(u), ~o (u) c ~(u) les espaces des trajectoires explosives 

valeurs dans U U ~ , introduits en 1.2 et 2.2. 

Etant donn~ le systgme dynamique perturb~ (E g) nous d~finirons sa 

"transform~e de Cramer" ~ : 

(4) 

%(U) -~ EO, + 003 comme suit : 

(g) = + co pour g e ~ (U) , g ~ ~o (U) 

1 (g)A1 
% (g) .... 2° /0 Qgt ~gt - b (gt)] dt pour g ~ %o (U) 
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D'aprgs (2) l'int~grale est bien d~finie, mais peut bien s~r atteindre 

la valeur + 

Nous d~finirons la "fonctionnelle de Cramer" A du s[st~me (E e) par 

(5) A(A) = inf % (g) pour tout A ~ ~(U) 
g £ A 

Dans le cas particulier o~ le temp s d'explosion T (g) est sup~rieur ou 

~$al g Iet o~ ~ (x)est inversible pour tout x C U , la formule intggrale 

(4) devient 

.......... ! l 
(6) % (g) = 2 /0 l lO(gt) 1 ~gt - b (gt)] If 2 dt 

' = b (yt) On peut dire que %(g) "mesure l'~cart entre get la solution de Yt 

issue du m~me point" , en utilisant comme m~trique sur l'espace tangent en 

x g U celle qui est d~finie par la forme quadratique -7- Qx " 

Nous reviendrons sur cette formulation dans le cadre plus adapt~ des 

vari~t~s (cf. ch. V). 

2.10. Proposition , : [Notations 2.2, 2. 9 Sur un ouvert U de ~n , consi- 

d~rons le module de petites perturbations (EE), v~rifiant les hypotheses 

(HI H 2 H3). Soit % : ~(U) ÷ [0, + ~ la transform~e de Cramer de (E e) 

~finition 2.9 (4 3 . Alors % est s.c.i, et pour tout compact F ~ U , 

tout a ~ O, l'ensemble ~ = {g ~ ~(U) I go ~ F et % (g) ~ a} est 

compact. De plus pour tout g C ~ (U), on a 
x 

(g) = inf {~ (f) I f C C ° (~k) et B x (f) = g } 

o~ ~l (f) = 21 flO If~l 2 dt est la transform~e de Cramer du Brownien 

(cf. 11.3.6). Dans cette formule, l'inf, est atteint si % (g) est fini. 

Preuve : consid~rons le bor~lien F de U x ~n d~fini par 

F = {(x, v) e U x ~n i~ (x)-] Ev ] non vide}. 

Pour (x, v) ~ r posons 
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K (x, v)= {w C o (x) -I Iv] I l wl = inf l u I } 

u ~ o(x)-l[v] 

L'application K : I" + {compacts de [R k} est en fait une "famille mesurable 

de compacts non vides" au sets de Kuratowski (voir aussi Rockafellar [41] ), 

car {(u, v) I K (x, v) f3 S # ~} est bor61ien pour tout fermg S de ~k 

Par suite, il existe (cf [41] [I I] ) une fonction bor61ienne 

X : F + 'JR k telle que X (x, v) E K (x, v) pour tout (x, v) e F 

Soit g £ ~(U) tel que % (g) soit fini. D'apr~s 2.9 (4) on a alors 

{Qgt ~gt - b (gt) ] fini} pour presque tout t ~ [ 0 ,  T (g )  A 1~ . Mais 

2.8 (5) et 2.9 (I) donnent Q~ (v) = inf {lw121 w c ~k , o(x) w = v} , 

de sorte que pour presque tout t E EO, T (g) A lJ, on a 

1 
(gt ' gt- b (gt)) ~ r et 

Q~ [gt - b (gt)] = 
gt 

Ix [gt" gt- b ( g t ) ] l  2 

d'o~, d'apr~s 2.9 (4), 

(1)  % (g) ...... 2 IX [gt gt 

= 1 1 2 
II existe done f ~ C ° (~k) telle que % (g) 2 fo If'(t) l dt. Ii 

suffit en effet de poser f't = X [gt ' gt' - b (gt)] pour presque tout 

! 
t E CO, T(g) ^ l] et ft = O pour t ~] T (g) ^ I, ~. 

% 

Soit X : C (O k) + [0, + ~ la transform~e de Cramer du mouvement 

Brownien. On vient de prouver que si g C ~x (U) v~rifie {%(g) fini} , 
% 

alors il existe f C C ° (O k) telle que % (f) = % (g) et telle que 

g = B x (f). 

Soit h E C ° (~k) telle que B 
X 

t < T (g) If~[ 2 = Q* 
' gt 

(h) = g. On a alors pour presque tout 
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Ift 12 = Q~ [gt - b (gt) ] = Q~ 
g t  g t  

O (gt) f' = ~ (gt) h' t t 

~ (gt) f']t 

de sorte que, grace ~ 2.8 (5), 2.9 (I), on a 

If'l 2 'I 2 t ~< IN t (p.p. t) t < T (g) 

! 
Par suite, com~e ft = 0 sur ~T (g) ^ l, 

~ = l l 12 l fo(g) AI l l lht 12 dt = ~(h) % (f) ~ fo If' dt = Iftl2 dt~< ~- fo 
t 

ou 

Nous avons ainsi prouv~ (puisque % (g) = % (f)) que 

(1) % (g) = inf { ~ (f) 1 f C C ° ( m k) et B (f) = g } 
X 

D'apr~s la proposition 2.3, si C est l'ensemble des f C C (~k) telles 
a 

que X ( f )  ~ a e t  s i  F e s t  un  c o m p a c t  de  U , l a  r e s t r i c t i o n  de B ~ 

r x C a est une application continue dans ~U). II suffit d'appliquer 

le lemme 1.3 pour c o n c l u r e ,  g r a c e  g ( I ) ,  que % e s t  s . c . i ,  e t  que 

= B ~F X C~ est compact. 

2.11. Remarque : si o, b sont tels que pour tout f C C ° (U) le temps 

d'explosion de g = B x (f) est strictement sup~rieur ~ l, des arguments 

analogues aux precedents prouvent que pour la topolo$ie de C x (U) , 

l'ensemble K N C (U) est compact dans C (U) , et la restriction de 
a x x 

g C (U) est s.c.i. 
X 

2.12. Note bibliographique : l'article de base sur le syst~me (E E) est 

du ~ Ventcell-Freidlin ~3] , qui ~tudient essentiellement le cas o3 

O (x) est inversible (formule 2.9.(6)), bien que pour appliquer leurs 

r~sultats ~ la lettre, il faille se placer sur une vari~t~ compacte, ce 

qui revient g introduire des conditions parasites d'uniforme ellipticit~ 

et de bornitude sur les coefficients des diffusions consid~r~es. L'am~lio- 

ration technique que pr~sente notre m~thode n'est pas mince, car elle 
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englobe le cas des diffusions ~ g~n~rateur infinitesimal hypo-elliptiques 

et des vari~t~s quelconques (voir Chapitre V, plus has). Un coup d'oeil 

aux tentatives de Gaveau E2~ pour obtenir des r~sultats de ce type 

permettra d'appr~cier l'efficacit~ de notre approche. 

Le thgor~me suivant, qui g~n~ralise les rgsultats de Ventcell- Freidlin 

~3] , et en fournit une d~monstration nouvelle, justifie la terminologie 

"transform~e de Cramer" de (EE). 

2.13. Th~orgme : soit U un ouvert de ~n Sur U consid~rons le syst~me 

dynamique perturb~ 

(E g) d y~ = bg (y~) + E ~ (yt)d ~t 

o~ les champs de vecteurs b E et b = limb E , et le champ ~ de matrices 
E÷O 

(n, k) v~rifient les hypotheses (H I H 2 H3) de 2.2. Soit x ~ U tel que 
g 

Yo = x (P-p.s.). Soit ~x (U) l'espace topologique des trajectoires 

explosives ~ valeurs dans U U 6 , d~finies sur [0, ~ , issues de x 

(cf. d~finition 1.2). Soit A : {parties de ~ (U)~ ÷ [0, + ~3 

la fonctionnelle de Cramer du syst~me (Ee)E>O , d~finie par les formules 

2.9 (4) et 2.9 (5). Soit yE : ~ --~ ~ (U) la trajectoire(al~atoire) 
X 

du syst~me (E~). Alors pour toute partie A de ~ (U) on a 
X 

- A (A) ~ li__~m 2 log P (yE e A) ~ li---~ g 2 log P (yE C A) ~< - A (A) 

De plus, si pour les trajectoires issues de x , les temps d'explosion 

! T (yE) et T des syst~mes (E E) et Yt = b (yt) v~rifient T > I et 

T (yE) > 1 (P - p . s . ) ,  a l o r s  l e  r f i s u l t a t  c i - d e s s u s  r e s t e  v r a i  l o r s q u ' o n  

remplace l'espace topologique ~x (U) par l'ouvert C (U) de l'espace de 
X 

Banaeh C (~n) [cf. 1.2. pour les notation~ 
X 

Preuve : soit A une partie bor~lienne de ~x (U). Soit g e A tel que 

(g) soit fini, o~% est la transform~e de Cramer de (EE). D'apr~s 2.10, 
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il existe f ~ C ° (U) telle que ~ (f) = % (g) et B (f) = g (notations 2.10). 
X 

Par d~finition de la topologie de ~ (U) (cf. 1.2) il existe T < T (g), 
X 

T ~ I, et ~ > O tel que {h C ~x (U) I do, r (h, g) ~ 0} soit inclus 

dans l'ouvert A . Donnons-nous R > O, tel que R > X (g) = X (f). 

D'apr~s le thgorgme 2.4, il existe 

e on ait si yE = (e-p.s.), X 
O o 

> 0 et ~ > O tels que pour 
O 

P (do, T (gB, f) ~< (~ et do, T (yS g) > p) ~ exp (- R ' 2 )" 

ce qui donne 

p (yE 6 A) $ P {do, T (yg, g) ~ 0} > P {do, T (g8, f) ~ ~} - exp (- ~--) 

Mais d'autre part (proposition 11.3.6), on a 

lim g2 log P {do, T (g~,f) ~< ~} = - inf { ~ (~)I do, T (~,f) ~< c~} >/ -~(f) 

~u 

et - ~ (f) > - R , ce qui entralne finalement 

lim 
~÷0 

g2 log P (yg C A) ~- ~ (f) = -% (g). 

Prenons le sup. en g e A pour obtenir par d~finition de A (cf. 2.9 (5)) 

lim g2 log P (yg c A) $ - A (A). 
g+O 

Soit maintenant a fini tel que a < A (7). 

Posons K = {g ~ ~ (U) 1% (g) ~ a} a x 

C a = {f C C ° (JR k) I ~ (f) ~ a} 

D'apr~s la relation entre % et ~ explicit~e par la proposition 2.10, on 

a K a = B x (Ca). 

Le choix de a garantit K ~ A = @.Donc pour tout g ~ K , il existe a a 

Vg (U) tel que V N A = @ . Fixons un voisinage ouvert de g dans ~x 
g 

un nombre R > a. 
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Par d~finition de la topologie de ~x (U), il existe (cf. 

chaque Vg des nombres pg > O Tg E ~O, ~ , Tg < T (g) , 

tels que Gg = {h e ~x (U) I dO,Tg (h, g) $ Pg } 

• ~ C telle que g = B x (fg). soit contenu dans Vg Soit fg a 

1.2) pour 

D'apr~s le th~or~me 2.4, il existe g > 0 , ~ > O tels que g g 

si Fg = {f C C ° (~k) I do, T (f, fg) < ~g } 
g 

alors P {(~B ~ Fg) et (y~ ~ Gg)} ~ exp (- ~ )  , ce qui 

entralne P {(~B ff Fg) et (ye ~ Vg)} ~ exp ( - - - ~ ) .  

Les (Fg)g ¢Ka forment un recouvrement ouvert du compactkCa. On peut 

en extraire un recouvrement fini F ,..., F . Posons F = ~ F 
gl gk i=l gi 

e'fiv~nement {g B C F} N (ye ~ A) est figal 

U [ {g~ ~ F } ~ {yg ~ A} I , et par suite est inclus dans 
i gi 

i gi gi 

P { (gB C F)N (ye ~ A)} 

. On aura donc 

k exp (- ~) 
E 

pourvu que 

P (ye 

e ~ g A •.. A g . Ceci entralne 
gl gk 

A) ~< P {(eB e F) N (yg ~ A)} + P (eB ~ F c) 

~< k exp (- R ) + p (g~ ~ F c) ~2 

Comme F est ouvert, on a (proposition 11.3.6), 

ou 

lira 2 log P (CB C F c) = - A (F c) 
e-~O 

~u 

et donc ~ (A) = lira e 2 log P (y~ ~ A) 4 (- R) v [- A (FC)] 
e+O 

Puisque R > a et F c N C = ~ , le second membre est majorfi par (- a). La 
a 

relation ~ (A) ~< - a pour tout a < A (A), a fini, entra~ne alors 

CA) .< - A ( ~ ) .  
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Ceci ach~ve la preuve du rgsultat g~n~ral. Si les temps d'explosions 

sont tous plus grands que I, il suffit de relire la preuve ci-dessus pour 

constater que le r~sultat reste valable dans C (U). 
x 

2.14. Que!ques r~sultats voisins du thgor~me 2.13 : au chapitre V, nous 

gtendrons la validitg du th~or~me 2.13 au cas o3 U est une varigt~ 

diff~rentiable. D'autre part (voir Chapitre IV, § I) on peut dans une 

certaine mesure, pr~ciser l'uniformit~ des lim et iim de 
~-~0 ~+0 

2 
log P (y~ ~ A I Yo = x) quand x et A varient. 



CHAPITRE IV 

APPLICATION : GOULOTS DE SORTIE, STABILISATION 

DES EQUILIBRES PERTURBES 

I • 

I.I 

DEUX EST!~TIpNfi - ASYMPTOTIQUE UNIFOHR~S : 

H~poth~ses et0notations : Sur un ouvert U de~ n nous consid6rons 

le processus (y~) solution du module de petites perturbations (E g) 

v6rifiant les hypotheses (H 1H 2 H3)(ef. III 2.2 et III 2.3 dont 

nous reprenons syst~matiquement les notations). Nous poserons 

E E * 
px(y G o) = p(yg C .ly ° = x). Soit Qx' x G U le champ de formes 

quadratiques duales associ6 ~ (Eg)(cfo III 2.9). 

Pour S < T, nous d6finisons les espaces de trajectoires 

~S,T(U ) ~ o , ~ ,T(U), CS,T(U), CS,T(U) comme en III 1.2, III 2.2, 

mais en rempla~ant l'intervalle E0, I] par ES,T]. Pour 

g ~ ~,T(U) nous poserons 

1 fTAT(g) * ,) 
XS,T(g) = 7 -S Qgt(g t dt 

oh T(g) > S est le temps d'explosion de g ; si g ~ ~S,T(U) - ~ ~,T(U), 

nous poserons XS,T(g) = + m. 

I T 
Pour f e CS,T(fRk) nous poserons XS,T(f) = ~ fS Ift 12dr si 

f ~ C~T(~ k) et ;S,T(f) = + ~ si f @ ~,T(Nk). Enfin pour 

A c ~S,T(U), B c CS,T(IRk), nous poserons 

AS,T(A) = inf %S,T(A) X S (B) = inf ~S,T(B). 
g~ A ,T f~_. B 

Les propositions 1.2 et 1.4 ci-dessous sont model6es sur les 

deux r6sultats de base de Ventsel-Freidlin [53]. Nous les 

6tendons ici au cas des diffusions g g6n6rateur differentiel 

hypoelliptique et g temps d'explosion. Nous sugggrons au lecteur 
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1.2 

d'ignorer leurs preuves, qui reprennent avec une precision trgs 

technique des arguments utilis~s pour prouver le th.lll 2.13. 

Ces r~suitats seront cruciaux pour ~tendre le th. III 2.13 

aux varifit~s. 

Proposition : Considfirons le processus y£ solution du syst~me 

perturb~ (E £) sur l'ouvert U de[R n (voir I.I pour les hypothgses 

et notations). Soit %O,T la transformge de Cramer des(E £) sur 

Donnons nous un compact K de U et des nombres strictement 

positifs T, a, 0, N. 

les conditions 

Alors il existe £ 
o 

> 0 et r > 0 tels que 

(I) xe K; ge~O,T(U) ; ]go - x] ~ r ; g[0,T]C K ; 

%O,T(g) ~ a ; g ~ go ; 

entralnent 

(2) -%O,T(g) - N Sg21og Px{dO,T(yg,g) $ O} 

Preuve : D'apr~s la prop. III 2.10, pour g~ ~O,T(U) tel que 

o k 
%0,T(g) soit fini il existe fg~ CO,T~!R ) telle que 

(3) ~O,T(fg) = %O,T(g) et g = Bgo(fg). 

Donnons nous K~ T, a, 0, Net R = a + 2. Le th.lll 2.4 

fournit alors eo, r, ~ positifs stricts tels que 

(4) Px{do,r(e~,fg) ~ ~ et do,T(yg,g) > 0} ~ exp (- ~ ) pourvu que 
g 

x, g,e v~rifient (I). 

Posons C a = { f ~ .  Co,TqRk) t ~O,T( f )  ~ a } 

S o i e n t  f l  ' ' "  fN ~ Ca t e l l e s  que l e s  ~0,T] - t u b e s  o u v e r t s  V i d ' a x e  

f i '  de r a y o n  ~ r e c o u v r e n t  Ca. A p a r t i r  de n , T , V  1 . . .  VN, l e  

t h .  I I I  2 .13  f o u r n i t  e 1 > 0 t e l  que e ~  e I e n t r a ~ n e  
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AO,T(Vi ) - n ~ 82 log P(g~ ~ Vi) ; i = 1 ... N. (5) 

%0 E Ca, et donc Pour tout g tel que ,T(g) ~ a, on a fg 

f ~ V. pour un entier i convenable. Ceci entralne g ~ g 
g 

(6) AO,T(Vi ) 4 ~o,r(fg) = %0,T(g) 
g 

{C$ ~ V i } C {do,r(g~,fg) $ a } 
g 

De (5) (6) on conclut que ~ $ gl et %0,T(g) ~ a entra~nent 

(7) -%O,T(g) - N ~ 2 log P {do,r(~,fg) < ~ } 

De (7) (4) et (3) on d~duit que si g $ E ° A gl' et si x,g v~rifient 

(I) on aura 

(8) Px{dO,T(yE,g) ~ 0} > Px{do,r(Yg,g) ~ 0 et do,r(gB,fg) < ~ } 

I ~%0,T(g) + ~ - exp (-~) exp - -~ 
g 

Le second membre de (8) s'~crit, en posant % = %O,T(g) ~ a, 

~exp ~-exp -R+2%--+2~]ex p - ~ (% + 2~) 
E E g 

I 
et est donc minor~ (puisque R = a + 2) par exp - --~ (~ + 2~) 

E 
pourvu que l'on assure N $ 1 et 2 ~ ~, ce qui prouve la prop. 1.2. 

Lemme : (hypothgses et notations de I.I) Pour tout compact K de 

U, le temps 

0 K = inf{T(g)IglOo, (U), go ~ K, g~ = b(g t) pour tout tE ~,T(g) E 

est positif strict. Pour tout temps fini S tel que 0 ~ S < eK, le 

nombre 

~K,S = inf{%o,s(g) Ige~o,s(U)' goG K, T(g) ~ S } 

est positif strict. En particulier, pour tout A < ~K,S' les 

conditions 

{g~o,s(U), go G K, %O,S(g) $ A} impliquent {S < T(g)}- 

Preuve : Pour x~ U posons f(x) = T(g)o~ g est la solution maximale 

' = b(gt) issue de go = x. D'apr~s la prop. III 2.3, f est de gt 

~videmment s.c.i, sur U, et positive stricte. Sa borne inf~rieure 

sur le compact K est atteinte, et done positive stricte, ce qui 

prouve OK ~ O. 
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Comme Test S.Coi. sur ~O,s(U), l'ensemble G des g telles 

que go ~ K, T(g) ~< S est ferm~ dans ~O,s(U) o Les propri~t~s de 

s.c.i, et compacit~ de %0,S montrent que %0,S atteint sa borne 

inf~rieure ~K,S sur G, en un point g ~ G. Si on avait 

T %0,s(g) -- 0, g serait solution de gt = b(gt) sur E0,T(g)~ et 

par suite on devrait avoir r(g) >~ @K > Sce qui contredit g ~ G. 

Donc ~K,S = %0,S (g) > 0. 

Proposition : Considgrons le processus y~ solution du syst~me 

perturbs (E g) sur l'ouvert U de~R n (voir I.! pour les hypotheses). 

Soit %0,T la transformge de Cramer de (E g) sur E0,T~. Donnons nous 

un compact K de U et des nombres T, A positifs tels que les 

conditions {g~ ~0,T(U), go ~ K, %0,T(g) ~< A} impliquent T < T(g) 

(cf. lemme 1.3). 

Alors pour tout p > O, N > O, il existe g > 0 tel que les 
O 

conditions 

(I) ~.< ~o ; a~< A ; x~ K 

entr a~nent 

(2) Px{d0,T(yC,g) >i p pour tout g~ ~0,T(U) v:rifiant %0,T(g) ~< a, 

go = x} ~< exp (~ + ~) 

Preuve : Pour L ~ U posons 

F(A,L) = {ge ~0,T(U)[%0,r(g) ~< A, go~_~ e } 

Par hypoth~se g~ F(A,K) force T < T(g). Si l'union des g([0,T~) 

pour g ~ F(A,K) n'~tait pas relativement compacte, il existerait 

gn ~ P(A,K) et tn~ [0,T] tels que gn(tn) sorte de tout compact. 

Par extraction d'une sous suite, on peut supposer que 

gn--> g ~ F(A,K), d'o~ T(g) > T ; 

mais alors (cf. III 1.2) gn convergerait uniform~ment vers g sur 

[0,T~, ce qui contredirait l'existence des t n. Ainsi il existe un 

compact M tel que gE0,T~ C M pour tout g E. F(A,K). 
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Fixons a ~ Aet R = a + 3. Le th.lll 2.4 montre l'existence 

de go' e positifs strict tels que les conditions 

(3) E ~ E ° ; x ~ K ; g = Bx(f ) ; X0,T(g ) ~ A 

entra~nent 

(4) Px{d0,r(g~,f) ~ ~ et do,r(yE,g) ~ 0} ~ exp (- ~) 
E 

Consid~rons le compact C a = {f ~ C0,T~I~k) I~0,T(f) ~ a} 

Les [0,T] tubes ouverts Ff d'axes f et de rayon ~ forment un 

recouvrement ouvert de C . On en extrait un recouvrement fini a 

F l ,  . . . ,  F N d e  C a , a v e c  F i = F f .  , e t  f i @  Ca.  En p a r t i c u l i e r  
1 

si gi = Bx(fi)' on a X0,T(gi) ~ a, d'apr~s la prop. 2.10. Posons 

F= U F. 1 
I~ is N 

M(x,a) = {hC~o,T(U) Id0,T(h,g)$ p pour tout g tel que go = x 

et %0,T(g) ~ a } 

Alors comme dans III 2.13 on a en notant M = M(x,a) 

{y~M} c {~ ~ F} u [{~ e F} n {ye ~ M}] 

d E 
= {E~ ~ F} U U [{gB e F i} n { O,T(y ,gi ) >I 0}~ 

1.<i.<N 

De (3) (4) on conclut alors que pour E ~< go' x ~K on a 

(5) Px(y ~ M) 4 P(E~ ~ F) + N exp(- ) 
E 

Comme F c est un fermg disjoint de C on aura 
c 

lim E 2 l o g  P ( g ~  F)  = - ]~O,T(F c )  ~< - a 
~÷0 

E t a n t  donn@ n ~ ] 0 , 1 2  i l  e x i s t e  d o n e  E 1 > 0 t e t  q u e  ~ ..< c I e n t r a ~ n e  

P ( c B  ~ F)  4 e x p ( -  --a 2 ÷ rl--2). F i n a l e m e n t ,  g r a c e  a ( 5 )  e t  ~ R = a ÷ 3 ,  
E E 

on voit que g ~< e ^ E x ~ K impliquent 
o IJ 

(6) Px(YE~M) ~< exp(- ~2 , 2~)Eexp(_ n_2), N exp(-~2)] 
g E 
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t.5 

d'o~ g2 > 0 tel que xC K, g < e 2 entra~nent 

a 2q 
(7) Px{ygC M(x,a)} ~ exp(- --2 + -~ ) 

Pour le moment g2 ~ de a~ A. Appliquons (7) aux valeurs 

= kq, k = I ... [~] , ce qui nous fournit g3 > 0 tel a que 

$ e3 et x C K garantissent pour k = ] .... [~] 

kq 2q 
(8) Px{y gC M(x,kq)} $ exp (- -~ + -7) 

g 

Soit alors a quelconque dans [0,A] ; choisissons k tel que 

kq ~ a ~ (k+1)q. On a alors 

M(x,a) c M(x,kq), done pour ~ ~ g3' x ~ K, a ~ A, (8) implique 

px{yg kq 2~ 3~2 
g 

ce qui prouve la majoration (2) annonc~e. 

: Lorsque les temps d'explosion des solutions de 

I zt = b(zt) + O(zt) f't sont toujours plus grands que T d~s que 

o (R k) les gnonegs 1.2 et 1.3 se simplifient l~g~rement ; f ~ CO, T 

ce cas correspond R la situation consid~r~e par Ventsel-Freidlin 

qui prenaient ~ inversible , U vari~t~ eom~aete et done avaient 

des temps d'ex~losion t ou$ours infinis. 

Corollaire : (hypothgses et notations de I.I) Considgrons le 

g 
processus y solution du syst~me perturb~ (E e) sur l'ouvert U de 

R n. Soit AO, T la fonetionnelle de Cramer de (E ~) sur [O,T]. 

Donnons nous un compact K de U, et des nombres J > O, T > 0 tels 

que les conditions 

{g e ~0,T(U), go ~ K, ~0,T(g ) ~ J entra~nent T < T(g) 

(cf. Lemme 1.3). 

Alors pour tout q > 0 il existe go > 0 ayant la propri~t~ 

suivante : 
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Quel que soit la famille Fx, x ~ K, de bor~liens de (-O0,T(U), 

quels que soient x C K ete .< ~0' on a, en notant F = U F x 
x~K 

! 
Px(yg~ Fx) ~< exp [- 72 rain(J, A0,T(F)) + ~2 ] 

Preuve : Fixons a = min [J, AO,T(F)~ - n. L'ensemble F(a,K) 

d~fini plus haut en 1.4 est alors compact et disjoint du ferm~ F. 

Comme a ~< J, on a par hypoth~se sur J, T < T(g) d~s que 

g e F(a,K). Soit 0(g,r) le [0,T] - tube ouvert d'axe g et de 

rayon r. Pour g ~ F(a,K), il existe rg tel que O(g,2rg) soit 

disjoint de F. On recouvre F(a,K) par 0. i = I ... N o3 
i 

0 i = O(gi,rgi). 

Soit p = inf (rgi, i = ! ... N). Alors pour tout f ~ F, 

h ~ F(a,K) on aura d0,T(f,h ) >~ p. Ceci fournit les inclusions 

(yE~Fx) c (y%F) c {d0,T(yC,g ) >~ p pour tout g~ r(a,K)} 

c {do,T(yg,g ) >I p pour tout g ~ F(a,x)} 

ce qui prouve le corollaire, gr$ce g la prop. 1.4. 

2. TEMPS ET GOULOT DE SORTIE DU VOISINAGE D'UN EQUILIBRE STABLE 
(D'APRES VENTSEL-FREIDLIN) ~: ...................... 

2.] Le~robl~me : Sur un ouvert V de ~n on ¢onsid~re le systgme 

' = b(Yt), o3 best un champ lipschitzien (localement) dynamique Yt 

sur V. On se donne un point d'~quilibre 0 ~ y pour le syst~me 

(i.e. b(0) = 0), qu~ l'on suppose stable au sens suivant : 

il existe un ouvert U contenant 0, tel que ~ soit un compact 

d e V, et tel que route tra~ectoire du Syst~me issue de x ~ U t ende 

vers 0 quand t ÷ +=o, sans sortir de U. 
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Nous supposons que U est ~ bord r6gulier et que pour tout 

~:Ut le champ b(x! est striq~tement "rentrant" (i.e. 

<b(x), n(x)> > 0 o~ n(x) est la normale ~ SU orientge vers 

l'int~rieur de U). 

Ce syst~me est remplac~ par un systgme perturbg (E £) 

dy t = b(y )dt + ~ O(Yt)d~ t 

o~ o(y) est inversible (n,n), de classe un et £ est petit ; $ est 

un Brownien n-dimensionnel. 

g 
Pour chaque e > 0 et x~ U, le temps de sortie XU de U pour y 

est P - p.s. fini. En effet la fonction Px(%U = +co) est h ~- 
.... = =  X - - 

A s harmonique dans U, tulle sur ~U, avec g~n~rateur diff~rentiel 

du processus Yt' Elle est doric tulle partout sur U. 

II s'agit de d6terminer en quels points de Use fair la sortie 

de U pour (y~), et quel chemin suit y~ pour sortir de U, quand 

g÷0. 

Convention : Nous pouvons toujours modifier les champs bet 

en dehors d'un voisinage W compact de ~ de telle sorte que bet o 

soient d~finis sur ~n entier, aient les m~mes propri~t~s de 

r6gularit~ locales, et soient born6es sur ~ n. Ceci ne change pas 

le processus induit sur les voisinages ouverts de ~ contenus dans 

W. On peut donc sans perte de g~n~ralit~ supposer que V =~n, que 

le temps d'explosion du processus Yt est infini Px - p.s., et que 

~0 ,T (f) si < +~, les solutions maximales de z t = b(zt)+ ~(zt)f ~ 

n'explosent pas sur [0,T~. 

D6finitions : Appelons orbite du syst~me initial (E °) l'image dans 

~n de n'importe quelle solution maximale de y~ = b(Yt). Appelons 

ensemble ~-limite A toute partie A de~ n telle que pour chaque x~ A, 

il existe une solution Yt de (E °) v6rifiant lim Yt = x pour 
+~ n 

une certaine suite t ~ ~. 
n 
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2.3 Lemme (cf. [5~) : Soit K une pattie compacte de ~n, ne contenant 

pas d'ensemble ~-limite. Ii existe alors a > 0, b > 0 tels que 

pour tout T ~ 0, les conditions g ~ CO,T ~n) et g~OT] c K impliquent 

XO,T(g) ~ aT - b 

Preuve : Soit Yt la solution de (E °) vgrifiant Yo = v, oh v C K. 

Si le temps de sortie de K pour Yt' not~ TK(V) ~tait infini, K 

contiendrait un ensemble ~-limite ; par suite TK(V) est fini. 

D'autre part, les solutions de (E °) gtant fonctions continues de la 

donn~e initiale v, uniform~ment sur les compacts de E0, +~5 on voit 

facilement que v ÷ TK(V) est une fonction s.c.s. Le maximum 

de cette fonction sur le compact K est donc atteint, et par suite 

fini. 

n g [0,2~] K} ferm~ dans L'ensemble A = {gC C0,2~(~ ) I c est 

n 
C0,2~(~ ). Supposons que %0,2~ ne soit pas identiquement infinie 

sur A. n'ensemble A ~ {g~ C0,2~(~ n) 1%0,2~(g) < u} est alors 

non vide pour u assez grand, et compact (remarque IIl 2.11). 

Comme (cf. IIl 2.11) %0,2~ est s.c.i, sur C0,T~Rn) , on voit que 

%0,2~ atteint son minimum sur A en un point y ~ Ao 

Si %0,2~(y) ~tait nul, on aurait (prop. 2.10) 

Yt' = b(Yt) + ~(Yt)ft p.p. en toO f't = 0 p.p.t. Comme la solution 

y de (E °) issue de Yo vgrifie aussi cette ~quation, on aurait 

Yt m yt o Puisque Yo ~ K, ceci entra~nerait TK(Yo) ~ ~, ce qui 

contredirait yE0,2~] ~ K. Par suite ~O,2~(~) = a > 0 et Qn a 

k0,2~(g) $ a pour tout g ~ A. 

Soit maintenant T > 0. Prenons k entier tel que ks ~ T < (k+l)~. 

Si g[O,T~ C K, on aura 

%0'T(g) ~ j~k %(j-l)~,j~(g) > ka > a(~r - I) 
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2.4 Lemme : (cf. [59) Soit K une partie compacte de ~n ne contenant 

d'ensembles w-limite. Soit r~ le temps de premiere sortie de pas 

K pour le processus Yt" Ii existe des constantes a > 0, b > 0 

telles que : 

tout T > 0, on peut associer g > 0 tel que les conditions 
o o 

T ~ To, xC K ete ~ g impliquent 
o 

e aT-b 
Px(TK ~ T) ~ exp( - ~ ) 

C n Preuve : L'ensemble A = {g 6 0,T (jR) I go ~ K, TK(g) > T} 

est d'apr~s 2.3 disjoint du compact 

C = {g~ C0,T(~ n) 1%0,r(g) $ aT - 2b et go ~ K} 

pour a > 0 b > 0 comme en 2.5. Comme A est ferm~ il existe O > 0 

tel que A soit disjoint de tout [0,~ - tube d'axe g~ C et de 

Afortiori A est inclus dans l'ensemble B des h~ C0,T~E~ n) rayon 0. 

n telle que qui v~rifient d0,T(h,g) ~ O pour tout g 6 C0,T~R ) 

%0,T(g ) $ aT - b, go 6 K, Ig ° - x I $ r (o~ xe K etr > 0 sont 

fixes quelconques). Ii suffit d'appliquer la prop. 1.3 pour 

> 0 tel que pour T 6 To, x ~ K, e ~ e conclure g l'existence de go o 

on air 

A) 4 ~ B) 4 exp[- + Px(Y 
g £ 

o~ N > 0 est fix~ arbitrairement, ce qui prouve le lemme. 

2.5 Lemme : Pour route partie compacte K de £R n, il existe un nombre 

C > 0 tel que pour tout x,yC K il existe un temp T et 

g~ C0,T([Rn) tels que go = x, gT = yet %0,T(g) ~< C Ix-yl 

Preuve : Ii suffit de poser gt = x + ~ (y-x) et T = Ix-yl. 

, ~(gt )-! b(g t) Alors gt ' , et restent born~s en norme, de sorte que 

qgt(gt) ~< ere pour t~ [0,T], ce qui prouve le r~sultat. 
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2.6 

2.7 

2.8 

Corollaire (cf. [5~) : La fonction Vu(x,y) dgfinie sur U x U par 

Vu(X,Y) = inf{k0,T(g) I go = x, gr = y' g[O,r[ c U, r>0 arbitraire } 

est finie et localement lipschitzienne sur U x U. 

Une hypoth~se simple pour l'~tude du goulot de sortie : 

Pla~ons nous dans la situation d~erite en 2.]. 

Posons V ° = inf V~n (0,y) = inf VU(0,y). Nous supposerons 
y ~  8U yC ~U 

l'existenced.'une unique fQnction T: ]-~' O~ _~n telle que 

~o = Yo ~ 3U, ~]-~, 0It U, lira ~t = O, V ° = V(Yo) = % o%0(~). 

Une telle f?nction ~ existe tou~our.ss grEce ~ la s.coi, de %S;T 

et ~ la compaeit~ de {g[kS,T(g ) $ a} (voir ~ ou bien le lemme 

2.8 plus has pour une preuve precise). Ii se peut que ~soit en 

fait constante ~gale g 0 pour t E ]-~,S~ avec So < O, mais ce 

n'est pas toujours le cas (voir ~). L'hypothgse d'unicit~ par 

contre n'ast pas toujours vgrifi~e. Elle facilite l'intuition, 

mais n'est pas essentielle (voir Azencott-Ruget ~3] qui, dans 

une situation ~ priori plus retorse, gvite cette hypothgse, ce qui 

amgne ~ formuler les r~sultats de fa~on un peu diff~rente). 

Toutes les fonctions consid~r~es seront ~ valeurs dans ~n, et 

continues sur leur intervalles de d~finition. 

Nous d~finirons la translat~e.(dans l.e temps) 8th d'un~e 

fonction h : [R +[Rn ]~_r @th(u) = h(u+t). 

Nous noterons TA(g) = inf{tlg t ~ A} le temps de premiere sortie 

d_~e A c [R n, e~t T A la v.a. A(y E) correspondant$ associ~_e au processus 

g 
y . 

Lemme ; (cf. [53]) Hypotheses de 2.1, 2.7. Soit ~ :]-~o,0E+ U 

un chemin minimisant % oo, 0 et joignant 0 ~ Yo ~ ~U; soit 
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Vo = %_~o,0(~))._ Alors pour tout r > 0 il existe ~ > 0 tel que 

les relations (I) et (2) 

(I) f C C0,r(~n) , r > 0, Tu(f) ~ T, fo = 0 

(2) d_T,0(@Tf,~o) ~ r 

entrainent k0,T(f) ~ V ° ÷ 

Preuve : Si le lemme n'~tait pas vrai, il existerait une suite 

~k > 0 tendant vers 0, une suite de temps T k > 0 et une suite de 

fonctions gk~ C0,Tk~R n) telles que 

%0,Tk(gk) k (3) Tu(g k) ~ T k ; ~ Vo + ~k ; go = 0; 

(4) k -~°lim H_T k,O(eTk gk, ~) = 0 

Posons fk = eTkgk ' de sorte que fk est d~finie sur E-Tk,0]. 

k = 0 Prolongeons fk en fonction continue sur ]-~, 0], en posant ft 

pour t $ -T k. 

Pour N fini fix~, les %_N,0(f k) restent borngs par (V ° + sup ~k ). 
k 

II existe donc une fonction continue h N sur [-N,0~ et une suite 

extraite (encore notge fk) eonvergeant uniform~ment vers h N sur 

-N, 0]. Ceci entra~ne 

%_N,0(h N) ~ lim k $ k-~o N'o(fk) V 
o 

Recommencons des extractions successives de sous suites pour 

N = I, 2 ... Par le proc~dg diagonal classique on obtient 

finalement une sous suite (toujours notre fk) qui converge 

h N [-N,O~ pour tout N. Alors les h N sont uniform~ment vers sur 

~videnmaent les restrictions ~ I-N,0] d'une m~me fonction h 

continue sur ]-~,0~. De plus on a 

% o%0(h) = lim %_N,0(h) = lim k_N,0(h N) < V ° 
N÷oo N-~oo 
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Soit B rune boule ouverte de rayon r ~ ~o petit, de centre 0. 

Puisque % oo,0(f k) est borne, le lemme 2,3 montre l'existence de T=T(r) 

tel que fkE-a,~ c ~-B entra~ne a < T. Ii existe donc une suite 
r 

t k Hans [-2T,~ telle que fk(tk) C Br° On peut joindre (lemme 2.5) 

le point 0 ~ tout point de B r par un chemin continu g pour lequel 

% est major~ par Cr0 En suivant un tel chemin de 0 ~ fk(t k) (sur 

un intervalle de temps fini) puis fk de fk(t k) g fk(0) on obtient 

un chemin h : [-S,O] ÷ U tel que %_S,0(h) ~ Cr + % 2r,o(f k) et qui 

atteint ~U au temps O. Par suite 

Vo ~ %-S,O (h) ~ Cr + %_2T,O(f k) 

et done 

% co _2T(f k) = %_~,o(f k) -%_2T,0 (fk) ~ Vo+~ k - (Vo-Cr) $ ~k+Cr 

' = b(y t) partant de 0 et Ii n'existe pas de trajectoires de Yt 

atteignant ~B en temps fini. Par des arguments d~j~ utilisgs au 
r 
O 

lemme ].3, on en d~duit qu'il existe a ° > 0 tel que %(g) >i a ° pour 

a o 
tout chemin g joignant 0 ~ 8B en temps fini. Prenons Cr ~< -- 

r 3 
O ao 

et k assez grand pour que ~k ~< -3-- ' ce qui donne 
2a 

o Ceci montre que fk~ -°° ~._oo _2T(f k) ..< . -3- .  , ,-2T 3 c B r , ce qui 
O a 

entra~ne imm~diatement h °%-2 c ~r oh r = T(r), Cr ..< ~- . 
O 

On en conclut d'abord (r °gtant quelconque) que h(t) + 0 quand 

t ÷ -o% Puisque %_oo 0 (h) = V o, l'unicitg de ~minimisante entra~ne 

~O = h. Des relations fk~-oo,-2T] c Br ' h~-oo,-mT~ c B r , et fk h 

o k o 
uniformgment sur~-2T,O] on dgduit que f converge vers h = ~O 

uniform~ment sur ~-°°,0~, ee qui contredit (4) et prouve le lemme. 

2.9 Mise en place d'un tube et de deux barri~res : 

ELa situation est celle de 2.1, 2.~. Donnons nour r > 0 petit 

arbitraire. Determinons alors ~ > 0 tel que le lemme 2.8 s'applique 

r et ~. 
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Soit B+ une boule ouverte de rayon O $ ~ ; 

arbitraire posons 

Pour S > 0 

(I) F(S) = {g~ CO,S(~ n) ITu(g ) ~ S, go ~ ~+ , d_S,O(OSg,~D) > r } 

n 
L'ensemble F(S) est ferm~ dans CO,s~R ). 

Soit g~ F(S). Si go = 0 on a %0,s(g) ~ V ° + ~ d'apr~s le 

lemme 2.8. Si go ~ O, posons 

h(t) = t go 

(go) 

h(t) = g(t-lgol ) 

pour 0 ~< t ~< Igol 

pour Jgol t S + Igol 

On a alors %0,S+igoi(h) ~ Cp + %0,s(g) 

(o~ C est une constante), et h(O) = O, Tu(h) $ S + igol 

l 
Prenons p assez p e t i t  pour que Cp ~ . T ~ ;  s i  XO,S(g) f i t a i t  

l s t r i c t e m e n t  p lus  p e t i t  que Vo + ~ ~ '  on a u r a i t  

%0,S+Igol(h) < V ° + ~, et donc d'apr~s le lemme 2.8, 

en notant R = S + Igol 

d R,O(@Rh,~) < r 

d'o~ ~ fortiori d_S,0(0Rh,~) < r, ce qui puisque eRh et 0sg 

coincident sur E-S,~ contredit g~ F(S). 

Par suite on a 

O,S(g ) + I (2) % >i V ° ~ ~ pour tout g ~ F(S), tout S > 0. 

Nous prendrons O assez petit pour que tout segment de droite 

issu de ~ et de longueur moindre que 20, parcouru g vitesse I soit 

un chemin g tel que %(g) ~< ~- . 

! 
La fonction ~ est uniform~ment holderienne d'ordre ~- sur ]-oo,0] , 

car ~O' est dans L2° Sic est la constante associ~e, nous 

imposerons aussi (20 + c~) suffisamment petit ce qui sera prgcis~ 

plus bas. 
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Fixons d~sormais le rayon P de la boule B+. La trajectoire ~O 

~tant minimisante ne repasse gvidemment pas par 0 dans l'intervalle 

de temps [TB+(~O ),~. Ii existe donc une boule ferm~e ~ de centre 

0 disjointe du compact ~([TB+(~O ),~). 

Fix ons une telle boule B_, telle que ~_ c B+. Puisque le 

compact ~ - B_ ne contient pas de points e-limite (par hypoth~se), 

le lerame 2.4 montre l'existence de T 
o 

~ ~o' x ~ - B_, T > To, on ait 

(3) Px{yg([0,T]) c ~ - B_} ~ exp ( - - -  

Enfin pour T ~ Tl, on aura 

> 0, e > 0 tels que pour 
o 

V + I 
o 

2 ) 

(4) ~D t ~ B+ pour t ~ -T 

Choisissons T = T I v To. bans tout le paragraphe suivant les 

nombres ~, r, P, T, go' les boules B+, B_ resteront fixes comme 

ci-dessus. 

2.10 Etude du segment terminal de y 

Dgfinissons les temps d'oscillations successives entre B+ e_~t 

B par 

o 
Y+ = l~re sortie de B+ 

| o 
q_ = ]~re entree dans B_ aprgs T+ 

n n 
T+ = 1~re sortie de B+ aprgs q_ 

n+l_ = l~re entree dans B_ apr~s T~ 

Soit ~ le dernier entier n ~ 0 tel que T~ < T U qui existe et est 

fini d~s que {T~ < T U ; ~U fini}(il s'agit ici de trajectoires 

continues, tant pour les processus que pour les "chemins" oonsid~rgs 

~ventuellement). Nous poserons v= +~ si T~ ~ T U ou si T U est infini. 

Le se~ent terminal d'une trajectoire yE sera not~ segter (~) : 
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• T ~ + T] ~ translatge par T ~ c'est la restriction de yE ~ [+, + +, 

y~ ~0,T] c'est ~ dire segter y = restriction de ~T+ ~ 

,T~]~ n) La variable aleatoire segter y est g valeurs dams C O , et 

dgfinie sur {~ fini}, fix~e arbitraire sur {~ infini} ° Lorsque 

< ~l} est inclus dams Yo = x~ ~B+, l'~v~nement {T < TU - 

{yg~O,T] c ~- B_} et donc d'apr~s 2.9 (3) 

V + 1 
(I) Px{T < T U < DI}_ ~< exp ( o 2 ) 

pour x ~ SB+, ~ ~< g [Toutes les probabilitgs P concernemt le 

E g 
processus Yt ~ Yo = x~ 

Notons r le D,T~ - tube ouvert d'axe @_T ~ et de rayon r, c'est 

dire l'ensemble des fonctions h d~finies au moins sur EO,T~ , 

valeurs dams [R net telles que l h t - ~Ot_Tl< r pour t ~ EO,T~ 

E 
Pour Yo = x~ SB+, avecla notation 2.9 (I), on a l'inclusion 

(2) {T U < ~]l_ ; TU ~< T ; ye~ r} ¢ {Y~o,T] eF(T)} 

n 
Mais F(S) est ferm~ dams CO,s([R ) et vgrifie, d'apr&s 2.9 (2), 

710,S (S >I V ° + ~ ~. D'aprgs le cor. 1.5, o~ l'on pose T] = ~ , 

= + 3~ > 0 tel que g ..< E l, x ~ 5B+ V ° ~-- , on peut donc trouver g i 

entraTnent, en tenant eompte de (2), 

V 
(3) px{T U < I_ ; TU -~ r ; yg ~ r} .5< exp ( o2 ~ ) 

g 4g 2 

L'~v~nement E = {T U < I}_ est inelus dams 

E n ~(T U > T) u (T U ~< T ; yg~ r) u (yC~ r)] 

A e x ~ DB+ de sorte que (I) et (3) entrapment pour e-.< ~o I' 

V + I  V 
o .... ~ ) 

(4) P (E) ~< exp(- ~-- ) + exp(- --~ - + P {E n (y~6 r)} 
x E ~ 492 x 

Gr$ce ~ 2.9 (4), on peut trouver un chemin ~ tel que ~ = x, 
o 

~SI = ~-T ' S1 ~ p' et %0,SI(~) ~ ~-~ . On pose ~Sl+t =~-T+t 

pour 0 ~ t ~ T ; p u i s  on p r o l o n g e  ~ s u r  ~r+S1,  S~ p a r  un p e t i t  
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segment de droite sortant de U et atteignant un point ~ distance 

2p de 3U, en s'assurant que S - T ~< 3p et IT+SI,S(~ ') ~< ~ . On 

a alors %0,S(~) ~< V ° + ]-~ Un calcul simple montre que 

d_T,0(ST~,~ ) est major6 par la somme de 2p et de l'oscillation 

maximale de ~ sur un intervalle de longueur p, donc (puisque ~' 

est de carr6 int6grable sur ]-oo,0~) par 2p + c/~ o~ la constante 

ne dgpend que de ~. On peut toujours supposer qu'au moment du 

r 
choix de B+ , on a impos~ 2p + c~ ..< ~ . Par suite, tout chemin 

g appartenant au ~0,S] - tube ouvert d'axe ~ et de rayon inf6rieur 

r 
7 v6rifiera g ~ Fo D'autre part par le choix m~me de B_, le 

compact ~ ~T B (~),0~ est disjoint de B_ Ii est slots clair 
+ 

que si 2~ + c/p est suffisamment petit, le chemin ~ et tout chemin 

g appartenant gun E0,S~ - tube d'axe ~ suffisamment ~troit 

v6rifiera Tu(g) < I_ (g). Le rayon d'un tel tube peut ~tre choisi 

ind~pendant de x ~ SB+, bien que ~ d~pende ("peu") de x. 

La prop. 1.2 montre alors l'existence de ~2 > 0 tel que 

x ~ ~B+, g ~< ~2 impliquent 

~0,S (~) V o ~ ) 
(5) Px{E n(yg6F)} >i exp(- 2 + ~) >w exp (- g2 -- 

g 32g 2 8g 2 

De (4) et (5) on dgduit pour xC ~B+ g ~< Eo A gl A g2 = ~3 

V 
o ..... "~ ) ~I + 2 exp (- --~ )] 

(6) Px(E)~< exp (- F 8~ 2 8~ 

d'o~- pour  x C 3B+, e-..< ~3 

(7) q Px(TU < Bl)_ ~< px(T U < I_ ; Y~C F) 

avec q = ] - 2 exp ( - ~  ) 
8e 2 

Posons Yn = y~ La propri6t6 de Markov forte, en espace 
rl 

T + 

t emps ,  mon t r e  que l a  v a r i a b l e  a l 6 a t o i r e  

-- p < D 1 ~C 
(8) Z n Yn (Tu - ; y F) 

s ' g c r i t  a u s s i ~  s u r  t ' e n s e m b t e  T n+ < ~C U , 
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n+l  I ~  
(9) Z n = PEsegter y~ r ; T: < T U < n_ n 1 

T + 

o~ v n +° est l'alg~bre des ~v~nements antgrieurs ~ T n 
T + 

De (7), (8) et (9) on d~duit, sur {T~ < T U} 

(I0) PEsegter yC~ r ;  ~ = n I ~ n ]  ~ q P 
T Yn + 

Mais on a sur {T~ < T U} 

(TU < ql_ ) 

(II) P < I) = P(T~ < T U < n*l I~ n = 
Yn (TU - - T ) P(~ = n I ~Tn ) 

+ + 

De (10)  e t  (11)  on d g d u i t ,  en  p r e n a n t  t e s  e s p g r a n e e s  , 

PzEsegter y~ F; ~ = n 1 ~ q P (~ = n) g 

pour tout z ~ U, tout n ~ O. En sommant surn on obtient pour 

z C U, ~ ~ g3' 

(12) Pz(segter yg~ F) ~ q Pz(~ fini) 

L' f iv~nement  {~ = -~}  e s t  P - p . s .  f iga l  ~ (T U < T :}  . Done s i  
z 

z ~ B+ on a P (~ fini) = I. 
z 

Si  z G U - B+ i l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que 

o cte 
Pz(Tu < T+) ~ e x p ( -  - - -7  ) off l a  c o n s t a n t e  e s t  p o s i t i v e  s t r i c t e  

E 
et dgpend de z g priori. Dans tousles cas (12) donne done pour 

z~ U, g ~< e 3 

ete 
(13) Pz(segter y~C F) >i 1 - exp (- ----~ ) 

g 

En p a r t i c u l i e r  l i m  P ( s e g t e r  y r )  = 1. 
z 

g - + 0  
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2. I ]. Reformulation du r~sultat 

Comme plus haut, soit Fle [0 T~ -tube ouvert d'axe @-T ~ ' de rayon r , 

et soit Ple rayon de B+ . Soit V la boule de centre 0 et de rayon (2a+p). a 

Montrons que 

(1) pour tout a > O, il existe r > O, T > 0 tels que r .< r et T > T 
o o o o 

g ~ F , go ~ ~ B+ , T U (g) ~< T entra~nent 

[gs+Tu(g ) - ~Os+-Yu(t~) I ~< a pour tout s tel que 

T V (g) ~< s + Tu(g) ~< Tu(g ) ; 
a 

En effet, notons d'abord que par convention, nous avons TU(~) = O. 

Soit W un voisinage ouvert r~gulier de 0 tel que Wc U et I x-yl >~ a l 

pour x e ~U, y ~ ~W. 

Pour tout a 2 > 0 , on peut trouver a! et W pour garantir 

TU(~) - TW(~) ~< a 2. 

Pour g C F , on a I g ETu(g)] - ~ [Tu(g) - T~] < r , et donc 

Yu(g) - T >i TW(~) si r < a I , ce qui entralne 0 >i Tu(g) - T >i - a 2. 

Pour tout a 3 > O, on peut trouver a 2 assez petit pour que l'oscillation 

de ~ sur les intervalles de longueur a 2 soit major~e par a 3. On a alors 

pour t ~< O, I tl ~< T - a 2 

[gt+Tu(g) - ~t I < [gt+Tu(g ) - ~t+Tu(g)_ T [ + [~t+Tu(g)_ T - ~t I 

ce qui est major~ par r + a 3 , gr$ce ~ g E F . Pour tout a 4 > 0 , fixons 

a 3 et r assez petits pour que r + a 3 < a 4. On a alors l'in~galit~ (I) 

annonc~e, pour les temps s + Tu(g ) v~rifiant 

2 a 2 ~< s + Tu(g ) ..< Tu(g ) 

Ii est facile d'en d~duire que, si l'on a pris T assez grand pour que 

T v (~) >~ - T + 2 a 2 , on aura pour a, a 5 convenables l'in~galit~ (1) 

a 5 

sur T v (g) ~< s + Tu(g ) ~< Tu(g ). 
a 
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On peut donc formuler le rgsultat de Ventsel et Freidlin sous la 

forme suivante, "interne" ~ U ce qui est utile pour rendre caduques les 

conventions adopt~es sur le comportement des coefficients en dehors de U. 

2.12. Th~or~me (Ventsel-Freidlin ES~ ) : Soit U un voisinage tr~s r~gu- 

lier d'un point d'~quilibre stable pour le syst~me dynamique y~ = b (yt) 

(hypotheses 2.1, 2.7). Soit %S,T la fonctionnelle de Cramer associ~e au 

syst~me perturb~ (Eg). On suppose l'existence d'une unique 

: ]-oo, OE --~ U joignant 0 g 8U et minimisant %. 

Soit K un voisinage compact arbitraire de 0 dans U, et soit ~K le 

t emps  de d e r n i ~ r e  s o r t i e  de  K a v a n t  T U. C o n s i d f i r o n s  l ' f i v g n e m e n t  

E = {lYt+Tu(yg ) 8  - ~t I 4 r pour aK(y~) 4 t + Tu(YS) ~ Tu(yg) } 

A l o r s ,  p o u r  t o u t  r > O, p o u r  t o u t  z C U, P (E) t e n d  v e r s  1 ( v i t e s s e  
z 

cte .~ 
en exp (------i--)J lorsque g + 0. La convergence est uniforme pour z dans 

g 

une partie compacte arbitraire de U. 

2.13. Commentaire : On a construit ainsi un tube d'axe ~ qui constitue 

un g o u l o t  de  s o r t i e ,  l e  s e u l  c a n a l  p a r  l e q u e l  l a  s o r t i e  de  U p u i s s e  s e  

g 
faire. En p a r t i c u l i e r  l e  p o i n t  de s o r t i e  yTu(yg  ) t e n d  e n  p r o b a b i l i t g  

e 
(~ vitesse exp ---~--) vers ~(0) £ ~ U qui est le point de ~U o~ le 

" q u a s i - p o t e n t i e l "  V (O ,y )  d f i f i n i  e n  2 . 6 ,  2 . 7  a t t e i n t  s o n  minimum. 
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3. CALCUL DES EXTREMALES ET DU QUASI-POTENTIEL 

3.1. Les r~sultats de ce paragraphe, sont dus ~ Ventsel-Freidlin E54] 

Nous ne donnerons pas de preuves ri$oureuses renvoyant g E54~ o~ les 

dites preuves sont d'ailleurs parfois omises ou tr~s br&ves ; pour des 

approches rigoureuses d~taill~es concernant le type d'~quations aux 

d~riv~es partielles qui interviennent ici, nous renvoyons & P.L. Lions 

E32~ D3~ et ~ la bibliographie de E32~ ~7~ , particuli~rement 

Krylov. Nous pr~f~rons esquisser des raisonnements heuristiques qui 

feront peut ~tre sentir plus rapidement pourquoi de telles ~quations 

interviennent ici. 

3.2. La situation consid~r~e est celle de 2.1. On d~finit comme en 2.6, 

2.7 le quasi potentiel V : ~n + E O, + ~E 

V (y) = inf {%O,T(g) I go = O, gT = y ' T > O arbitraire} . 

En ggn~ral sous les hypotheses 2.1, la fonction Vest seulement Lipschit- 

zienne (localement) sur ~n (cf. ~3] ). 

Mais si une certaine ~quation aux d~riv~es partielles admet une solu- 

tion, alors cette solution coincide avec V. Construisons "g la main" cette 

~quation. 

3.3. Une ~quation aux d~rivges partielles "v~rifi~e" par V 

Considgrons deux courbes de niveau L aet La_Aa de la fonction V , 

avec Aa > O petit. Soit x £ L a et soit ~ une courbe minimisant % , joi- 

gnant O ~ x sur l'intervalle de temps J-oo, T]. Soit (T - AT) le temps de 

sortie de La_Aa pour ~ , de sorte que y = ~T-AT K La-ga " Soit z un 

point de La_Aa et ~ : ES - AS, S~ ÷ [R n un chemin joignant z & x. 

Puisque z e La_Aa , il existe un chemin g : ~-0% S - AS~ joignant 0 

z et vgrifiant % oo S_AS (g) = a - Aa. Le chemin obtenu en suivant g 
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puis ~ joint 0 ~ x 6 L , ce qui force donc a 

( ] )  %S-AS,S (~ )  $ Aa 

Comme ~ e s t  m i n i m i s a n t e  e n t r e  0 e t  L , o n  e n  d ~ d u i t  q u e  
] a 

(2) %T-AT,T (~) = Aa = inf (~) ~,AS XS-AS'S 

o~ ~ joint un point quelconque z de La_Aa g x donn~ sur L a. 

"Au second ordre pros" on peut 8crire 

- Aa = V(y) - V(x) = < (y-x), V'(x) > = - AT < ~ , V'(x) > 

- Aa = V(z) - V(x) = < (z-x), V'(x) > = - AS < ~' V'(x) > 
S ' 

d'o~ 

~S ' V'(x) > (3) Aa = AS < ' , V'(x) > = AT < ~T ' 

o3 les produits scalaires et les gradients V'(x) sont calculgs dans la 

m~trique associ~e ~ la forme quadratique Q~ de matrice [q(x)o* (x~ -I . 

mn notant II l] la norme associ~e ~ Qx ' on a aussi, "au second 

ordre pros" 

(4) 

l AT II ~T - b(x) li2 
IT-AT,T (~) .... 2- 

l , - b(x) il2 ~s-As,s (~)  = 2 As 11~ s 

de sorte que (2) entralne 

(5) AT II ~ b(x)ll 2 = inf AS If*' - b(x)ll 2 
S 

~,AS 

1 AT li ' - b(x) ll 2 (6) 2 ~T = Aa 

grace g (3), les ~galitSs (5), (6) deviennent 

(7) 

( 8 )  

II~ b(x)] ] 2 
= inf < ~, V'(x) > 

~s 

li~o~- b(x)il 2 
= 2 

~' v'(x) > 
< T ' 

I1% - b(x) l i 2 
= inf < ~ , V'(x)> 

veto n 

l i v  - b ( x )  l 1 2 
< v , V'(x)> 
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Pour abrader l'~criture, posons b(x) = b , V'(x) = V'. Le gradient de 

llv-bll z 
v --~ < v,V'> (x est .fixg dans la suite) s'~crit 

v-b ---[]v-b]]2 V' D'apr~s (7) ce gradient dolt s'annuler 
2 < v,V' > < v,V' >2 " 

! 
' ce qui en tenant compte de (8) donne en posant v = ~T pour v = ~T ' 

(9) V = ~ = b + V' 

De (8) (9) on tire alors 

llv'll 2 = 2 < b * v '  , v ' >  d'o~ 

(lo) l[v'l[ 2 + 2 < b, V' > = 0 

II est facile de voir que (9) (IO) ~quivalent ~ (7) (8). Notons une 

consequence de (9) (IO), tout ~ fair i~m~diate, 

( " )  II q)~ll  2 = l i b  + v ' l l  2 = I l b l l  2 

Nous pouvons donc ~noncer le r~sultat "heuristique" suivant 

3.4 "R~sultat heuristique" 

issues de O minimisant % entre 0 et leur point d' 

v~rifier les ~quations suivamtes : 

(12) 

Le quasi potentiel V (y) et les trajectoires 

arriv~e "doivent" 

[[V'(x)][ 2 + 2 < bCx) V'(x) > = O 
X ~ X 

(produits scalaires et sradient V' relatifs g Qx de matrice 

(13) ~ = b (~t) + V' (~t) 

En particulier []~t][ = lib (~t)][ 

Remarquons que ces ~quations deviennent tr~s simples lorsque le drift 

b(x) est un champ d e gradient pour la m~trique ~ ; en effet si 
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b(x) = H'(x) avec H : [R n ÷ ~R de classe l, on voit que V(x) = - 2 H(x) 

est une solution triviale de (]2), et qu'on a alors b + V' = - H' = - b 

! -- 
d'o~ ~t - b (~t) Ii est facile de voir alors directement (cf ~3~) 

que Vet ~ sont bien les solutions du probl~me cherch~. Intuitivement 

les chemins de sortie sont les plus brutaux possibles : ils "remontent" 

le champ b avec une vitesse juste suffisante pour compenser le drift. 

En ce qui concerne les questions d'existenee et unicit~ des solutions 

de (12) nous renvoyons ~ ~32~ [27~. Le r~sultat rigoureux associ~ ~ 3.4 

est ~nonc~ dams E5~ 

3.5. Th~or~me : (Ventsel-Freidlin ~3] ~4~). Supposons (hypotheses 2.1 

sur b(x), ~(x), U ouvert de [R n) l'existence d'une fonction V d~finie et 

continue sur un voisinage de U, strictement positive sur U - {O}, nulle 

en O, et qui sur W - {O} , o3 West un voisinage de ~ , est de classe I, 

de gradient V' non nul v~rifiant l'~quation aux d~riv~es partielles (12). 

Alors V(x) colncide avec le quasi-potentiel Eassoci~ au syst~me perturb~ 
% 

(E E) ~ sur l'ensemble U des x £ U tels que V(x) ~ inf V(y). 
y ~ ~U 

Pour tout autre x , on peut seulement affirmer que inf V(y) est 
y ~ ~U 

un minorant du quasi-potentiel cherch~. Si x ~ U , les trajectoires 

solution de (13) sur ]-~o, T] et v~rifiant ~T = x sont effeetivement 

des trajectoires minimisant la fonctionnelle de Cramer entre O et x. 

Preuve : nous renvoyons ~ E5~ ~5~ pour la preuve, ainsi que pour quel- 

ques exemples explicites. Nous verrons d'autres exemples plus ggom~triques 

au chapitre V. 
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4. STABILISATION (ET DESTABILISATION) DES EQUILIB~S 

(d'apr&s Ventsel-Freidlin) 

4.1. Nous esquissons pratiquement sans preuves quelques jolis r~sultats de 

Ven~sel-Freidlin [5~ qui font sentir de fa£on frappante la port~e 

pratique des r~sultats sur les goulots et temps de sortie pour les gquili- 

bres perturb~s. Pour les dgtails nous renvoyons g ~5~ dont la lecture 

est vivement conseill~e aux "utilisateurs" ~ventuels de la thgorie dans 

"l'esprit" du contr$1e optimal. 

4.2. Comportement du temps de sortie (cf [5 9 ) : 

La situation ~tant celle de 2.1, on montre que 

lim 2 log E FTU (yg) ] = V (yo) = inf V(y) 
~÷O y e 3U 

On peut alors poser un premier type de probl~me [5 9 

(;) Etant donn~ un champ b sur ~n , un champ de matrices inversibles 

sur ~n (d~crivant la structure des perturbations possibles), trouver 

un voisinage ouvert U de l'~quilibre stable 0 de volume donn~ C , et 

pour lequel le temps de sortie T U (yg) soit "asymptotiquement maximal", 

c'est-&-dire telle que lim E 2 log E IT U (yg)] soit maximal. 
g+O 

Par exemple si C repr~sente le volume "controlSble ~ co~t donn~", 

on cherche ici la forme ' de la zone de contr$! e la plus sfire, ~ cofit 

donn~. On peut remplacer le volume par un coQt du type fU h(x) dx o3 

h > O est une fonction fix~e. 

La solution du probl&me (1) est simple ; la r~gion U optimale 

est de la forme U = {x I V(x) $ ete} o3 Vest le quasi-potentiel du 

probl&me (cf [5 I). 
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4.3. Choix optimal d u drift (cf ~5~) 

En chaque point x ~ [R n on se donne un ensemble ~ (x) ~ ~n de drifts 

"possibles", et une structure de perturbation ~ (x), matriee inversible 

(n,n). On se donne un ouvert U de ~n On pose le probl~me 

(2) Chercher un champ b tel que b(x) £ ~(x) pour x ~ U, tel que b 

admette un point d'~quilibre stable x , et tel que le temps de 
O 

sortie T U (yg) du syst~me perturb~ associ~ ~ (b, o, E) soit asymptoti- 

quement maximal. 

On peut aussi poser le probl~me analogue 

(3) Chercher b comme en (2), mais tel que T U (yg) soit asymptotiquement 

minimal. 

bans le probl~me (2) il s'agit de chercher une structure dyna- 

miquer~sistant de fa~on optimale aux perturbations ;dans le probl~me (3) 

il s'agit de trouver une structure dynamique stable Rui d~tecte le plus 

vite possible la presence d'une perturbation. 

Ventsel et Freidlin traitent (2) (3) en introduisant les quasi 

potentiels "enveloppants" 

V (Xo,X) = sup {V b (Xo,X) I b champ acceptable, nul en Xo} 

X (Xo,X) = inf {V b (Xo,X) I b champ acceptable, nul en Xo} 

Ii est possible d'~crire explicitement les ~quations aux dgriv~es 

partielles que "doivent" v~rifier V (Xo, x) et V (Xo, x) en rant que fonc- 

tions de x, et de donner des conditions suffisantes assurant que les solu- 

tions de ces ~quations soient les fonctions V , V cherch~es. C'est ensuite 

partir de V , V que l'on peut calculer les champs b , ~ optimaux pour les 

probl~mes (2) (3). Nous renvoyons ~ [5 4 pour plus de d~tails. 



CHAPITRE V 

EXTENSION AU CAS DES VARIETES ET DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT 

1. DIFFUSIONS SUR UNE VARIETE 

1.1.  D~finitions : Soit M une vari~t~ diff~rentiable connexe, de dimension 

n , de classe 2. Soit A un op~rateur diff~rentiel du second ordre sur M , 

annulant les constantes, et semi-elliptique. Ceci ~quivaut ~ dire que pour 

toute carte locale ~: U + ~n , U ouvert de M , l'image A~ de A par 

peut s'~crire 

1 ~ 
(I) A~ ..... 2 ~ aij(x) + ~ hi(x)-- 

I~i, j~n ~x. ~x. l~i~n ~x. 
l 3 l 

o~ la matrice sym~trique a~ (x) = ~aij (x~ est positive au sens large ; 

nous noterons h~(x) le vecteur de coordonn~es hi(x). Les coefficients 

a~ , h~ de A seront toujours supposes (au molns) bor~liens et locale- 

ment born~s. 

Soit ~(M) l'espace des chemins continus "explosifs" ~ valeur dans M 

(cf. 111.].2). Nous appelons A-diffusion sur M tout processus de Markov 

fort, g trajectoires p.s. dans ~(M), dont le semi-groupe de transition 

R t v~rifie 

t R A f (x) ds x ~ M (2) R t f (x) - f (x) = fo s 

pour toute fonetion f ~ support compact, de classe 2, d~finie sur M. 

Notons X t = ~ (M) ÷ M U 6 les applications coordonnges et 

~t C ~ E~(M)] la o-alg~bre des ~v~nements ant~rieurs ~ t. Notons Px 

la probabilit~ sur (~(M), ~ [~(M~ ) qui d~finit la loi des trajec- 



122 

toires issues de x C M pour la A-diffusion consid~r~e. Alors il est clas- 

sique ([49] [ 2] E19] [40]) et imm~diat que (2) gquivaut ~ dire : 

(3) Le processus {(Xt) , (~rt), (Px)} est Markov fort ~ trajectoires dans 

~ (M) et pour route fonction f : M ÷ ~, g support compact, de classe 

2 , le processus t ÷ f (X t) - f~ Af (K s ) as est une ~t-martingale 

pour la loi P . 
X 

On peut aussi dire que P est solution du A-problgme des martingales. 
X 

Deux A-diffusions seront dites ~quivalentes si pour tout x c M , les 

lois P , P' de leurs trajectoires coincident sur ~(M). 
X X 

Si X = {(X t) (~Yt) (Px)} est un processus de Markov fort ~ trajectoires 

dans ~(M) , alors le processus induit X U sur un ouvert U quelconque de M 

U = Xt si t < T U et X t = 6 si t ~ T U ) est un processus ("d~fini" par X t 

de Markov fort ~ trajectoires dans %(U) (cf. ~13~ [18]). 

On sait que si X est une A-diffusion, alors X U est une A-diffusion sur 

U , et inversement , que si il existe pour chaque U d'un recouvrement ouvert 

de M une A-diffusion sur U unique ~ ~quivalence pros, alors il existe une 

A-diffusiQn sur M unique ~ ~quivalence pros (cf. [I ] [2 ] ~19] [40~). 

Explicitions deux types d'hypoth~ses locales sur A qui r~alisent cette 

situation. 

1.2. Deux bonnes classes d'op~rateurs A : 

(I) Cas el liptique : on suppose que pour toute carte locale ~ : U ÷ ~n , 

les coefficients a~ , h~ de A v~rifient : 

- la matrice a~ (x) est d~finie positive pour tout x C ~ (U) 

- a~ est continue , h~ est borglien localement born~ 
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(2) Cas hypoelliptique : on suppose que M est de elasse C °O et qu'il existe 

une base d'ouverts de M telle que sur chaque ouvert V de cette base 

r 
on puisse ~crire A = ~ X~ + Y o~ X 1 ... X Y sont des champs 

i=l i r ' 

de vecteurs de classe C m sur V , et o~ l'alg~bre de Lie engendr~e par 

X I ... X r , Y est de dimension n = dim Men chaque point de V. 

Notons une forme ~quivalente plus explicite de (2) : 

(2 his) M est de classe C met il existe un atlas de cartes locales ~ ayant 

la propri~t~ suivante : h~ est C m ; a~ s'~crit a~ = ~ ~* 

o~ a~ (x) = [~i,j (x)] 

le champ de veeteurs y~ 

est un champ C ~ de matrices rectangulaires ; 

d~fini par 

a~. (x) 
y~ (x) = I Ehi (x) - ~ oj (x) 1,k ] a 

i j,k ,k 3x. ~x. 
j l 

et les vecteurs colonnes de a~ engendrent (par crochet de Lie) une 

alg~bre de Lie qui est de dimension nen tout point. 

Comme ~ et a~ ont m~me image, on peut d'ailleurs remplacer ci- 

dessus les vecteurs colonnes de a~ par ceux de o~ . 

Pour le cas elliptique, l'existence (locale) d'une A-diffusion unique 

~quivalence pr~s se d~duit de [49] (cf ~l ] [2 ~ L40~). Pour le cas 

hypoelliptique, les sp~eialistes ne prennent g~n~ralement pas la peine de 

donner d'~nonc~ prgcis. L'existence locale d'une A-diffusion se d~duit de 

l'existence de solution unique pour les ~quations stochastiques du type 

d x t = ~(xt) d ~t + h~ (x t) dt oO a~ est comme en (2 bis). L'unicitg 

locale (~ ~quivalence pros) est une consequence d'un r~sultat de Bony E 9 ] 

sur les ouverts tr~s r~guliers. Nous renvoyons g ~6] pour une preuve plus 

d~taill~e de la proposition suivante. 
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1.3. Proposition : Soit M une vari~t~ diff~rentiable connexe, A un op~rateur 

diffgrentiel semi-elliptique du second ordre sur M , tel que A! = O. Dans 

le "cas elliptique ].2.(])" , et dans le "cas hypoelliptique 1.2.(2)" , il 

existe une A-diffusion sur M , unique ~ ~quivalence prgs. 

Rappelons que si on a existence et unicit~ des solutions des ~quations 

stochastiques locales 

d x t = O~(x t) d ~t + h~ (xt) dt , Xo = x o3 x £ ~ (U) 

ce qui est le cas dgs que o~ , h~ sont localement lipschitziens, alors 

x t "est" une A~-diffusion sur ~ (U) , o3 A~ est comme en l.|.(1) 

avec a~ = ~ ; en particulier d'apr~s 1.3, le processus ~-I (xt) 

est g q u i v a l e n t  a u  p r o c e s s u s  i n d u i t  s u r  U p a r  l a  A - d i f f u s i o n  de  M. 

2. SYSTEMES DYNAMIQUES PERTURBES SUR M 

2.1. Le module : Soit M une varigt~ diff~rentiable connexe de classe 2, de 

dimension n. Soit A un op~rateur diff~rentiel du second ordre sur M , semi- 

elliptique, tel que AI = 0. Soient bet b e , E > 0 des champs de vecteurs 

sur M tels que lim b e = b o3 la convergence est uniforme sur tout compact 
E+O 

de M . Nous allons consid~rer les D -diffusions , o3 D = b + E 2 A , 
E E E 

' = b (yt) sur M . Nous uti- comme des perturbations du syst~me dynamique Yt 

liserons deux types d'hypoth~ses (notations ].l.(1) pour l'image A~ de A 

par une carte ~ ). 

(1) Cas ellipti~ue : 

- Les champs bet b e , E > 0 sont localement lipschitziens, et 

limb = b uniform~ment sur tout compact g 
E+O 

- II existe un atlas de M tel que pour toute carte ~ de cet atlas le 

champ h~ est localement lipschitzien, les matrices a~ (x) sont 
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d~finies positives, et s'~crivent a~ = o~o~ o~ o~ est un 

champ de matrices rectangulalres de classe I en x. 

(2) Cas hypoelliptique : 

OO 

- la vari~t~ M , et les champs b E sont C 

- le champ best localement lipschitzien et limb 
e 

e+O 
sur tout compact. 

- , ..... +E2A pour chaque e > O , l'op~rateur D E = b 

r 
sous la forme 

champs C ~ XI, 

l'ouvert off X] 

= b uniform~ment 

se met localement 

X 2 + Y o~ !'alg~bre de Lie engendr~e par les 
i=l i 

..., X r , Y est de dimension nen tout point (de 

... X Y sont d~finis). 
r 

Notons que eette derni~re assertion est automatiquement v~rifi~e pour 

tout e > 0 si pour toutes les cartes ~ d'un atlas de M , les coeffi- 

cients de A~ v~rlfient : {h~ est C °O ; a~ o~ o~ = ~ o~ ~ ~ est 

C ~ un champ de matrices rectangulaires ; l'alg~bre de Lie engendr~e par les 

colonnes de a~ (ou bien par eelles de o ~ ) est de dimension nen tout 

point}. 

Darts les cas (I) et (2) nous noterons (y~) la D C -diffusion sur M 

d~finie ~ ~quivalence pros par D = b + e 2 A . D'apr~s 1.3, le processus 
e e 

induit pary sur le domaineU d'une carte ~ telle que a~ = O~ O~ 

-I 
avec O~ comme ei-dessus est ~quivalent ~ l'image par ~ du proeessus 

de Markov fort solution de d z e ~ t = e a~(z ) + h~ (z) at dans l'ouvert 

(U) c ~n 

2.2. Transform~e de Cramer de (De)e> 0 : 

Pla~ons nous dans la situation 2.1.(I) ou bien 2.1.(2). Pour f de 

classe 2 au voisinage de x e M , l'expression EA (f2)(x) - 2 f(x) Af(x)~ 

ne d~pend que de d f . On d~finit alors une forme quadratique Qx sur 
X 
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l'espace cotangent T* (M) en posant pour w ~ T* (M) 
X 

(I) Qx (w) = A (f2) (x) - 2 f (x) Af (x) 

oN f est C 2 au voisinage de x et d f = w. 
X 

L'op@rateur ~ d~termine complgtement le champ de formes quadratiques 

Qx ' x E M. La forme ~ lue dans une carte locale quelconque ~ n'est 

autre que a ~ (y) avec y = ~ (x) ; en particulier le champ de tenseurs 

Qx est au moins de elasse ]. 

(La d~finition intrins~que ci-dessus est extraite de E45~ ). 

D~finissons le champ de formes quadratiques duales 

: T (M) ÷ EO, + ~J par 
X 

! (w)] ¢ T (M) (2) --2- Qx! * (v) = Sup E< v, w > --'2- Qx , v x 

w KT~(M) 

Lues dans les cartes locales, ces d~finitions coincident exactement avec 

celles adopt~es sur les ouverts de ~n au chapitre III. 

(3) 

Du r~sultat local 111.2.9.(2) on d~duit directement que 

l'application Q~ ~ (v) : r (M) ÷ EO, + ~] d~finie par Q* (x,v) = Qx 

pour (x, v) c T (M) , est s.c.i, sur le fibr~ tangent T (M). 

Notons ~S,T (M) l'espace des trajectoires "explosives" ~ valeur 

dans M u ~ , d~finies sur l'intervalle ES, T~ (cf. III.I.2, IV.I.]) et 

T (g) le temps d'explosion de g e ~S,T (M). 

tout 

Soit g ~ ~S,T (M). Si gt existe (au sens de Lebesgue) pour presque 

t ~ ES, T (g) A TJ nous posons 

] ~TAT(g) Q~ [gt- b (gt)~ dt 
(4) %S,T (g) = 2 ~S gt 
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Si gt n'est pas absolument continue en t £ ES, T (g) ^ T] , nous 

posons %S,T (g) = + ~" 

Nous appelons %S,T : ~s,r (M) ÷ [0, + ~] la transform~e de Cramer 

de (DE) et nous dgfinissons la fonctionnelle de Cramer associ~e AS, T par 

AS, T (A) = inf XS,T (g) pour A C ~S,T (M). 
g~A 

3. QUELQUES PROPRIETES "TOPOLOGIQUES" DE LA TRANSFORMEE DE CRAMER 

Darts tout ce paragraphe, on se place dans la situation 2.].(I) ou 

2.1.(2). 

3.1. Dgfinition : appelons provisoirement "bonne" carte locale route carte 

locale ~ : U + ~n telle que 

- ~ est compact et ~ est la restriction g U d'une carte locale 

:v+ m n o~ ~ c v  

* 1 
- a~ = O~ O~ avec o~ champ C de matrices rectangulaires. 

Bien entendu, les "bonnes" cartes locales forment un atlas de M. 

3.2. Lemme : pour toute bonne carte locale ~ : U + [R n , et tout compact 

K de U il existe ~ > 0 , @ > 0 tels que les relations t, S, T ~ ~, 

S ~ t ~ T , g ~ ~S,T (M), %S,T (g) ~ ~ ' gt C K entralnent gs ~ U 

pour t ~ s < (t + e) ^ T. 

Preuve : le champ best continu, donc born~ "en norme" sur le compact U. 

La distance entre K et 3U ~tant minor~e, il existe e > O tel que 

' = b (ys) telle que pour x E K , l'unique solution maximale y de Ys 

Yo = x vgrifie y [O, ~ c U . L'ensemble F des h c gO,0 (U) telles 

que h E K et T (h) < e est fermi. 
O 
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Par lecture dans la carte ~ et application de 111.2.10, %0,e atteint son 

minimum a sur Fen un point f E r . Le nombre a = %0,e (f) est non nul, 

gr$ce au choix de @. Soit maintenant g ~ ~O,e (M) vgrifiant go c K et 

%0,e (g) ~ T " Si T U (g) ~ @ , la fonction h qui coincide avec g sur 

~0, T U (g) [et vaut ~ sur ~T U (g), ~ est dans ~0,~ (U) ; elle 

vgrifie %0,e (h) ~ %0,0 (g) ~--~- , ce qui entralne T (h) > @ et contre- 

dit T U (g) ~ e puisque T U (g) = T (h). Par suite les conditions 

g C (M), go C K , %0,e (g) ~--~- entra%nent g [O, ~ C U. 

Pour prouver le lemme, on peut toujours supposer t = 0 ; soient maintenant 

S, T tels que S ~ 0 6 T . Posons v = e ^ T. 

Soit g e ~S,T (M) telle que go e K , %S,T (g)~< ~-- " Posons 

h = g sur [0, v~ ; sur ~v, ~ dgfinissons h comme l'unique solution de 

Ys' = b (ys) issue de gv au temps v , si gv # ~ , et h - ~ si gv = 6. 

On a alors h ~ ~O,O (M) 

%0,0 (h) = %0,v (g) < %S,T (g) ~ 2 

et hoe K , d'ofi g EO, v ~ ~ h [O, e] ~ U , ce qui prouve le lemme. 

3.3. Proposition : (Hypoth~se 2.].(1) ou bien 2.].(2)). L'espace ~S,T (M) 

~tant muni de la topologie III.].2, l'application %S,T : ~S,T (M) ÷ [0, + ~ 

est s.c.i. ; de plus, pour tout compact K de M , tout a fini, l'ensemble 

des g e ~S,T (M) tels que gs e K , %S,T (g) ~ a est compact. 

Preuve 

Soit gk ~ ~S,T (M) une suite telle que g~ converge vers x c M , 

et telle que %S,T (gk) converge versa fini, lorsque k ÷ + = . II nous 

suffit de prouver que pour route telle suite il existe g ~ ~S,T (M) 

v~rifiant %S,T (g) ~ a et une suite extraite de gk convergeant vers g 

dans ~S,T (M). 
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Soit ~ : U ÷ ~n une bonne carte locale, avec x e U , et soit V 

un ouvert tel que x ~ V , V~U . Le r~sultat local 111.2.10, lu dans 

la carte ~ fournit g e ~S,T (U) telle que les fonctions fk obtenues 

en "tuant" les gk au temps T U (gk) convergent (apr~s passage Rune sous- 

suite) vers g dans ~S,T (U). Par la s.c.i, locale de %S,T ceci donne 

U U ̧  ̧

%S,TATu(g) = %S,T (g) ~ li~k_>o o %S,T (fk) = k -~olim %S,TATu(gk) (gk) 4 a 

En particulier gk converge vers g uniform~ment sur ES, T ^ 

%S,T A T V (g) (g) ~ a. 

T v (g)] et 

Soit W un ouvert relativement compact de M contenant x. On peut 

trouver un recouvrement ouvert fini WI, ..., W r de W , et des ouverts 

V. , U. tels qde W.~ V. , V. c U. o~ chaque U. est le domaine d'une 
i i l i i i 1 

bonne carte locale ~i " 

Consid~rons l'ensemble ~o des entiers L $ 1 ayant la propri~t~ sui- 

vante : il existe une suite croissante stricte de temps T% £ ES, T~ , 

0 ~ ~ ~ L , avec T o = S, une suite d'indices i% C b, r] , 0 4 ~ 4 L-I, 

et une suite extraite des gk convergeant uniform~ment sur IS, TL] vers 

une fonction continue g : ES, TL] ÷ M , telles que pour 0 4 % 4 L-] 

on air 

(I) gT£ E Wi£ ; gT E D Vi ; g ET% , T%+| [~V i ; 
~+1 

% (g) 4 lim % (gk) 
T~ '~+I  k£'¥~ ~ ' ~ + 1  

L'ensemble ~Jo contient toujours L = I grace ~ la construction ci- 

dessus. Le lemme 3.2 fournit ~ > 0 , e > 0 tels que les conditions 

(2) S ~< s ~< t 4 T , h ~ ~S,T (M) , h s C W i et h t ~ ~W i pour un 

i c D ,  r] , ~ s , r ( h )  < 
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entra~nent t - s ~ 0. 

Soit L ¢ ~o • De (I) on d~duit, puisque ~ lim< lim ~ , 

(3) 
L-! 

% (g) ~< lim %S,TL (gk) ~< a 

Soit E = { % [ 0 $ ~ L-I , 

Alors d'aprgs (3) on a card E ~ a 

~ E , on a d'aprgs (2), 

card {[0, L - ~ - E} 

pour L ~ ~ . L'ensemble 

~,T~+ I (g) > ~ } 

• D'autre part si £ ~ [0, L-]~ et 

T~+ 1 - T% >i ~ et par suite 

a T-S 
T-S0 . Finalement on voit que L ~< -- +(~ --~ 

est donc fini non vide• Soit Lle maximum 

de ~o Alors ne peut pas pas appartenir g W sinon appar- 
• gTL , gT L 

tiendrait g l'un des W. et on pourrait it~rer la construction indiqu~e 
i 

plus haut avec x ~ V , ~ ~ U , pour prolonger g sur ETL,TL+~ , ce qui 

contredirait la maximalit~ de L• Par suite il existe L , g , (T~) , (i~) 

v~rifiant (I) et la condition suppl~mentaire 

(4) T ^ T~ (g) ~ T L < T (g). 

k 
Une suite extraite des g converge alors uniform~ment vers g sur 

ES , T ^ T~ (g)]. De plus (3) et (4) entraTnent %S,T ^ T~ (g) (g) ~ a. 

Prenons maintenant une suite croissante d'ouverts relativement compacts 

Wp telle que U Wp = M . Appliquons le r~sultat precedent g chaque Wp ; 

P 

le proc~dg diagonal on trouve alors une fonction g ~ ~S,T (M) par 

et une suite extraite des gk qui converge uniform~ment vers g sur 

ES , T ^ T ~ (g)~ pour chaque p , avec %S,T ^ T -- (g) ~< a. II est 
p Wp (g) 

k 
clair que %S,T (g) = lim %S,T A T (g) ~< a , et que g tend vers g 

p-~o 
P 

dans ~S,T (M) (cf. III.]•2). Ceci prouve la proposition 3.3. 
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4. RECOLLEMENT DES ESTIMATIONS DE BASE 

4.1. Les informations de type "local" sur lim ¢2 log P (yS ~ A) obtenues 

au chapitre III ne peuvent passe recoiler telles quelles sur une varietY. 

II nous faudra passer par l'interm~diaire des estimations uniformes de 

IV.]. En effet si on trongonne un tube de chemins, les points de d~part 

de chaque tron~on et leurs axes ne sont plus fixes mais varient dans des 

compacts. La m~thode de recollement utilis~e iciest proche de celle adopt~e 

par Azencott-Ruget [ 3 ]dans un contexte voisin. 

4.2. II existe toujours sur M des m~triques riemanniennes c ompl~tes ' 

(cf. Helgason ~6J ). Fixons une telle m~trique et notons d la distance 

associ~e. En particulier d (x, y) tend vers + ~ lorsque y tend vers le 

point ~ l'infini 6 de M . Posons d (x, 6) = + ~ pour x C M . 

Pour g , h ~ ~S,T (M) et h~S,T ~ ~ M , posons 

aS, r (g, h) = Sup {d (gt ' ht) [ S ~ t ~ T } 

4.3. Lermae : [Hypothgses 2.1 (1), ou bien 2.1 (2~ ; Etant donn~s des 

compacts K et L de M , et des nombres T > O , a fini , on peut trouver 

0 > O et une famille finie de bonnes cartes locales ~i : Ui ÷ ~n , 

i = I ... r de sorte que les conditions g c ~O,T (M) , go ~ K , 

lO, T (g) ~ a entralnent que si gt C L pour un t ~ EO, T], alors 

g ~, r ^ (t + @~ est inclus dans l'un des U i . 

Preuve : Soit F l'ensemble des g consid~r~es dans le lemme. Soit 

~L (g) = sup {t I gt E L} • On peut toujours trouver une famille finie 

d'ouverts V recouvrant Let des ouverts tels que V. = V~ V~ c U~ 
1 i 1 l l 

U~ ~ U. , o~ les U. sont les domaines de bonnes cartes locales. Soit 
i i i 

g ~ F • L'uniforme continuit~ de g sur EO , T ^ E L (g~ fournit 

0g > O tel que si gt C V~z alors gt+s ~ U~I pour O ~ s ~ 0g , 
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t + s ~ T . II existe alors un voisinage ouvert A de g dans ~O,T (M) 
g 

tel que si f ~ A , la condition f ~ V. implique f ~ U. pour 
g t i t+s 

O $ s < @ , t + s $ T . Comme F est compact, on le recouvre par un 
g 

hombre fini de A , ce qui prouve 4.3. 
g 

4.4. Proposition (Hypotheses 2.] (]) ou 2.; (2) 

Sur la vari~tg M, soit yC la D -diffusion, o3 D = b + g2 A 
E c 

Soit %S,T la transformge de Cramer de (Dg)g>O . Soit dune distance 

riemannienne complgte arbitraire sur M. Donnons-nous des compacts K , 

L de Met des nombres positifs stricts T , a , p , N . Alors il existe 

g > O , r > O tels que les conditions 
O 

(]) x ~ K , g C ~O,T (M) , d (go' x) ~< r , g EOT] ~ L , 

XO, T (g) ~ a 

entraTnent 

O 

(2) - %0,T (g) - q ~ g2 log Px {do,T (yg' g) ~ p } 

T 
Preuve : Soit Nun entier plus grand que ] . Posons t k = k--~- k = ] 

D'apr~s 4.3 on d~termine une famille finie de bonnes cartes locales 

: U. ÷ ~n i = | ... p et N assez grand pour que 
I 

(3) quel que soit k = ] ... N , quel que soit g v~rifiant g E O T] c L 

et %O,T (g) ~< a , il existe un i £ El, p] tel que U i contienne 

g Etk_] , tk]- 

On peut toujours trouver des ouverts Vi~U'z tels que les ~i 

s o i e n t  de b o n n e s  c a r t e s  l o c a l e s  d f i f i n i e s  s u r  V. . D o n n o n s - n o u s  q > O 

et notons e t les op~rateurs de translation dans le temps (cf. IV.2.7). 

La p r o p o s i t i o n  I V . t . 2  a p p l i q u f i e  darts  l e s  o u v e r t s  ~ ( V  i )  f o u r n i t  d e s  

fonctions 0 ÷ E (p) > 0 et p ~ r (p) > 0 tendant vers O avec p, 
o 

t e l l e s  que  l e s  c o n d i t i o n s  

... N. 
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(4) k 6 0' N~ , %0,T (g)~< a , g EO, T~ ~ L , x c M , 

d (gtk , x)~< r (p) , Ygo = x , E ~< go (P) 

entralnent 

_ % (g) _ q 2 

tk~l'tk ~ ~ E log Px {d0,1/N (yE, et k g) ~ P}, 

Grace ~ la propri~t~ de Markov aux instants t k , on voit que les hypotheses 

(5) k C D, N] ' %0,T (g) ~< a , g [0, T~ C L , gx< ~o (p) ' 

entralnent l'in~galit~ P - p.s. sur l'ensemble {wl d ( E ) ~ r (p)} 
x Ytk_ 1 ' gtk_ 1 

q g2 
- %tk_1,t k (g) - -~- ~ log P [dtk_] 'tk (ye, g) < P I ~ftk_] ] 

On peut toujours supposer vu la forme de (4), que r (P) < P • 

Dfifinissons successivement des fonctions r k (p) > 0 par : 

r N (P) = P , rk_ 1 = r o r k pour k = 1 ... N 

On a alors rk_ I ~ r k pour k = 1 ... N . Posons : 

~ = { m I dtk_],t k (Yg, g) ~ r k (P) } k =  1 ... N. 

Prenons g telle que %0,T (g)  "< a , g [0,  T] C 

tel que d (x, go ) ~ r O (P) . Posons e I = inf 
l~kSN 

l'6v~nement {do, T (yC, g) ~ 0} contient (] ~k 
l~k<N 

pour E 6 E I (P) on aura 

K , et soit x eM 

go o r k . Puisque 

, (5) montre que 

2 e2 log P {do, T (y~,g)~ 0} ~ log P ( (~ ~k ) ~ 
l <k<N ]~k~N [- % ,tk(g) - 2] tk- 1 

= %0,T (g) - n 

ce qui prouve le r6sultat. 
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4.5. Du r6sultat pr6c6dent on d6duira facilement plus has la minoration 

- A (A) ~< lim s 2 log Px (yC ~ A). La majoration par contre est plus 
s÷O 

d61icate et nous obligera ~ introduire une hypoth~se suppl6mentaire 

(constance du rang de la matrice a~ ). 

4.6. Proposition : (Hypothgses 2.1 (I) ou bien 2.1 (2)). 

Soit ~: U ÷ [R n une bonne carte locale. Supposons le rang de la 

forme quadratique Qx (d6finie par A sur T ~ (M)) constant 6gal & r pour 
X 

tout x ~ U . Ceci 6quivaut g dire que le rang de a~ (cf. 2.2) reste 

6gal g r . Alors il existe une base d'ouverts V de U ayant la propri~t6 

suivante : 

pour tout compact L de V , pour tout T , p , q positifs stricts , 

il existe r > O tel que d~s qu'une fonction continue g v6rifie g EO T] ~ L , 

%O,T (g) fini , d~s que x ~ V v6rifie d (x , go) $ r , alors on peut 

construire une fonction continue f : [O, T] ÷ V v6rifiant f = x , 
O 

do, T (f, g) ~ p , (l-q) %O,T (g) $ %O,T (f) ~ (l+q) %0,T (g) 

Preuve : 

II est clair qu'on peut supposer que U est un ouvert de ~n 

~crivons alors, grace aux hypotheses 2.1 

22 f(x) ~f 
I ~ a..(x) + [ hi(x) ~ (x) 

Af (x) = 2 l$i,j~n !3 ~x i ~xj l~i~n l 

o3 a (x) = Eaij (x)] = o (x) o ~ (x) , avec o (x) champ C ! de matrices 

(n, k). Notons ~ (x) = ~aij (x)] i = I ... n j = 1 ... k. 

Le rang r de a (x) ~tant constant, U est r~union d'un nombre fini 

d'ouverts U. tels que dans chaque U. un mineur fixe d'ordre r de ~ (x) 
l i 

reste non nul. Ii suffit ~videmment de prouver le r~sultat annonc~ dans 

le cas U = U 1 , ce que nous supposons maintenant. Sans perdre de g~n~ra- 

lit~ on peut supposer alors que les colonnes O 1 (x) ... ~ r (x) de 
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O (x) restent ind~pendantes pour tout x ~ U, et que les lignes 

~t  (x)  . . .  o (x)  o n t  l a  m~me p r o p r i f i t f i .  Les  e s p a c e s  H = O(x)  . ~ k  
• r .  X 

e t  H*x = O*(x)  . Nn a d m e t t e n t  a l o r s  r e s p .  l e s  b a s e s  o . t ( x )  . . .  O . r ( X )  

et O.i(x) ... O.~r(X). Pour v ~ Hx ' on a Qx (v) = [lw[I 2 o~ w £ ~k 

est de norme m i n i m a l e  p a r m i  l e s  v e c t e u r s  w t e l s  que ~ ( x )  w = v ( v o i r  

I I I . 2 . 8  ( 5 ) ) .  Co~ne l e  n o y a u  de o (x )  e s t  l ' o r t h o g o n a l  d a n s  [iRk de H ~ , 
X 

i l  e s t  c l a i r  que w e s t  l ' u n i q u e  v e c t e u r  de  H ~ t e l  que o ( x )  w = v .  
X 

Ecrivons 

(1) v= Z 4. o . (x) 
1 4 j 6 r  J "J 

w° I 
l~<j~<r 

pour v e H , avee R. = R. (x, v) 
x 3 3 

S. (7 . (x) pour w 6 H ~ , avec S. = S. (x, w) 
3 .J x j 3 

Soit e I ... e n la base usuelle de [R n , d'ofi o~. (x) = g~(x) e. 
• 3 3 

O (x) w = ~ S. a . (x) , o~ les a . sont les coionnes de a. 
l ~ j < r  J "J "J 

L'~quation o(x) w v s'~crit pour w ~ H ~ = V ~  H 
x x 

et 

(2) ~ S. a . (x) = ~ R. ~ . (x) 
14j~r J "J 14j~r J "J 

et admet donc une unique solution S 1 ... Sr pour chaque R I ... Rr. 

Par suite, un des mineurs d'ordre r de [a l(X ) ... a r(X ~ est non nul 

en x , et par continuitg dans un voisinage V de x. Soit m (x) la matrice 
X 

d'un tel mineur ; puisque a(x) est C ! m(x) -I est alors C 1 , au voisinage 

d e  x .  

Soit ~. j = 1 ... r la base usuelle de [R r. 
3 

Posons S (x, w) = ~ Sj (x, w) ~j , R (x, v) = 
1 4 j ~ r  l ~ j 4 r  

Alors (2) donne 

-I 
(3) S (x, w) = m (x) R (x, v) 

que, en notant Jn = ~r + ~n Jk : ~r ÷ ~Rk tandis 

naturelles, on a 

R. (x,v) ~. 
J 3 

les injections 



136 

(4) w = O* (X) o J 
n 

d'ofi finalement, 

w = ff~ (X) o J 
11 

(5) ~ (x) = l lwll 2 

0£I 

• S (x, w) , v = 0 (x) ° Jk " R (x, v) 

o m(x) -I . R (x, v) 

= Em(x) -l . R (x,v)~* 

et 

A(x) Em(x) -I R (x,v)] 

(6) A(x) = J* a(x) J 
n n 

de classe C 1 en x. 

d~finit une forme quadratique non d~g~n~r~e sur CR r, 

Pour x, y E U et v e ff(n , d~finissons v = F (x, y, v) ~ [R n 

par la formule 

(7) v = r (x, y, v) = o (y) o Jk " R (x, v) 

Alors, F (x, y, v) E H et il est clair que 
Y 

(8) R (y, v ~) = R (x, v) 

Les formules (5) (8) donnent pour y E V 
X 

4~ 
Qy (~) = Em(y) -I R (x,v)]* A(y) Em(y) -I R (x,v)~ 

Puisque A(x) est ~ coefficients C 1 , et d~finie positive sur [R r on sait 

que A(~f~-~-x) est continue et inversible. Posons B(y) = A(vf~-~y) m(y) -I 

Alors on a pour y EV 
X 

(9) Qy (~) = liB(y) R (x,v)[[ 2 , Qx (v) = liB(x) . R (x, v) I[ 2 

ce qui entra~ne pour y E v x , 

11B(x) B(y)_ll[2 <(v) ~< Qy(V) ~< liB(y) B(x)-lll 2 Q:(v) 

Soit K un compact de V ; l'in~galit~ pr~c~dente fournit une fonction 
X 

monotone d + NK (d) > 0 tendant vers 0 avec d , telle que pour y, z ~ K 
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on air 

(10) [] - rl K (Iz-yl)] Qz (v) ~< Qy ~F (z,y,v)~ ~< El + rl K (Iz-yl)~ Qz (v) 

Pour v g H , on a d'aprgs (I) X 

v. = ~ O.. (x) R. (x,V) 
x 14jSr 13 j 

i= I ... n 

ce qui entralne 

(II) R (x, v) = ES (x) -I o J~] . v 

o3 s(x) = [~ij (x~ I~i, j~r est inversible, ~ coefficients C I. 

L'application u + R (x, o(x) u) de ~k dans ~r , s ~crit donc 

R (x, o(x) u) = Is (x) -I o J* o o(x~ . u 
n 

Elle est lin~aire, ~ coefficients C I. D'aprgs (7) on a donc, pour 

u ~ ~k , y, z E V 
X 

j~ (12) F (z, y, O(Z) u) = EO(y) o Jk o s(z) -l o n o ~(z)] . u = G (z,y) . 

o3 G (z, y) : [Rk -~ [R n est une application lin~aire, ~ coefficients C I 

en z, y. De plus (4) implique 

(13) G (z, z) u = EO (z) o Jk] . R (z, o(z) u) = o(z) u 

Soit g une fonction telle que g EO, T] ~ K et %O,T (g) "< a. 

On peut ~crire (cf 111.2.10) 

(14) gt O (gt) ~t + b (gt) p.p. t C ~, E 

o~ ~ : EO, T] ÷ [R k v~rifie 

l T , 2 (g) ~< a. 
(15) T fO l~t I dt = %O,T 
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Considgrons l'gquation diffgrentielle 

(16) f~ = G (gt' ft ) ~t + b (ft) p.p. t c EO, T~ 

f = z , o~ z~V 
o x 

Comte ~' ~ L 2 EO, T~ et comme G (. , .) est C I sur Vx x Vx ' il 

existe une unique solution maximale de (16) appartenant ~ ~O,T (Vx). 

Notons que si z = go ' la solution maximale de (16) n'est autre que gt 

grace ~ (13) et (14). Done on peut s'attendre ~ ce que f et g soient proches 

si zest proche de go" En effet, soit W un voisinage compact de K dans V x. 

En int~grant (14) et (16), et en utilisant (13), on a pour t ~ T W (f), 

f t  - gt  -- So ( g s , f s )  - (ms,ms)]  ds + So Eb - <gs)3 ds 

+f 
o - go 

les fonctions Get b ~tant C I au voisinage du compact W , on peut ~crire 

pour z , y £ W 

IG (z, y) - G (z, z) I + Ib(z) - b(y)I ~ cte Iz - yl 

d'ofi pour t ~ T W (f) 

[ft - gt I ~<Ifo - go I + cte S t If s - gsl ds 

+ cte[St I ~)'s 12 as] I/2 ES t If  s - gs I 

La fonction P (t) = Sup If s - gsl v~rifie donc pour t ~< 
O~s~<t 

(17) P (t) ~< cte fo O (s) ds + cte fraa P (s) 2 d I/2 

2 ds]I/2 

T W (f) 

On majore S~ p (s) 2 ds par t p (t) 2 pour obtenir, lorsque 

I t P (s) ds + 2 0 (o) cte ~a ~ # .~ ........ , la majoration P (t) ~ c So 

off c est une eonstante. Un argument classique permet d'en d~duire l'in~ga- 

lit~ O (t) ~ 2 P (o) e ct pour t # T w (f). II est alors clair que pour 

T, K et V fixes, on peut pour tout P > O fix~ trouver r > O tels que 
x 
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les conditions { I z  - go l $ r , g D '  T_] 

la solution f de (16) ~ v~rifier 

K , %O,T (g) fini} forcent 

(18) do, T (f, g) ~ p et f [0, T~ C V x 

De plus d'aprgs (16) (12) on a 

Q~t [f~ - b (ft~ = O~ , ' = Q~ ft EG (gt ft) ~ ft EF (gt'ft ' d(gt) ~t] 

puis en tenant compte de (I0) 

t 
Qft [ft - b (ft)] ~ [I + qK (Ift - gtI~ Q~ [~ (gt) ~t ] 

gt 

Qe [g't - b (gt) ] 
gt 

Grace ~ (18) et (14) ceci devient 

Qft Ef t  - b ( f t )  ] ~< [ I  + TI K (IO)] 

La moiti~ gauche de (10) fournit la minoration analogue, d'o~ finalement 

par intggration 

(19) [I - N K (0~ %0,T (g) ~ %0,T (f) ~ [I + q K (0N %0,T (g) 

Ceci prouve la proposition 2.7, puisque les V recouvrent U. 
X 

4.7. Remarq~_e_ : Etant donng l'importance de 4.6 dans la suite de l'argument 

de recollement, il serait pertinent d'examiner la validit~ de 4.6 lorsque 

le rang de a~ n'est pas constant sur U , ce que nous n'avons pas fait. 

D'autre part, le r~sultat 4.6 n'utilise en fait que l'existence d'une 

d~composition locale a~ = o~ o~ avec o~ rectangulaire et x ÷ ~qp(x) 

lipschitzienne de rang constant. 

4.8. R~gularisation d'un chemin 

Donnons nous pet T positifs, et un compact L~M. Recouvrons le compact 

L de M par un nombre fini de boules V de centre x V C L , de rayon P. Notons 
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V k la boule de centre x V de rayon kp. on peut toujours supposer p assez 

petit pour que les V I0 soient les domaines de bonnes cartes locales. 

Soit V l'une quelconque de ces boules. 

Donnons-nous A $ 0. Choisissons a > 0 assez petit pour que les tra- 

t j e c t o i r e s  du syst~me Yt = b ( y t )  i s s u e s  de ~2 n ' a t t e i g n e n t  pas  ~V 3 en un 

temps inf6rieur a a. Posons Fa = {g ( ~O,a (M) I go e V , XO,a(g) ~ A}. 

C o ~ e  on t ' a  vu p l u s  h a u t ,  i l  e x i s t e  a l o r s  O ~ 0 ,  a~ t e l  que g ~ F a 

i m p l i q u e  TV2 (g) ~ O . S o i t  a l o r s  g e F 8. S i  TV2 (g) < 8 p r o l o n g e o n s  

! g su r  ~T 2 (g) , a~ p a r  l a  s o l u t i o n  de Yt = b ( y t )  i s s u e  du p o i n t  
V 

gTv2(g ) au temps TV2 (g) , ce  qu i  e s t  p o s s i b l e  g rgce  au c h o i x  de a ; 

on o b t i e n t  a i n s i  une f o n c t i o n  f t e l l e  que 

%0,a (f) = %0,T 2(g) (g) ~ %0,8 (g) ~ A 
V 

ce qui prouve que f ~ F . D'apr~s la construction de 8 on devrait avoir a 

TV2 (f) $ 8 , alors que par construction de f on a TV2 (f) = Tv2(g ) < 8. 

donc 

Cette contradiction montre que g e F 8 entralne 

TV3 (g) > e 

(g) ~ 8 et 
TV2 

On peut donc appliquer l'estimation IV.].4, lue dans une bonne carte 

locale de domaine V I0 pour obtenir une fonction p * g (p) > 0 telle 
O 

que 

Px {do,8 (zg'g) >~ P pour tout g ~ ~0,8(V lO) 

A-l 
tel que go = x, %0,8 (g) ~< A} ~< exp (- --~ ) 

-- g 
pour x E V , g..< E (P) , z g = processus induit par y 

O 

il existe g telle que do,  8 (z ~, g) < p 

XO, 8 (g) ~< A , alors on a TV2 (g) >I 8 

sur V I0. Mais si 

et g e ~0,8 (VI0)' go = x , 

, et donc TV3 (yg) = TV3 (z ~) ~ 8 

On obtient donc 



141 

A-! 
(i) P { TV3 (yE) < e } ~< exp ( - ~ )  

x s 

pour x ~ V , E ~ go (P)- Puisque les ouverts V considgr~s sont en nombre 

fini, les m~mes @ et g pourront ~tre utilis~es pour tousles V du recou- 
o 

vrement fini ~ choisi plus haut. 

s 
Nous allons construire par morceaux un chemin al~atoire proche de y 

sur [0, TL] pour lequel la valeur (al~atoire) de kO, T L ait une loi 

dont on puisse estimer la queue quand ~ ÷ O. 

T 
Etant donn~ T > 0 , on peut quitte ~ diminuer e prendre ~ = 

N entier. Dgfinissons des v.a. i pour r > 0 , k entier, par 
r,k 

avec 

A (r, k) = inf {kkO,(k+l) @ (g) I dko,(k+l) e (ye,g) < r} 

La mesurabilit~ de A (r, k) en ~ ~ ~ est prouvge plus has en 4.]0. Dgfi- 

nissons une v.a. K par 

K = Sup {k I k entier , k e ~ T L (ye) , k~ N} 

Soit U une application mesurable de L dans l'ensemble fini ~ , 

telle que x £ u (x) pour tout x 6 L . Pour j ~ K , nous poserons 

s 
V~3 = U (y~e)j , de sorte que V. est un ouvert (al~atoire) du recouvrement 

3 
g 

, tel que Yje ~ V.j . Donnons-nous des r.j > 0 ~ pr~ciser plus has. 

Gr$ce au lemme 4.10 ci-dessous, on peut trouver des variables al~atoires 

gJ , j = 0 ..... N , ~ valeurs dans ~j6,(j+l)@ (M), avec gJ mesurable 

par rapport ~ ~(j+l)@ , tell4 que 

(2) djo,(j+l)8 (gj, ye) ~ r. et A j) = (gJ) j = l N J (rj, %je,(j+l)@ ' "'" 

Pla£ons-nous d~sormais sous l'hypoth~se de rang constant introduite 

dans la proposition 4.6 ; nous supposons donc que la forme quadratique Qx 

d~finie par A sur T ~ (M) reste de rang constant quand x varie dans M. 
X 

On peut alors grace ~ la proposition 4.6, supposer que les V 10 sont les 
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domaines de "tr~s bonnes" cartes locales, c'est-~-dire que pour tout 

> 0 , une fonction u ÷ ~(u) > 0 dgfinie sur]0, p[ telle que les 

conditions 

(3) f ~ %0,0(vIO), f [0,  ~ C V 9 , z ~ M , d (fo' z) ~ ~(u) 

entraTnent 

% 

(4) il existe f e ~0,0 (vI0) telle que d0, 0 (~, f) ~ u 

et %0,8 (f) ~ (1+~) %0,8 (f) 

La p r o p o s i t i o n  4 . 6  m o n t r e  q u e e n  f a i r  on p e u t  c h o i s i r  f = H ( z ,  f )  

o~ H est mesurable sur M x ~0,0 (VI0)" 

Soient B. des hombres positifs ~ pr~ciser plus bas. Supposons cons- 
3 

t r u i t e  une v a r i a b l e  a l f i a t o i r e  G C ~-~O,j0 (M), m e s u r a b l e  p a r  r a p p o r t  ~ 

J ; ' j 0  , t e l l e  que s u r  l a  p a r t i e  ~.  de ~ d ~ f i n i e  p a r  ~.  = {j ~ K • e t  
J J ' 

TV3 (ye )  ~ 0 pou r  m = O, 1 . . .  ( j - l ) }  on a i t  

m 

(5)  d o , j 0  (G, ya )  4 B.j ( s u r  ~ j )  

Ceci entra~ne 

4 

(6) d (G. 0J , g~0)j ~ B. + r. 
J J 

On peut toujours prendre ~ (u) inversible dans (3), et ~(u) < u. 

-I 
Nous noterons ~ = ~ . Plagons-nous sur la partie ~+| de ~ , d~finie 

con~ne en (5). Alors si r.j < P , (2) montre que T V~ ( g j + l )  > 8 . On n o t e  

J 
f l a  t r a n s l a t g e  ( t e m p o r e l l e )  de gj+l: p a r  ( -  j 0 )  e t  on pose  ( c f .  (3) ( 4 ) ) ,  
% 

f = H ( G j 0 ,  f ) ,  ce  qu i  e s t  p o s s i b l e  d ' a p r ~ s  (3)  (6)  s i  Bj + r j  < ~ ( 0 ) .  

Le" chemin F : D ,  <j+l) C ÷ M qui coincide avec G sur EO, jS~ et 
% 

avec la translat~e Hans le temps He f sur ~e, (j+l) ~ , d~finit une 
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v.a. g valeurs dana ~O,(j+l)e (M), sur l'~v~nement f~j+l " Sur ~ - ~j+l 

on prend F = chemin fixe arbitraire. On a, grace ~ (3) (4) (5) (2), sur 

3+I 

(7) 

do,j0 (F, yg)~< 

%j~,(j+l)e (F) = 

(Bj + rj) = Bj+ l 

XO, e (~) ~ (l+q) %je,(j+l)e (gj+l) = A (rj, j) 

D@finissons maintenant les r. et les B. par 
] J 

] 
(8) r N = B N = p , rj_] = Bj_] = 2 ~(rj) j = N ..... 1. 

La m~thode indiquge ci-dessus fournit clairement, par r@currence, une 

variable al~atoire G , g valeurs dams ~O,T (M), telle que G1 [0, j~ 

soit Re-mesurable pour j = O ... N , et telle que pour j = O, I, ..., N-I 

on ait 

(9) %j6,(j+l)8 (G) ~ (l+n) A (rj ,j)~< (]+N) A (ro 'j) sur ej+] 

(10) d0,TATL(y~), (G, yE) ~ p sur ~j+! ~ (K $ j) 

Nous pouvons maintenant aborder la preuve des majorations uniformes 

analogues ~ IV.|.4. 

4.9. Proposition : Lea hypotheses sont celles de 2.1.(I), ou bien celles 

de 2.1.(2) ; nous supposons de plus que le rang de la forme quadratique Qx 

d@finie par A sur T* (M) reste constant lorsque x varie dana M (cf. 2.2.(I)). 
x 

Alors pour tout compact L de M , pour tous T, A, p, q positifs stricts, 

il existe g > 0 tel que lea relations g $ g , a $ A , x E L entra%nent 
o o 

Px {do,TATL(y g) (g' yg) > p pour tout g C ~O,T (M) tel que go = x et 

a _~_ 
%0,TAYL(g ) (g) ~< a} x< exp (---i-- + ) 

E 
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Preuve : Soit G : ~ + ~O,T (M) le chemin al~atoire construit en 4.8. 

Reprenons les notations de 4.8, et posons Y. = A j). Sur l'ensemble j (ro' 

(K = k) N ~k ' on a d'apr~s 4.8 (9) 

(I) %0,TATL(yg) (G) 4 (]+N) (Yo + "'" + Yk ) 

D'autre part, la majoration triviale 

(2) P [(K >Ik) N ~c f i x  k+ ~< ~ P [Yg C L , T 8] 
O,<j~<k x j0 V 3 (YC) < 

J 

donne, grace ~ 4.8.(I) (en conditionnant par rapport g ~Yj0) 

(3) P [(K >~k) N ~ c ] ~ )pour g~< ~ x k+l ~< (l+k) exp (- A-I 2 o E 
, xCL 

De (l) et (3) on d~duit pour x ¢ L , g ~ go ' a > 0 

[% TATL(Y¢) I N-I ~ (4) P (G) > a ~< ~ P 
x O, k=O x k+ I (K>~k)O(Yo+'" "+Yk > I-~ 

A-I 
+ (N+I) 2 exp (- E2 ) 

L'~v~nement E = {y~ ~ L , TV3 (yg) ~ e , Yo > a} 

o 

implique do, e (y~,g) > r ° pour tout g ~ ~0,0 (M) tel que go C % 

et %0,0 (g) 4 a . D ' a p r ~ s  l e  d~bu t  de 4 . 8 ,  de t e l l e s  f o n c t i o n s  g v g r i f i e n t  

TV3 (g) > 0 . Afortiori, E est donc inclus dans l'gv~nement D = {y~G L ; 

o 

TV3 (yE) ~ 0 ; do, 0 (yC, g) > ro pour tout g ~ ~0,0 (V~) tel que 

o 
g 

go = Yo ' %0,8 (g) ~ a} . On peut "lire" Px (D) dans une carte locale 

de domaine V I0 o~ V = U (x) (cf. 4.8), et appliquer la majoration locale 

IV.I.4 g P (D). Pour tout y > 0 on obtient ainsi E l > 0 tel que pour 
x 

a @ ~< ~I ' a ~< A , x E L , on ait P (E) ~< exp (- -~-- + ). 
x g 
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Conditionnons par rapport g GkO 

presque s~re 

(5) P [Yk > a [ ~k0 

{k ~ K , T 3 (yg) > 0 } 
V k 

= + "'" + Yk " Posons Z k Yo 

que pour a 4 A , x £ L , e "petit" 

(6) Px [~k+l N (k ~ K) N(Zk > a)~ 
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pour d~duire de ce r@sultat l'in~galit@ 

a y 
~< exp (- ---W-- + ----6-- ) sur l'ensemble 

c ~ 

Nous allons prouver, par r@currence sur k , 

on a 

..< exp (- --T + 2 k 2 Y ) 
g g 

Pour k = 0 , cecl est une consequence de (5). Supposons (6) vraie pour un 

k E [0, N- 0 . Reprenons un argument utilis~ par Azencott-Ruget E3 ] . 

On @crit Zk+t = Zk + Yk+! , d'o~ 

[~k+2 ~ (k+l ~ K) N (Zk+ 1 

+ E [I(z k ~ a-y) 

> a)] .!< Px 

I~ I (k+ 14K) 
k+2 

I(Z k > a-y) n ~k+l (3 (k ~< K)~ 

e (Yk+I > a - Z k I ~k0 )] 

(7) Px 

Notons ~ la mesure sur d@finie par 

(8) 7~ [0, a] = Px [(Zk < a) ~ f2k+ 2 (] (k+l ~ K)] 

Le second membre de (7) est grace ~ (5) (6) (8) majorg par 

- ,my u (9) exp (- a 2 k y Y ") + Jo d~ (u) exp (- a - - Y ) 
2 2 

E g 

pour g 4 gl , a W A. 

Ecrivons e u/~2 = -  

de Fubini pour obtenir 

S:-Y e u/¢2 

2 
c 

f~ e v/g2 dv et utilisons le th@or~me 

dz(u) - I f .~y eV/E 2 2 ~ Iv v O, a - y] dv 
g 

Majorons ~ Iv v 0 , a - y~ par exp [- ~I 2 (v - y)] , gr$ce ~ (6), 
g 

lorsque 2 k y < v < a - y , et par I ailleurs ; ceci donne pour a ~ 2 k y + y 
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f a - Y  e u / g 2  dg (u)  ~ e 2kY/g2 (1 + a - ( 2 k + l )  y ) 
2 g 

Reportons dans (9) pour conclure que le second membre de (7) est major~ 

A 1 
par (2 +---~ ) exp ~2 

g 

F_ a - 2 (k+l) y 
exp L 2 

E 

est vrai dgs que s 4 g2 " 

~ ¢~ , x 6 L , a 4 A. 
3 

Ea - (2k+l) y~ , et donc par 

A Y ) 4 I, ce qui si (2 +--~- ) exp (- 2 
g c 

Finalement (6) est vraie pour k = 0 ... N , 

On utilise (4) et (6) pour conclure que 

P [)'O,TATL(yE) (G) > a ] 4 (N+I) exp ( - a x ( l + q )  e2 
_• A-I 

+ )+(N+ l) 2exp 2 
g 

et finalement pour g 4 g4 ' a $ A - I , x e L , on obtient 

IAO,TATL(yS) a] YI (10)  P (G) > 4 exp ( -  a + ~ )  
x 2 s 

o3 YI = (2 N + I) y + 2 q , ~ condition d'avoir pris q assez petit pour 

1 
que 4 1 - 2 q , et ~j 

l+n 
-~ ± assez petit pour que (N+I) 2 exp (- ) ~< 2 
e 

lorsque e ~ ~4 " 

D'autre part 4.8.(10) donne 

Px 4 [ Px K >i j) (~ ~c O,TATL(y~ ) (G, yS) > 
j=O 

D'apr~s (3) on voit que pour E ~< ~4 ' a ~< A-I, x C L on a 

(II) Px [do,TATL(y ~) (G, YC) > P] ~< (N + I)2 exp ( - -  
A-I 
2 ) 

L'~vgnement {do,T^TL(ye) (g, yg) > p pour tout g e ~O,T (M) 

tel que go = x , %0,TATL(g ) 4 a} est inclus dans l'union de 

{do,T^TL(ye) (G, yS) > p} et de { IO,TATL(yg) (G) > a} . Sa probabilit~ 
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est donc majorfie par xp (- ~ +----T) + (N+l) 2 exp 2 ' 
g E 

Y2 
d ' a p r ~ s  (10) e t  (11) ,  donc par  exp ( - - ~  + - - - - - ~  ) pour x ~ L , a ~ A- t ,  

< E5 ' avec ~2 = (2 N + 2) y + 2 N . A un changement de notations pros, 

ceci prouve la proposition 4.9. 

II nous reste ~ prouver un lemme technique de mesurabilit6 utilis6 

dans la construction 4.8. 

4.10. Lermme technique (Hypotheses 2.1.(I), ou bien 2.1.(2)) 

Pour S, T, r > 0 donn6s la fonction F : ~ + 

F (co) = inf { %S,T (g) [ dS,T [yg (co)' g] $ r } 

Ii existe une variable al6atoire Z g valeurs dans 

par rapport ~ la o-alggbre engendr6e par les Yt ' S ~ t ~ T , telle que 

F = XS,T (Z).  

d6finie par 

est mesurable. 

~S,T (M) mesurable 

Preuve. Pour h ~ ~S,T (M), soit G (h) l'inf, de %S,T 

A = {g ~ ~s,r (M) I aS, T (h, g)~< r} . 

sur le ferm6 

Soit h n ~ ~S,T (M) une suite telle que lim G (h n) = a existe 
n-++oo 

et soit finie, et telle que lim 
n-+oo 

h = h . D'apr~s la proposition 3.3 , 
n 

il existe gn telle que ds, T (hn, gn ) ~ r et G (hn) = %S,T (gn)" 

Puisque %S,T (gn) reste born6e, il existe g c ~ S,T (M) et une suite 

extraite de gn ' (encore not6e gn) telles que g = lim gn ; on a alors 
n-~o 

%S,T (g) ~< lim %S,T (gn) ~< a , et ds, T (h, g) ~< r . Par cons6quent 
n-~o 

G (h) ~< %S,T (g) ~< a . Ceei montre que G est s.c.i, sur ~S,T (M). 

g 
Par cons6quent  F (03) = G o YS,T (co) e s t  mesurab le .  
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Pour chaque h telle que G (h) soit fini, l'ensemble 

C (h) = {g C ~S,T (M) I %S,T (g) = G (h) , ds, T (g, h) ~ r} 

est un compact non vide. Soit Bun ferm~ , et soit N entier. 

e'ensemble E = {h I G (h) 4 N , C (h) ~ B = ~} est mesurable. 

En effet C (h) N Best vide si et seulement si pour tout f E B on a 

C (h) < %S,T (f) ' 

%S,T ~ S ; Mais B ~tant ferm~ on sait que AS, T (B) = (fo) pour un fo 

donc E = {h I G (h) ~ N , G (h) < AS, T (B)} est mesurable. 

Posons F (h) = C (h) si G (h) est fini, et F (h) = {h} si G (h) = + ~. 

Alors pour tout h , F(h) est un compact non vide, et pour tout ferm~ B, 

l'ensemble des h telles que F(h) N B = ~ est mesurable. II existe done 

(cf. Rockafellar ~4! ]) une application mesurable L de ~S,T (M) 

dans ~S,T (M) telle que L (h) C F (h) pour tout h . Par construction 

g 
on a %S,T o L = G. La v.a, Z = L o YS,T v~rifie alors F = %S,T (Z). 
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5, Estimation de lim E 2 Io~ P(TeC A) 
E÷O 

5.1 Th~or~me : 

Soient M une vari~t~ diff~rentiable, A un op~rateur semi-elliptique 

du second ordre sur M, (b)g > 0 une famille de champs sur M telle que 

limb = b. Les hypotheses pr~cises sur les op~rateurs D = 2A + bg 
g+O E 
sont ou bien celles du "cas hypoelliptique" 2.1 (2), ou bien celles du 

"cas elliptique" 2.1 (1). De plus nous supposons que la forme quadratique 

Qx naturellement d~finie par A sur T:(M) (cf. 2.2 (1)) reste de rang 

constant quand x d~cr~t M, Soit yg la DE-diffusion sur M. Soit 

%S,T : ~ S,T (M) ÷ E0' +~ la transform~e de Cramer de (DE) E > 0 ' 

d~finie en 2.2, et soit AS, T la fonctionnelle de Cramer associ~e. Alors 

pour tout x ~ Met route partie A de ~x(M) = {g ~ ~s,r(M) Igo = X} 

on a 

-AS,T(A) ~< lim e21og Px(ye~ A) ~< li-'~ g21og Px(y~ A) ~< - AS,T(~) 
E÷O g-+O 

o 

O7 A, X sont respectivement l'int~rieur et l'adh~rence de A dans ~x(M). 

o 

Preuve : Prenons S = 0. Soit g~ A avec XO,T(g) fini. Puisque A est 

un voisinage de g, il existe t~ E0,T~, t < T(g), et P > 0 tels que si 

u v~rifie t ~< u < T A T(g) alors 

B = { h ~ ~x(M) I do,u (h,g) ~< P} c A. 

Les d~finitions 2.2 montrent que %0,T(g) est la limite de %0,s(g) quand 

s croit vers r A T(g). Fixons u pour le moment. Puisque g~,u~ est 

compact, la proposition 2.6 entra~ne 

E 
li~m E21og Px(yg~ A) >/ lira ~21ag Px(y ~ B) >~ - lO,u(g) 
e-~O g+O 

Faisons maintenant croitre u vers T ^ T(g) pour obtenir 

lim C21og P (ye~ A) >/ -XO,T(g) 
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o 

On remplace maintenant le second membre par son sup. en g~ A , avec 

XO,T(g) fini, ce qui donne 

o 

(l) lim ~21og Px(y~ A) > - AO,T(A) 

La m a j o r a t i o n  de f{m 2 log  P ( y ~  A) e s t  p l u s  d g l i c a t e .  
X 

Supposons ._p roy i so i r emen t  ~ue b e t  & s o i e n  ~ t e l s  que 

(2) {%0,T(g) fini} implique T < ~(g). 

Soit A c ~x(M). Fixons a < AO,T(A) ; A est alors disjoint de 

F = {g I go = x , lO,T(g) ~ a}. Puisque T(g) > T pour tout g~ Fun 

argument dgj~ utilisg plus haut montre l'existence d'un compact F de M 

tel que g ~ F implique gE0,T~ c F (x est fix~ dans ce passage), D'autre 

part ~ est fermi, et est disjoint du compact F. Ii existe donc p > 0 

tel que h~ ~ implique {do,T(h,g) > p pour tout g~ F}. 

Soit L un compact de M tel que F c Let d(F~ ~L) > 2p. L'~vgnement 

~L = {do,T A TL(yE) (yg'g) $ p pour au moins un g~ F} implique 

TL(y g) > T, puisque gEO,T]c F quand gG r, Afortiori ~L entra~ne 

{d^ ~(ye,g) ~ P pour au moins un g C F}, ce qui implique y ~. On 

en conclut que 

Px(yS~ A) $ Px{dO,T ^ TL(y~)(yg,g) > P pour tout g~ F} 

et la proposition 4.9 montre alors que 

li--~ ~21og Px(y~C A) ~ - a 
g~0 

On peut alors faire croitre avers A0,T(A ) pour obtenir, sou~:~llhypoth~se 

provisoire (2) 

(3) ~ ~21og Px(yeC A) ~ - AO,T(~) 

Revenons au cas ggngral. Soit U un ouvert relativement compact de 

M, et soit U une suite d'ouverts relativement compacts telle que 
n 

L c Un+ 1 , U ° = U, M = U Un. Considgrons le champ b = fb oh f : M +~ 
n 

est une f o n c t i o n  l i s s e  t e n d a n t  v e r s  0 ~ l ' i n f i n i ,  f igale  ~ 1 su r  U. 
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Ii existe clairement des nombres a n > 0 tels que les conditions 

{f ~< a n sur (Un+ l - L)} n = 0, I, 2 ... garantissent qu'aucune 

trajectoire du champ ~ ne passe de U n ~ SUn+ I en un temps inf~rieur 

Posons & = fl A o~ fl est une fonction analogue g fp et positive 

stricte. Soit ~ la transformge de Cramer associge aux opgrateurs 

+ g2A, et soit % celle des op~rateurs b + 2~. 

Par un argument dgj& utilisg plusieurs fois, il existe des constants 

c n > 0 telles que pour tout chemin g ~ ~O,l(M) vgrifiant go ~ 3Un, 

et TUn+|(g) ~ ! on ait UO~I (g) ~ Cn. D'autre part la d~finition de 

* * S* soit les formes quadratiques duales Qx (cf. 2,2) montre que si R x , x 

associ&es & get ~ respectivement, on a S* = .I R*. Soit alors 
x fl(x ) x 

g~ ~O,I(M) v~rifiant go ~ ~Un, T U (g) $ I. Soit s le dernier 
n+1 

passage de g sur 3U n avant le temps T = T U (g) ; soit h le chemin 
n+l 

obtenu en prolongeanC g sur ~, 1 + ~ par une trajectoire du champ b. 

Alors ~s,T(g) = ~s,s+l (h) ~ On. Soit dn le maximum de f sur Un+ I - Un. 

Par dgfinition de ~, ~ on a 

l ~T * t I IT  l 
= Sg(t)~g t - b(gt)]dt = ~- - 

%s'T(g) 2" s s fl(gt ) 
d 'o~ 

C 
1 n 

%s,T(g) > ~-- ~s,l(g) >.,~-- 
n n 

Rgt(g t - b(gt) ) dt 

Par consequent les conditions {f| ~ c n sur L+I - Un} garantissent 

%s,T(g)  ~ 1 pour  t o u t  g v g r i f i a n t  go-C 3Un, T U (g) ~ 1, Pour  t o u t  
n+ 1 

chemin g posons t = T U (g) et s = dernier passage sur 3U n ] avant le 
n n - 

n 

temps t n. On vient de voir que l'on a pour chaque n ou bien tn-Sn > I, 

ou bien %Sn,tn(g) ~ I. Comme Sn~ tn$ Sn+ ,~ pour tout n, on en d~duit 

XO,T(g) (g) > 1 et que si est fini, l'ensemble des n tels que %Sn,t n 
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t $ Test fini. D'autre part l'ensemble des n tel que t -s > Iet 
n n n 

t ~ Test ~videmment fini aussio Finalement, l'ensemble de n tels que 
n 

t n~ Test fini, et il existe donc N tel que TUN(g) > T ce qui force 

T(g) > T. 

Ainsi les op~rateurs D = b + E2~ on les propri~tgs suivants (pour g 

le choix ad~quat de f, f| indiqug plus haut) : ils coincident avec 

Dg sur U, et leur transform~e de Cramer % est telle que si %O,T(g) est 

fini, alors T(g) > T. 

g 
Notons z g la D -diffusion sur M, de sorte que les processus y et g 

z induisent la m~me diffusion sur U. A tout ferm~ A de O,T(M) 

associons l'ensemble A(U) d~fini par 

A(U) = {g~ ~O,T(M) I il existe f ~ A telle que f = g sur E0,Tu(g)~} 

Soit ~ : ~O,T(M) ~ ~O,T(U) l'application continue d~finie par 

~(g)t = gt pour t~,Tu(g)~ Ii est clair que A(U) = ~-]E~(A~. 

Comme i_oO,T(M) ~ et ~O,T(U) sont des espaces polonais, ~(A) est 

analytique (cf. Meyer [3~) et donc A(U) est analytiqueo Les v°a. 

y , z sont d~finies sur l'espace de probabilit~ ~ = O,T(M) , que l'on 

peut bien entendu supposer complet pour P ° Par consequent 
x 

{yg~ A(U)} et {zg~ A(U)} sont deux parties mesurables de ~ ; ces deux 

~v~nements ont clairement m~me P -probabilit~ puisque les processus 
X 

c g 
induits par y et z sur U sont gquivalents. Par consequent, en 

a p p l i q u a n t  (3) au p r o c e s s u s  z , qui  v f i r i f i e  l ' h y p o t h ~ s e  p r o v i s o i r e  (2) 

par construction~ on obtient 

<4> = lira  21Og xEz e A0,TE -   
g'+O g÷O 

o~ ye et z repr~sentent les EO,T~-trajectoires des processus Yt' zt 

comme A(U) ~ A, (4) implique 
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(5) l--~mg21og Px(yg~ A) ~ - AO,TEA-~ ] 
e÷0 

pour tout x ~ M, A bor~lien de ~O,T(M) et U ouvert relativement 

compact de M. 

Appliquons (5) ~ la suite croissante U d'ouverts relativement 
n 

compacts consid~r~e p l u s  h a u t .  Pour  chaque  n i l  e x i s t e  f n ~  ~ 

telle que 

(6) ~O,T(f n) = AO,T[A(--~n) ] 

P u i s q u e  A(Un) d ~ . c r o i t  avec  n ,  l a  s u i t e  XO,T(fn) e s t  c r o i s s a n t e  

d'apr~s (6), et (5) entra~ne 

n 
(7) ~ e21og e (y~ A) ~< - lim %O,T(f ) 

g+0 x n*+ °° 

Si la suite XO,T(f n) n'est pas born~e, l'in~galit~ (7) implique 

trivialement 

i-~ E21og P (yE~ A) = - oo~< - A(~) 
x 

~÷0 

Supposons donc %0,T(f n) born~e. Ii existe alors une suite extraite de 

f n  ( e n c o r e  n o t g e  fn )  c o n v e r g e a n t  v e r s  f •  ~ O , T ( M ) ,  ce qu i  i m p l i q u e  

(8) X0,T(f) ~< lim %O,T(f n) 
n-+oo 

Posons t r = T U ( f ) .  A l o r s  i l  e x i s t e  n ( r )  > r t e l  que 
r 

1 dO,tr(f,fn(r) ) ~< ~- et d(Ur, ~Un(r)) > 2. Puisque fn C A(Un), il existe 

, I Par d~finition de A(U) gr~ A~Un(r)] telle que dO,tr(fn(r) gr) ~< r 

r h r il existe hr~ A telle que g et sortent de Un(r) au m~me instant s r 

~0 d o , t  r 2 ) on a t < s e t  et coincident sur ,Sr~. Puisque (f,gr) ~< r r r 

par suite dO,tr(f,hr) ~< 2r II est ~vident que h r tend vers f dans 

~O,T(M) (cf. III 1.2) ce qui entra~ne f ~ ~. Mais alors (8) implique 

(9) AO,T(~) ~< lim XO,T(f n) 
n++~ 

tandis que l'inclusion A(U n) m A donne l'in~galit~ 



(I0) %O,T(f n) = AO,T(A(Un) ) ~ AO,T(~ ) 

Confrontant (9), (10) et (7) on conclut que 

(II) ~ 21og p (ye~ A) ~ - AO,T(~ ) 
g÷O x 

tout x ~ M, tout bor61ien A de ~O,T(M). pour 

prouvent le th~or~me. 

Les in6galit~s (1) et (|I) 

5.2 Remarques sur les hypotheses du th~or~me 5.1 

(1) Nous avons d~j~ vu au Ch.lll que si M est un ouvert de[R n sur 

le~uel la matrice a(x) des coefficients d'ordre 2 de A s'fiqrit 

a(x) = ~(x)~(x)..avec ~(x) rectansulaire et de classe C 1 en x, 

l'hypothgse de "rang constant" pour la matrice a(x) est superflue. Ii 

est "plausible" qu'il en soit de mSme pour M quelconque, sous les 

hypotheses 2.1(2) ou 2.1(I) mais nous n'avons pas clarifig ee point. 

(2) Lorsque l.es op~rateurs D E = E 2A + b E ~firifient le..s.....hypoth~ses 

~..I(I) ~ou bien20~..)~(2)~ seulement sur un ouver.t..relativement.........q@mp..act 

U de M tel aue U ~  croisse vers M ~°ur g tendant vers 0, la fin de la 

preuve du th~or~me 5.1 montre que les r~sult~ts 5.1 restent valides 

pourvu que l'on soit assur~ de l'existence d'une D -diffusion yE sur M~ 
E 

ou plus g6n6ralement de l'existence d'un processus de Markov y 

induisant sur U une DE-diffusion (n6cessairement unique). Cette 

derni~re condition est toujours r6alis6e 6videmment ; plus pr6cis6ment 

si V e est une suite d'ouverts relativement compacts croissant vers M 

l o r sque  e + O, e t  t e l l e  que % c Ue, i l  e x i s t e  g 6 q u i v a l e n c e  pros un 

unique processus de Markov fort y~ tel que y~ m Y~V pour t ~ TVe , et 

g 

m 

coincidant sur V avec le processus obtenu en arr~tant au temps T v 
g 
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(cf. Dynkin :I~ pour la terminologie) l'unique DE-diffusion d~finie 

C 
par D e sur V . Alors les r~sultats 5.1 s'appliquent au processus y . 

Remarquons que la situation (2) d~crit e ci-dessus est automati~ue- 

ment vgrifi~e si 

(3) - Met les champs b, b sont C ~ g 

- l'op~rateur b + A se met localement sous la forme 
r 

x2÷y 
I 

i=l 

C ~ ,, o3 l'alg~bre de Lie engendrge par les champs X 1 . X r Y est de 

dimension n = dim Men tout point de l'ouvert o3 X I ... X r Y sont 

definis. 

dans route carte locale, les coordonn~es de b E ainsi que leurs 

d~riv~es partielles d'ordre arbitraire convergent, uniform~ment sur tout 

compact de la carte, respectivement vers les coordonn~es de bet les 

d~riv~es partielles correspondantes de ces coordonn~es. 

L'ordre "arbitraire" des d~rivges ~ consid~rer peut ~videmment ~tre 

remplac~ par "ordre ~ p", o3 p se calcul localement g partir du hombre 

de  c r o c h e t s  n f i c e s s a i r e  p o u r  e n g e n d r e r  Tx(M) ~ p a r t i r  d e  X 1 . . .  X r Y. 

6. Diffusions en temps petit : 

6.1 Le comportement de la densit~ p(t~x,y) d'une diffusion lorsque le 

temps t tend vers 0 peut s'~tudier par des calculs directs d~licats 

(cf. Varadhan [5~ Molchanov E3~) qui font intervenir une structure 

riemannienne li~e au g~n~rateur diff~rentiel de la diffusion, dans le 

cas elliptique. Dans le cas hypoelliptique, la situation est nettement 

plus compliqu~e, et n~cessite des calculs encore plus p~nibles, qui sont 

loin d'~claircir la situation hypoelliptique g~n~rique (el. 

Gaveau [2 3 E2~) . Ces probl~mes sont ligs aux r~sultats ~ la Ventsel- 

Freidlin sur les petites perturbations, comme l'ont d~jg not~ Varadhan 

et Gaveau. 

Nous allons esquisser le rapport entre les deux types de probl~mes. 
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6.2 Les Hypothg~es : Soit M une vari~t~ diffgrentiable =onnexe, de 

dimension n, de classe ~ 2. Soit A un op~rateur diff~rentiel d'ordre 2, 

semi-elliptique, d~fini sur M, tel que AI = 0. Soit bun champ de 

vecteurs sur M. Nous allons considgrer deux types d'hypoth&ses : 

(I) "Cas ellipti~ue" 

- best localement lipschitzien, et A est elliptique ; 

- il existe un atlas de M tel que pour route carte ~D de cet atlas 

l'image ALp de A par ~ s'~crive 
~2 

I I aij(x) ' ~ + ~ hi(x) ~ 
A~ = ~ l~<i,j~<n ~x.3x. 1~<i~<n 3x. 

i j l 

o~ les h.x sont localement lipschitziens, et o~ a(x) = ~ij(x~ soit de la 

forme a(x) = ~(x)~(x)*, avec ~(x) champ de matrices (rectangulaires) , de 

classe I en x. 

(2) 

r 

i--I 

"Cas h~poelli~ ti~ue" 

- Met b sont de classe C 

- L'op~rateur D = A + b se met localement sous la forme 

X~ + Y o~ l'alggbre de Lie engendrge par les champs X I 0.. X 
I r 

Y (qui 

sont de classe C ~) est de dimension nen tout point de l'ouvert o~ 

X 1 ... X r Y sont d~finis. (voir 1.2 (2 bis) pour une expression locale 

explicite de la condition de Hormander ci-dessus). 

- le rang de la "matrice des coefficients du second ordre" de A, 

lu dans une carte locale quelconque, reste constant ~gal ~ r. 

Dans les situations 6.2 (1) ou bien 6.2 (2), il existe (cf° §I) 

une unique D-diffusion sur M, g ~quivalence pros, o3 D = A + b, que nous 

noterons Yt" 

6.3 La transform~e de Cramer de A : 

Les hypoth&ses sont celles de 6.2 (1) ou bien celles de 6.2 (2). 

Soit Qx la forme quadratique d~finie par A sur l'espaee cotangent T$(M) 
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(cf. 2.2 (1)). Soit Q~ la forme quadratique duale de Qx d~finie 

sur Tx(M ) (et g valeurs dans [0, +oo~) par la formule 2.2 (2). Soit 

~O,T(M) l'espaee des trajectoires "explosives" ~ valeurs dans M u ~, 

d~finies sur E0,T~ (cf. III 1.2, IV ].]), et soit T(g) le temps 

d'explosion de g~ ~0,T(M). 

~0 ' existe (au sens de Lebesque) pour presque Soit g~ ,T(M). Si gt 

tout t~ EO,T A T(g~, nous posons 

1 /TAT(g)  * , 
(1) %0'T(g)  = ~ - o  Q g t ( g t )  d t  

Ceci  a un sens  car  qx(V) e s t  s . c . i ,  en (x ,v )  sur  T(M) ( c f .  2 .2  ( 3 ) ) .  Si 

g t  n ' e s t  pas  abso lumen t  c o n t i n u e  en t ~  ~0,T A z ( g ~  nous posons  

%O,T(g) = + ~. 

Appelons %0,T la transform~e de Cramer de A et d~finissons l~a 

fonctionnelle de Cramer assoei~e ~ A par 

inf %0,T(g), o3 A c ~O,T(M). (2) A0'T(A) = g~A 

Ii est clair (cf. 2.2) que X0,T n'est autre que la transform@e de 

Cramer de n'importe quel "syst~me perturbg" de la forme c2A + b E o3 

E ÷ 0 et b e tend vers zero quand g ÷ 0 ; en partieulier r et c'est ce 

~ui servira ci-dessous %O,T est aussi la transform~e de Cramer au sens 

2.2 du sTst~me p erturb~ E2A + E2b. 

Examinons plus pr~cis~ment le cas ellipti~ue 6.2 (l) : dans ce 

cas, en coordonn~es locales, lues dans la carte Lp (notations 6.2.]), on 

a Qx = a(x) et ~ = a(x) -!. Par suite Q~ d~finit une m~trique 

riemannienne sur M. Rappelons (cf. MilnorE3 ~) la d~finition de 

E(g) du chemin absolument eontinu g : E0,T~ + M 

(3) E(g) = T fT llg~ll 2 dt , o3 II llx est la m~trique riemannienne en 
o gt 

x. II est imm~diat que pour un tel chemin g on a 
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(4) E($) 
2T = X0,T(g)  

En p a r t i c u l i e r ,  s i  l a  m g t r i q u e  r i e m a n n i e n n e  e s t  c o m p l g t e ,  on s a i t  que 

pour  x ,  y E N ,  i l  e x i s t e  des  ehemins  g d ' g n e r g i e  m i n i m a l e  a l l a n t  de  x 

~ y e n t r e  l e s  temps 0 e t  T, que l ' f i n e r g i e  m i n i m a l e  E(g)  v a u t  d 2 ( x , y ) ,  

o7 d ( x , y )  e s t  l a  d i s t a n c e  r i e m a n n i e n n e  de x ~ y ,  e t  que de t e l s  ehemins  

sont des g~odfisignes bris~es, (cf. Milnor ~6]). Done si la m~trique 

est compl~te, on a riemannienne 

d2(x~y) 
(5) AO,T~g continu I go = x et gT = Y~ = 2T 

Le triple rgsultat mentionn~ sur l'~nergie minimale reste vrai 

pourvu que 

(6) d(x,y) < d(x,6) = lim d(x,z) 

oh 6 est le point g l'infini de M. Ainsi (6) implique (5). 

Notons en passant que l'opgrateur de Laplace-Beltrami L 

(cf. Helgason E2~) associg g la mgtrique riemannienne Q* s'~crit 

L = & + Z o3 Zest un champ de vecteurs sur M, et que d'apr~s nStre 

d~finition Let & ont m~me transform~e de Cramer. 

Darts le c as hy~o-elliptique 6.2 (2) la forme quadratique Qx peut 

prendre des valeurs infinies ; en chaque point x le sous espaee 

veetoriel H x des v ~ Tx(M) tels que Q$(v) soit fini sera appel~ S O U ~ S  - 

espace horizonta! an x ; en coordonn~es locales cet espace est 

simplement l'image dean par a(x), ~o~ de~ k par ~(x) lorsque 

a(x) = o(x)~(x)* et ~(x) est une matrice n, k~. On peut d~finir 

(ef. Gaveau [2~ pour un cas partieulier de cette situation) "l'aetion 

S(~) du chemin absolument continu g : [0,T~ + M, par 

(7) S(g) " T JTo Qgt (g~) at 

de sorte que pour un tel g on a 
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(8) ~2T = %0,T (g) 

Les seules courbes d'action finie sont les courbes "horizontales", 

' ~ Hg t pour presque tout t. Les courbes c'est ~ dire telles que gt 

minimisant l'action S(g) pour go = x et gT = y avec T, x, y donngs 

existent d'apr~s les propri@t~s de %0,T (cf. prop. 3.3). Lorsqu'elles 

sont lisses par morceaux, ce qui n'est pas t0ujours lecas 

(cf. Gaveau ~4] ~5]) elles coincident par morceaux avec les 

bicaract~ristiques de A (cf. Gaveau ~4] pour un cas particulier) 

Nous noterons 

(9) S(x,y) = inf { S(g) [ go = x, gl = y } 

l'action minimale ~ui permet de ~asser de x ~ y entre les temps 0 e,~ !. 

de sorte que 

S(x__m  
(10) A0, T {g I go = x, gT = y } = 2T 

6.4 Th@or~me : Soit M une vari~t~ ; soit A un op@rateur diffgrentiel 

semi-elliptique du second ordre sur M, annulant les constantes ; soit b 

un champ de vecteurs sur M. Pla~ons-no~s sous les hypotheses pr~cises 

du cas elliptique 6.2 (|), ou bien sous celles du cas hypo-elliptique 

6.2 (2). Soit (yt) l'unique (& + b)-diffusion sur M. 

Notons % = kO,! = ~O,](M) + E0, +~] la transform@e de Cr&mer de A, 

et A = AO, | la fonctionnelle associ~e. Posons 

~x(M) = { g~ ~--~O,I(M) I go = x}. 
0 0 

Pour chaque 0 > 0 d@finissons le processus z par z u = Y0u' 0 $ u ~ l, 

valeurs dans &0,1(M)° Alors pour toute partie bor@lienne A de 

g0,1(M) on a 

° px(Z0~ Px(Z0C - A(A) ~ lira 01og A) ~ i~im 0 log A) ~ - A(~) 
6+0 6+0 

o 

o~ A , ~ sont respectivement l'intgrieurs et l'adhgrence de A dans x(M). 
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Preuve : Si R test la fonction de transition de (yt), et R@t celle 

de (z~) , il est ~vident que R@ t = Rt6 ' L'gquation 

Rtf(x ) - f(x) = ~t Rs(A + b) f(x) ds 
O 

vraie pour toutef : M-~R de classe 2 g support compact entra~ne 

trivialement 

R~f(x)- f(x)= f0t Rs(A + b ) f(x)ds = [tR~(e~ + 0b) f(~ du 
O ~O 

0 
Par consf iquent  z e s t  l a  d i f f u s i o n  de g~nf i ra t eu r  d i f f f i r e n t i e l  

D O = 0A + 0b. Posons ~ ~ /e et bg = 0b pour ~crireD O = ~2A + b avec 

limb = 0, uniform~ment sur tout compact. Le th~or~me est alors une 
e+O 
consequence directe du th~orgme 5.1, car % n'est autre que la transform~e 

de Cramer du syst~me pe r tu rb f i  (g2A + bE)E> 0 comme on l ' a  remarqufi p l u s  

haut. 

Remarque : 0n notera ~ue k ne d~pend pas du drift b~ mais seulement de 

A. 

6.5 Corollaire : (Hypotheses "elliptiques" 6.2 (l) ou bien "hypo- 

elliptiques" 6.2 (2)). Soit M une vari~tg, A un op~rateur diff~rentiel 

du second ordre semi-elliptique sur M, bun champ de vecteurs sur M. 

Soit Yt la (A + b)-diffusion sur M. Soit S(x,y), x,y~ M l'action 

minimale permettant d'aller de x ~ y entre les temps 0 et l (of. 6.3(9)) 

reppelons que S(x,y)est complgtement dgtermin~e par la seule donn~e de 

A. Alors pour tout bor~lien F de M on a 

1 
(1) - ~1 in~ S(x,z) < lim tlOgpx(Yt~F ) ~ ~ tlogPX(Yt6.F)4-~ inf_ S(x,z) 

t+0 t+O z~F 
z~F 
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Dans le cas elli~tique 6.2 (1), notons d la distance riemannienne 

associ~e ~ A (cf. 6.3) et posons d(x,F) = inf d(x,y). Su~osons ~U e 
z~ F 

o 

et F aient m~me adherence dans M~ e t q ue d(x~) < d(x,6) o3 6 est la 

point g l'infini de M. Alors on a 

] d 2 (2) lim flog Px(Yt ~ F) = - ~ (x,F) 
t+O 

Preuve : Posons pour E c M, E borglien, x~M, 

= {g e ~O,|(M) I go = x, gig E } 

II est ~vident que A E est un bor~lien de~x(M) , que ~ c A~ et que 

A~ ~(AE)°.Puisque l'~venement {yt ~ F} coincide avec {zt~ A F} o~ z t 

est d~fini cormae en 6.4, avec @ = t, le th~or~me 6.4 montre que lim et 
t÷O 

l-~m de tlog ex(Yt ~ E) sont Hans l'intervalle E- A(Ao - A(A~)~. 
t+0 E 

De plus 6.3 (9), (lO) donne par d~finition de S(x,y) et de A, 

] 
A (A E) = y inf S(x,z) 

z~E 

ce qui prouve le premier r~sultat annonc~. 

Dans le cas elliptique on a S(x,y) = d2(x,y) pourvu que 

d(x,y) < d(x,6) pour tout y~ ~, donc si on suppose d(x,~) < d(x,6). 
o 

Si E et E ont m~me adherence, on a 
o 

d(x,E) = H(x,E) = d(x,~) 

! 
d'o~ A(A ~) = A(AE) = A(A~) = ~ d2(x,E) 

ce qui prouve le second r~sultat annoncg. 

6.6 Remarque : Le r~sultat 6.5 fair sentir que la densit~ p(t,x,y) de 

la fonction de transition de Yt ' qui existe sous les hypotheses 6.2 (1) 

ou 6.2(2), et qui est d~finie par : 

p(t,x,y) d~(y) = Px(Yt~ F) 

F 
quelque soit F bor~lien de M, E ~ est un volume riemannien arbitraire 

fix~] "devrait verifier" 
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] 
(I) " lim tlog p(t,x,y) = ~ S(x,y) " 

t÷0 

Ce r~sultat est correct dans le cas elliptique (Molchanov ~7]) eta 

~t~ prouv~ pour quelques cas particuliers d'op~rateurs hypo-elliptiques 

(Gaveau ~4] ~5]). Ii existe cependant des exemples de diffusions 

gaussiennes g g~n~rateur hypo-elliptique pour lesquels ce r~sultat 

semble faux (Manankiandrianana ~ 34]). Nous reviendrons (Ch.VI) sur 

ce point int~ressant, ainsi que sur les m~thodes plausibles pour passer 

du r~sultat "intggrg" 6.5 aux resultats concernant le comportement de 

flog p(t,x,y) quand t ÷ 0. Ace propos l'argument de Gaveau [2~ (qui 

obtient une in~galit~ dans un sens au lieu de l'~galit~ (I)) pour une 

classe d'op~rateurs hypo-elliptiques) nous semble plus que bref, pour ne 

pas dire elliptique. 

6.7 Remar~ue : Considgrons le cas o~ l'op~rateur A s'gcrit localement 
r 

, C ~ sous la forme ~ X. 2 + Y avec X 1 .. X Y champs tels que 
i = ] l r 

l'alg~bre de Lie engendr~e par {X I ... X r} engendre Tx(M) en chaque point 

alors ~ + b v~rifie les hypotheses hypo-elliptiques 6.2 (2) quel que 

soit le drift b de classe C ~. Ceci revient ~ dire que dans suffis~mment 

de cartes locales, les colonnes de la matrice a(x) des coefficients du 2 nd 

ordre de A engendrent (par crochet de Lie) l'espace tangent en chaque 

point ; ou encore qu'il existe localement des champs X 1 ..° X r qui en 

chaque point x forment une base de l'espace horizontal Hx, et engendrent 

(par crochets de Lie) l'espace tangent en chaque point. 

Dans ce cas on peut prouver que ~tant donn~s x,y quelconques de M) 

il existe dans tout voisinage de y des points qui peuvent ~tre joints 

x par une courbe horizontale g d'action S(g) finie ; [par exemple pour 

approcher un chemin tangent ~ [XI, X2~ on suit un "parall~logr~mme" 

tangent successivement ~ XI, X2) -XI, -X2, dans une situation o~ XI, X 2 

sont horizontaux et o~ IX1, X2] ne l'est pas~. Par suite pour tout 
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ouvert F de M, les hombres inf S(x,y) et inf S(x,y) sont positifs 
y~F y ~  

(et d'ailleurs positifs stricts si x ~  ). La formule 6,5 (I) 

montre alors l'existence de deux nombres positifs finis c et d tels que 

pour t petit, 
c d 

e- -2t ~< Px(y t ~ F) ~< e 2t 

La formule 6.5 (I) fournit done dans ce cas une estimation du premier 

terme du developpement de log Px(Yt~F ) qui est moralement en 

l 
inf S(x,y)° 

y~F 

Cette remarque s'applique g fortiori au cas elliptique 6.2 (I) 

coefflclents comme le montre la formule 6.5 (2). Par contre si les " " " 

des termes du 2nd ordre" de A ne suffisent pas g assurer l'hypoellipticitg 

6.2 (2) de A, et si best un drift C ~ tel que (A + b) v~rifie 6.2 (2), 

la propri~t~ de S(x,y) ~nonc~e plus haut est trivialement fausse en 

g~n~ral, c'est g dire qu'il peut exister des ouverts F tels que 

inf S(x,y) = + ~. C'est par exemple le cas pour de nombreuses 
y~ F 
diffusions gaussiennes ~ g~n~rateur hypo-elliptique, (voir E 34] pour 

des exemples de telles diffusions). Dans ce cas 6.5 (1) montre que 

lim tlog Px(Yt ~ F) = -oo et fait pressentir la possibilit~ d'un 
t÷0 

cte 
comportement en (- --~), k > l, pour log Px(Yt ~ F), pour certains ouverts 

t 
F. L'examen des exemples fournis par ~4~ confirme cette possibilitY, et 

on peut tr~s probablement ~tendre ces calculs aux diffusions gaussiennes 

hypo-elliptiques. Cependant m~me dans ces cas il existe toujours des 

ouverts F pour lesquels inf S(x,y) est fini (les voisinages d'extr~mitgs 
y~F 

de eourbes horizontales issues de x par exemple) et donc pour lesquels 

cte 
le comportement de log Px(Yt ~ F) est en ( ---~- ). 

D'un point de une heuristique, il semble que la probabilit~ de 

suivre un tube "tangent" au drift b soit plus "petite" que celle de 

suivre des chemins horizontaux lorsque b n'est pas horizontal, et que 

la probabilit~ de suivre un chemin "tangent" g [ZIEZ 2 ... Zs_l,Zs] ...~ 



164 

_ cte 
"soit" en exp( -~ ) o5 l'exposant k "est dgtermin@" par le hombre q 

de vecteurs Z. @gaux ~ b, les autres Z. ~tant supposes horizontaux; 
l j 

l'argument de "parall~logramme" mentionn~ plus haut laisse penser que k 

augmente avec q. 

6.8 Corollaire de 6.4 : (Hypothgses "elliptiques" 6.2 (I)) 

Soit M une vari~t@, & un opgrateur diff~rentiel du 2nd ordre semi- 

elliptique sur M, bun champ de vecteurs sur M. Soit Yt la (A + b)- 

diffusion sur M. Soit d(x,y) la distance riemannienne associ@e ~ A 

(voir 6.3). Soit F une partie bor@lienne relativement compacte de M, 
Q Q 

telle que F, ~ et M-F aient m~me fronti~re ~F , Soit x~ F fix@. 

Supposons que d(x, SF) < d(x,~) o~ 6 est le point ~ l'infini de M. 

Soit T F 

alors 

Preuve : 

est fix@. 

t 
ment t T F 

(2) 

le temps de premiere sortie de F pour la diffusion (yt). On a 

1 d 2 ( x , S F )  (I) lim tlog Px(TF ~< t) = - 
t+0 

t 
Consid@rons le processus u -+ Zu = Y t u  o~ 0 ~< u 4 1 e t t  > 0 

t 
Soit T F t le temps de sortie de F pour z , qui v@rifie claire- 

= T F. Tout revient donc g calculer 

t 
lim tlog Px(TF ~< l) = lim tlog Px(Zt~ H F) 
t÷O t÷O 

o5 l'on a pos@ 

(3) H F = {gG gO,l(M) I go = x, TF(g) ..< I} 

Posons aussi 

(4) JF = {ge ~0,1(M) I go = x, TF(g) < l} 

Ii est clair que si ~x(M) = {g6 ~0,1(M) I go x}~ 

l'ensemble J= ~ est ouvert dans ~x(M), tandis que l'ensemble H = est ferm@ 
F 

dans gx(M), pour Pa topologie III, I.2. Comme d'autre part on a 

trivialement 

(5) J~ = H F c H 
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- -  Px(Z t C le th~or~me 6.4 prouve que li..~m et lim de tlog ~) sont dans 
t÷0 t÷0 

l'intervalle ~- A0)I(J~ ), - A0,1(H~ ~ oa AO, 1 est la fonctionnelle de 

Cramer associ~e ~ A, 

Soient g~ ~ et u = T~(g) $ I. Alors on a z = guG (M-~) n F par 

d~finition de Y~, et done z e ~F. Par suite en notant I Ivl Ix la norme 

riemannienne sur Tx(M) d~finie par A (ef. 6.3), on a 

1 u 12 1 1 
(6) %0,1(g) ~ [ fo ]]gt] gt > ~u d2(x'z) > 7 d2(x'~F) 

o~ l'in~galit~ interm~diaire se d~duit de 6.3 (5) et 6.3 (6). Par 

d~finition de AO, I nous avons donc 

1 
(7) AO,I(H~) > ~ d2(x,~F) 

Soit z~F tel que d(x,z) = d(x,SF). Soit g une g~od~signe 

minimisante (bris~e) joignant x ~ z, contenue dans ~. Ii existe alors 

une g~od~signe bris~e h prolongeant strictement g du c$t~ de z et sortant 

de ~ au point z. Soit f(t) la position au temps t d'un mobile partant 

de x g t = 0 et parcourant h ~ la vitesse constante v = a d(x,y) o~ 

a > lest tr~s proche de I. On a alors 

l 
T~(f) = ~ < ; et 

l f l  l l f ;  ] t2  1 a 2 d 2 ( x , z )  1 2 d 2 f dt = [ = ~ a (x,~F) 
~°'1(f) = o t 

ce qui, par d~finition de AO, I donne 

1 a 2 d 2 
AO)I(J~) ~ ~ (x,~F) 

Faisons tendre avers l pour obtenir 

1 
(8) AO, I(J ~) ~ ~ d2(x,~F) 

I d 2 De (5), (7), (8) on dgduit A0,1(Jg) = A0,1(~) = ~ (x,~F) 

l 
ce qui prouve finalement lim tlog Px(TF ~ t) = ~ d2(x)SF). 

t+0 
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6.9 ~ : Sous les hypotheses de 6.8, on prouve facilement que 

si ~ est le temps d'explosion de Yt on a 

! d 2 ~im tlog Px(T ~ t) ~ - ~ (x,~) 
t÷0 

La minoration analogue pour lim ne peut pas s'obtenir par la m~me 
t+O 

mgthode qu'en 6.8, car M n'a pas "d'ext~rieur" ~ priori. Pourtant si M 

est un ouvert F relativement compact d'une vari~tg M, et si A + b v~rifie 

6.2 (1) sur M, on a d(x,6) = d (x,3F) de sorte que gr$ce ~ 6.8, si F 

vgrifie les conditions indiqu~es en 6.8 on peut garantir 

1 
lim flog Px(T ~ t) = - ~ d2(x,6). Ii est naturel de se demander quel 
t+0 

type de comportement ~ l'infini des coefficients de A + b sur M permet 

de prouver cette ~galitg. 

Notons en passant que si la mgtrique riemannienne d~finie par A 

est compl~te, on a d(x, 6) = + ~ et donc certainement 

lim tlog Px(T ~ t) = - ~. Ceci signifie intuitivement que du point de 

t÷O 

vue de l'estimation des probabilit~s "~ la Cramer-Chernoff" le processus 

"n'explose pas" sur E0,~ pour t ÷ 0. Yt 



CHAPITRE VI 

QUESTIONS SANS REPONSES 

Au fil du texte precedent, nous avons mentionn~ en passant certaines 

questions ouvertes. D~crivons maintenant quelques autres probl~mes, 

Io HYPOTHESES SUR LES COEFFICIENTS DE A : 

1 . 1 .  Pour  un s y s t g m e  p e r t u r b ~  d Yt = e c~(y ) d B t + b ( y )  d t  s u r  un 

o u v e r t  U de ~ n  , nous  a v o n s  ~ t u d i ~  l i ra  2 l o g  P (ye  6 A) en 

s u p p o s a n t  en p a r t i c u l i e r  que o (x)  g t a i t  de c I a s s e  1 en x .  Que se  

p a s s e - t - i l  quand o (x) e s t  s e u l e m e n t  l i p s c h i t z i e n n e  ? En e f f e t ,  ~ 

l 
p r i o r i ,  l e s  r f i s u l t a t s  C g a r d e n t  e n c o r e  t o u t  l e u r  s e n s  dans  ce  c a s .  

1.2° Si on suppose {o et b hold~riens} , ou bien m~me {o de classe l, 

b hold~rien} , on se confronte au problgme de non unicit~ des solu- 

! ! 
tions (dgterministes .') de Yt = b (yt) , ou de Yt = b (yt) + O (yt) f'.t 

On rejoint ainsi une question posse par De Giorgi et P. Baldi sur la 

c 
limite de yEO, l ~ dans ce eas. 

].3. Pour un syst~me dynamique perturb~ yg sur une vari~t~ M , de g~n~ra- 

teur infinitesimal (b + 2 A), nous avons introduit pour recoller 

les r~sultats locaux une hypoth~se peut-~tre utile, celle de la cons- 

tance du rang de la "matrice des coefficients d'ordre 2" de g. Ii 

devrait ~tre possible de s'en passer. Le point ~ ~tudier est le sui- 

vant : ~tant dorm, sun tube F de rayon r , d'axe f : CO, ~ ~ M , 

un nombre N > O , et x proche de f , trouver un chemin g : EO, ~ ÷ M 
O 

tel que go = x , g ~ F et % (g) $ (I+N) % (f). Notre hypoth~se de 

%(g) - I I ~ N , ce qui est plus rang constant permet de garantir I ~(f) 

qu'il n'en faut pour poursuivre notre argument de recollement. 
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2. LES EQUIVALENTS PRECIS DE P (yg ~ A) : 

2.1. Lorsque Best un brownien k-dimensionnel, Schilder E4~ a obtenu un 

d~veloppement du type 

(|) E exp @ (E~) = exp (~--) [c + c I g + c 2 2 + °..] 

o3 @ est une fonctionnelle "lisse" d~finie sur l'espace de trajec- 

toires CO, I (~n), et o~ K, c, c I ... se calculent ~ partir de @. 

Lorsque d y~ = ~ o (y~) d B t + b (y~) dt 

g 
on a y = F (gB) oO F est, en g6n~ral, seulement mesurable. On a 

envie d'~crire 

(2) E exp G (yE) = E exp @ o F (~B) 

et d'en d~duire un d~veloppement de E exp 0 (yg). Mais F, et donc 

O o F , n'est pas lisse en g6ngral. II est tentant de penser que 

l'approximation d~terministe G de F que nous utilisons au chapitre III, 

d~finie par 

' = ~ (gt) f' + b (gt) p.p. t (3) g = Gf <-- > gt t 

pourrait remplacer F. Autrement dit, est-ce que 

E exp O (yE) = E exp G o F (EB) est ~quivalent ~ E (exp O o G (gB)). 

Telle quelle la question n'a pas de sens rigoureux, car G (eB) n'est 

pas d~fini en g~n~ral. II faudrait peut-~tre "am~liorer" l'approxi- 

mation G pour obtenir la m~me conclusion, ou alors essayer de sauter 

cette ~tape de l'argument pour passer plus directement g 2.2. Dans 

la situation (exceptionnelle en dimension n pour n > I) o~ les 

champs d~finis par les colonnes de o (x) forment une alg~bre de Lie 

ab~lienne , on peut choisir F lisse (cf. Doss EI~, et Yamato) et 

cette m~thode fournit tr~s directement (Doss [I~) un d6veloppement 

de E exp @ (yS). 

2.2. Une fois "franchie", ou contourn~e l'~tape 2.1, il serait int~ressant 

d'encadrer une fonction indicatri~e 1A o3 A c CO, ! (~n) par 
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@I ~< IA ~< 02 avec 0], 02 lisses, pour obtenir un d~veloppement de la 

forme 

(4) P (yg C A) = Eexp (- A (A_____~))] Ea + al g + a2 2 + . 
2 "' g 

oN a, a I ,  ... se calculent ~ partir de A. 

2.3. Probl~me d iscret analogue au precedent : pour une suite de v.a. ind,- 

pendantes X 1 ... X n de m~me loi, ~ valeurs dans un Banach E trouver 

un d~veloppement du type 

_ e I c 2 
P (X n e A) = Eexp (- n A (A))~ Ec + ........ n + ~ + "''~ 

n 

o5 c, c I ... d~pendent de A. Rappelons (cf. Chapitre Z~ro, § 4) que 

ce probl~me a ~t~ trait~ en dimension 1. 

3. PASSAGE DE lim t log Px (Yt ~ F) ~ lim t log p (t,x,y) 
t->O t+O 

3.1. Consid~rons la (b+A)-diffusion (yt) sur la varigt~ M. On a pu ~tudier 

(chapitre V) lim t log Px (Yt E F) pour F ouvert de M. Soit p (t,x,y) 
t+O 

la densit~ de la fonction de transition de (yt) . Pour relier 

lim t log p (t,x,y) ~ lim t log Px (Yt ~ F), on peut essayer de faire 
t->O t÷O 

tendre vol (F) vers 0 avec t, en prenant F t = boule de centre yet de 

rayon t dans M. Le paquet F t de trajectoires continues sur EO, 

qui partent de x et finissent dans F-~ au temps 1 contient toujours la 

g~od~sique qui va de x g y. De sorte que AO, ; (F t) reste majorg par 

1 d 2 (x,y) o~ d est la distance riemannienne associ~e ~ A. Les 
2 

r~sultats d'uniformit~ du chapitre IV, § I, et le changement de temps 

utilisg au Chapitre V montrent alors 

1 d 2 
(I) lim t log Px (Yt ~ Ft) ~ --7- (x, y) 

t+O 

bien que F t d~pende de t. Ceci s'~crit 
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1 I d 2 
(2) lim ~ log vol (Ft) + t log vol(Ft ) /F p(t,x,z) d~ ~ ~ (x,y) 

t-~O t 

Comme vol F t cte t n = . , le premier terme tend vers O avec t. II 

suffirait alors de savoir que 

(3) {t I grad z log p (t,x,z) I reste borne pour x fix~ et z dans 

un voisinage fixe de y} 

! d 2 pour conclure que lim t log p (t,x,y) ~< -~-- (x,y). Sur ce point 
t-~O 

nous renvoyons au r~sultat ~nonc~ par Gaveau dans [25] , cas hypoellip- 

tique, oO les details de la preuve sont omis. 

La minoration de t log p (t,x,y) , par contre, ne peut pas uti- 

liser le m~me r~sultat d'uniformit~, car le m~me argument que ci-dessus 

amine ~ consid~rer la probabilit~ P (yE C F¢) o~ yE est une (¢2 A)- 

diffusion et Fg un tube d'axe fixe dans C[O,O mais dont l e rayon 

tend vers O avec ¢. 

Evidemment le cas elliptique ayant EtE complgtement traitE 

(Molchanov E3~) la question considEr~e ici devrait ~tre Etudi~e 

dans le contexte des op~rateurs g hypoelliptiques au sens fort suivant : 

2 X 2 
A = X l + ... + r + Y o~ l'alg~bre de Lie engendr~e par {X 1 ... Xr} 

est de dimension n = dim Men tout point. 

4. AMELIORATION DES RESULTATS LORSQUE lim ¢2 log P (y¢ ~ A) = - 
¢+O 

Nous avons signalg (chapitre V) des situations o~ y~ ~tant un syst~me 

dynamique perturbS, et A Etant inclus dans CO, ! (~n), on a 

lim g2 log P (y~ ~ A) = - ~ [cf. situations "en temps petit" oO 
¢->O 

lim t log P (Yt ~ F) = - ~ . Le problgme se pose alors de trouver la bonne 
t-~O 

puissance de ¢2 qui garantira { ~m ¢2~ log P (y¢ ~ A) fini } 
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L'exemple des diffusions gaussiennes (hypoelliptiques) en dimension n 

nous semblent un terrain utile d'exploration pr~liminaire pour ce type 

de rgsultats (cf E34] pour un cas particulier). 
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