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O. Introduction, 

Sur [01] x U, avec U ouvert de R m, consid~rons la so lu t ion fondamentale 

pos i t i ve  minimale p ( s t x y )  de l 'op~rateur  parabolique 

( I )  Lsx = ~s + ~ Z a. (s ,x)  ~x ~x.+ Z b i ( s ,x )~x .  
l< i , j<m l j  1 3 l<i<m i 

qui v ~ r i f i e  donc Lsx p ( s t x y )  z0 ; on suppose a = ( a i j )  et b = (h i )  de classe 

C O0 aVec a(s,x)  d~finie positive pour tout  s, x. L'~tude de p(s t x y) quand 

( t -s )  --> 0 est l i ke  d'une part aux m~triques riemanniennes ds(x,Y ) d~f in ies 

par les champs x --> a(s ,x)  - I ,  et  d 'autre part aux d~veloppements asymptotiques 

du type W.K.B. 

L'approche p robab i l i s te  du probl~me i n t rodu i t  la d i f f us ion  non homog~ne (x t )  

sur U donn~e par 

(2) dx t = o ( t , x t )  dw t + b ( t , x t ) d t  

avec oo* z a, dont la densit~ de t rans i t i on  est p ( s t x y )  . 

Dans le cas homog~ne en temps (O~ les coe f f i c ien ts  a,b,o ne d@pendent pas du 

temps), on a p ( s t x y ) z ~ ( t - s , x , y )  et ds(x,y  ) ~ d(x ,y )  ;dans ce cas, l 'approche 

p robab i l i s te  a permis d'abord l '~ tude de l im ( t - s )  log ~ ( t - s , x , y )  par 
(t-s)-~O 

Varadhan [19], puis le calcul de l'~quivalent 
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m 

(3) ~ ( t - s , x , y )  ~ ao(X,y) ( t -s )  -~ exp(- d2(x 'Y))  
2( t -s)  

par Molchanov [16], pr~cis~ techniquement dans le S~minaire Paris 7 [17]. Quelques 

extensions de (3) ~ des s i tuat ions hypoel l ipt iques tr~s par t icu l i~res  ont ~t~ don- 

n#es par Gaveau [ i0 ]  [11] pour des d i f fus ions invar iantes ~ gauche sur des groupes 

ni lpotents et par Chaleyat-Morel-Elie [17] pour des d i f fus ions gaussiennes. 

Le calcul de d~veloppements asymptotiques du type 
m 

(4) ~ ( t , x , y )  = t -2" exp(- d2(x'Y)) + t  ~1 + . . ,  2t (mo +tN aN + Reste) 

a ~t~ abord# par Ki fer  et Kanai ; dans [13] un calcul non probabi l is te  ef f icace 

mais p lutSt  formel de Kanai f ou rn i t  le d#veloppement (4) et les ~quations aux 

d~riv~es par t ie l l es  en cascade v#r i f i#es par les mj (x ,y ) ,  sans donner d'est imation 

du reste ; dans [14] Ki fer  t r a i t e  essentiellement des s i tuat ions o~ a - I ,  a, b 

et toutes leurs d#riv~es d'ordre N sont uniform~ment born#s sur U ; le calcul 

des coef f i c ien ts  mi est tr~s e x p l i c i t e ,  par contre un bon nombre d'estimations 

techniques cruciales sont donn~es sans aucun d~tai l  de calcul ; l ' u t i l i s a t i o n  de 

d#veloppements de Tay]or stochastiques qui est l ' un  des aspects essentiels de notre 

m#thode est d ' a i l l e u r s  #vit#e expl ic i tement par Ki fer  comme pr6sentant "de r~el les 

d i f f i c u l t ~ s  techniques". 

Last but not least ,  un t rava i l  massif et tout  r#cent de Bismut [8] ,  prepr int  

non disponible au moment ou nous r~digions ce t r a v a i l ,  semble fa i re  avancer large- 

ment la question et donne des calculs intr ins~ques ~l~gants. 

Dans cet a r t i c l e ,  nous t ra i tons compl#tement le cas de coef f ic ien ts  a,b 

non homog~nes en temps, et localement e l l i p t i ques ,  ~ l ' a ide  d'une technique qui 

s 'est  montr~e eff icace pour t ro i s  autres probl~mes asymptotiques d~l icats du type 

W.K.B. (cf .  Azencott [2] [4 ] ,  Azencott-Doss [6 ] ) .  Nous calculons ainsi  le d#velop- 

pement m 2 
- -  ds(x,y ) 

(5) p ( s t x y ) =  ( t -s )  2 exp(- 2( t -s )  ) [So + ( t - s ) ~ l + ' "  "+(t-s)N~N + 0 ~ + 1  ]" 

La valeur en ( s x y )  de chaque coe f f i c i en t  mi ne d#pend que d'un nombre f i n i  

de d~riv~es de a,b calcul~es aux points (s,z) o~ z d#cr i t  la g#od~sique mini- 
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misante j o i gnan t  x ~ y pour la m@trique d . 
s 

Nous obtenons des formules p r o b a b i l i s t e s  du type 

~i = E[eQ(Z°) P 2 i ( J 3 " " J 2 i + 2  )] pour i z 1  
o 

e t  a = E[e Q(z )] avec les no ta t ions  suivantes : o 

Q es t  somme d'une forme quadrat ique d@terministe en (Z°,dZ °)  e t  d'une forme 

a f f i ne  d@terministe en Z ° .  

Z ° est  la t r a j e c t o i r e  sur [ 01 ]  du p o n t  gaussien d'un precessus gaussien 

e x p l i c i t e .  

les va r iab les  a l~a to i r es  num@riques J. s ' ob t i ennen t  en r@solvant un syst6me 
3 

en cascade d '~quat ions d ' I t o ,  ce qui se ram~ne ~ un nombre f i n i  d ' i n t ~ g r a t i o n s  

browniennes successives. 

les P2i sent des polyn6mes un iverse ls  a c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s .  

Enfin nous donnons des es t imat ions du reste  O( t -s )  N+I e t  des c o e f f i c i e n t s  

lail, qui sent r o b u s t e s  en ~, b, c ' e s t - ~ - d i r e  contr61ables ( c f .  § 2 ) pour des 

f a m i l l e s  ra isonnables de c o e f f i c i e n t s  o, b. L'ensemble de ces r@sultats a ins i  

que ceux de [2] [4] ont k tk  annonc@s ~ Oberwolfach [ 3 ] ,  e t  plus sommairement au 

s~minaire de Strasbourg-Grenoble 81. 

Notre m@thode a deux avantages : e l l es  n ' u t i l i s e  aucun des r@sultats an t~r ieurs  

[19] [16] [14 ] ,  donc t r a i t e  ]e probl@me "from scratch"  ; e l l e  manipu]e une techn i -  

que simple et  i n t u i t i v e ,  qui procure tr@s v i t e  les r~su l t a t s  formels exacts ,  e t  nous 

semble d@sormais A spectre large d ' a p p l i c a t i o n  ( c f .  [2] [4] [ 6 ] ) .  I I  s ' a g i t  de 

la m4thode de Laplace sur l'espace R x f~ , oO ~ est  l 'espace des chemins con t i -  

nus sur [ 0 11[ ~ valeurs R m , appliqu~e d des int~grales du type 

exp 2 dP quand ~ 6 ~ tend  ve rs  0 . I c i  F : N x ~ --~ ~ est  
L E 

une f o n c t i o n n e l l e ,  (2,P) un espace de p robab i l i t@,  Z t ,  O ~ t < l  une d i f f u s i o n  

valeurs dans ~m, ba t ie  sur (~,P) ,  param~tr@e par s, e t  Z~OI[  sa t r a j e c t o i r e  

g loba le .  

La m~thode de Laplace est  syst@matiquement combin~e avec l a  f o r m u l e  de Gi rsanov 

Cc~neron-Martin qui permet de se restreindre aux trajectoires de Z ~ voisines de 
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E~, o~ ~ s'obtient en minimisant une fonctionnelle d'action h li&e au 

comportement asymptotique d'un syst~me dynamique fa ib lement  perturb~ (c f .  Varadhan 

[19] V e n t s e l l - F r e i d l i n  [20] Azencott [1] [ 2 ] ) .  

Le t ro is i~me ingred ien t  est le  d~veloppement en puissances de e , ~ c o e f f i c i e n ~  

semi mart ingales,  et  le  contr61e precis du reste pour les d i f f us ions  param#tr~es 

par c : i l  s ' a g i t  de la formule de Taylor stochastique (c f .  Ma l l i av i n  [15] Bismut 

[7] Azencott [2 ] )  et  des syst~mes d ' I t o  en cascade qui l u i  sont l i~s  (c f .  Azencott 

[ 2 ] ) .  

La mise en oeuvre r igoureuse de ce programme, a ins i  que les estimations d~tail- 

l~es des restes, demandent par contre des calculs longs et  m6t iculeux. En e f f e t  Z E 

se trouve i t r e  le  pont  d'une d i f f us i on  X ~ d#marrant en 0 au temps t = 0 ,  c 'es t -  

g -d i re  X ~ condi t ionn~ par X 1 = 0. Les coe f f i c i en t s  de l ' ~qua t i on  d ' I t o  de X 

sont des fonct ions C a et  bornees de ( t , s , x ) ,  mais ceux de Z E impl iquent  

¢t (E'x) = 3x log p E ( t l x 0 )  oQ pS est la densit# de X e ; or ¢ est une fonct ion 

a p r i o r i  d~sagr~ablement s i ngu l i k re  quand t --~ I et  x ~ 0, sans par le r  de la 

presence du paramktre ~. 

Du po in t  de vue technique l ' o s  du probl~me est l ' e s t i m a t i o n  e f f i cace  des 

3i 9j log pS(t i x O )  quand t --> i et  x ~ O, puis,  ce qui ne manque pas de c x  

charme non plus ce l l e  des moments du type EI~ i 9J log p£( t lZEO) l a. 
s x  

C'est pourquoi nous consacrons une par t ie  non negl igeable de ce t r a v a i l  

l'~tude quantitative systdmatique des ponts de diffusions non homog~nes (c f .  § 5), 

a ins i  qu'~ d ' ind iges tes  calculs  u t i l i s a n t  la paramjtrix (c f .  § A.2) pour contr~ler 

les 9 i 9J log p (s t xy )  et les 3i ~j P (S t xy )  de fagon robuste par rapport  
E x  c x  

aux coe f f i c i en t s  de X ~. 

Un autre noeud de d i f f i c u l t e s  est d~brou i l l e  aux § 7, 8, le  con t rS le  des mo- 

ments des testes de Taylor stochastiques du d~veloppement de Z g. NOUS avons d~ 

pour cela per fec t ionner  e t  prec iser  au § A.1, th.  A . I . 8 ,  l'~criture formelle des 

syst#mes d'Ito en cascade v~rifi~s par la suite des restes de Taylor stochastiques 

(c f .  [ 2 ] ) .  

L'ensemble de m~thodesmssemblees i c i  nous a permis, avec quelques am~nagements 
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i n6v i t ab les ,  d 'aborder s~rieusement le cas o~ l a d i f f us ion  i n i t i a l e  est seulement 

coe f f i c i en t s  hypoe l l i p t iques  (c f .  [5 ] )  (cond i t ion  de H6rmander fo r te )  malgr~ 

quelques probl~mes techniques encore en suspens. 

PLAN COMMENTE 

1. D e n s i t ~  en temps p e t i t  : le  module et les r#su l ta ts  q u a l i t a t i f s  essent ie ls .  

2. Robus tesse  : Stab i l i t@ des "constantes" pour des fami l l es  de coe f f i c i en t s  

~,b ~ r i g i d i t ~  et  d i s to rs ion  born~es. 

3. Temps p e t i t  e t  syst&mes dynamiques  p e r t u r b ~ s  : passage de la d i f f us ion  

i n i t i a l e  (x t )  au syst6me perturbs x~ = x avec s f i xe  et c--> 0 ; 
s+E2t 

f onc t i onne l l e  d 'ac t ion  ~ du syst#me x ~. 

4. Partie ~vanescente de la densit~ : la densit6 ~C(O 1 ~n) de x C est 

scind~e en c = [ c] + ( c_ [ c])  oO [ c] est la pa r t i e  p r i nc ipa le  de c quand 
c 2 

c -~ 0 et  ~ - [TEl tend vers 0 ~ v i tesse exp(- ~ ) .  
c 

5. Le p o n t  d ' u n e  d i f f u s i o n  : ~tude s y s t ~m a t ique  des f a m i l l e s  de d i f f u s i o n s  

condit ionn~es par X o = X 1 = 0. 

6. Partie prineipale de la densit~ : on i n t r o d u i t  la  d i f f us i on  X c l i k e  

simplement ~ x c et ~ la g@od#sique f jo ignant  ~ ~ q ; quand e -> 0, X c --> X ° 

gaussien ; on exprime [ c] ~ p a r t i r  du pont Z c de X ~ sous la forme 

J I (~ ,Z ~) 
[ c] = E H(cZ ~) exp(- 2 ) avec H ~ 1 et dJt(c,ZC ) = ~(c,ZC)dZC+B(c,ZC)dt, 

c 

o~ m, 6 sont des fonct ions e x p l i c i t e s  simples des coe f f i c i en t s  ~, b. 

7. Le premier terme de la pattie principale : on montre que 

[ c] ~ c-m pC(0100) exp(- d2(x 'Y))  ¢(c ,~,q)  oO pC est la densi t~ de 
2 c i et  T born6s quand c --> O. 

X c, avec ¢ 
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8. D6veloppement de Taylor stochastique : @criture du syst~me d'It0 en 

cascade v~ r i f i ~  par z i ( t  ) = (~cZt)c=0i ~ et mi ( t  ) = ( ~ J t ( s ' Z S ) ) c : 0  ; est imadon 

des moments de z i ( t  ) et  mi( t  ) quand t --~ i .  

9. Moments des restes de Taylor stochastiques : es t ima t ion  des moments 

de m j + l ( e , t ) ,  Z j + l ( ~ , t )  d~ f in is  par 

Z c z ° + ez I + . . +  ~Jzj + e j+ l  " 
= . z j+ 1 

Jt (E,Z ~) m o + cm I + .+ cJmj + cJ +I - = .. mj+ 1 • 

10. D6veloppement asymptotique de la densit6 : avec Jj = mj(1), on 

@crit J l ( c ,Z  c) Jo + E2J2 +" "+ N+2 oN+3 ~ = " JN+2 + JN+3 et  on d@veloppe r igou-  

reusement [ c] ~ l ' a i d e  des formules 

J1 (E'Zc) Jo 

ELe ~ ] = e E 1 -E J3 + ' "  "+ Pk(d3 " ' ' Jk+2 ) + ' ' ' )  

Po + e P l  + ' " +  ckpk + " "  oQ les Pk sont des polynOmes universels 

et les 

avec ~j = E[e 

d'oQ f inalement 

Pk des nombres calculables exp l ic i tement  ; d'oQ 

[ c ] m [ c  -m exp(- d2(~ 'q) ]  [Po + c~1 +" "] [Po + c p l  +" ] 
2z2 " .. 

-J2 
Pj(J3...Jj+2)] ; on montre que P2j+I et P2j+I sont nuls, 

= [ -m exp(- d2(~'q)l] +.. 
2E2 " (mo +c2mI +m4m2 ")" 

APPENDICE. 

A.1. C a l c u l  f o r m e l  des r e s t e s  de T a y l o r  : identit@s polynomiales pour formes 

multi l in@aimes et syst#me en cascade pour les restes de Taylor stochastiques des 

@quations d ' I t o  param@tr@es. 

A.2. D i f f u s i o n s  p a r a m 6 t r 6 e s  : m~thode de la param@trix et  est imations de 

~i ~j log p e ( s t x y )  ~ #  p ( s t x y )  pour la densit@ pC de d i f fus ions  uniform@- 
~ X  ' ' 

ment e l l i p t i q u e s  li@es au param~tre E ; calcul e x p l i c i t e  des ( ~  P~)~=0" 
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I .  DENSITE DES DIFFUSIONS ELLIPTIQUES EN TEMPS PETIT : 

RESULTATS CENTRAUX. 

1 . 1 .  

sion 

d' I to  

(I) 

La diffusion initiale : Sur l ' o u v e r t  U de Rm consid#rons la d i f f u -  

x t O<t<1, non homog~ne darts le temps, so lu t ion  de l ' ~qua t ion  stochast ique 

Le brownien w 

de classe C a sur [01] x U. 

c ' e s t - ~ - d i r e  que les matrices 

(2) a ( t , x )  = o ( t , x )  o ( t , x )  

sont invers ib les  pour tout  t , x E [ 0 , 1 ]  x U. 

Appelons ~ ( s t x y )  la densit~ de transition de (Xt) .  

de cet a r t i c l e  est le  thkor~me suivant .  

dx t = { ( t , x t ) d w  t + b ( t , x t ) d t  

est k-dimensionnel ; les champs b ( t , x )  o ( t , x )  sont supposes 

La d i f f us ion  x t est suppos~e looalement elliptique, 

Le r#su l t a t  essent ie l  

L . 2 .  Th@or~me : So i t  (x t )  une d i f f us ion  sur l ' o u v e r t  U de R m, ~ coe f f i c i en t s  

C a ,  localement e l l i p t i q u e ,  comme en 1.1. Appelons d s la distance riemannienne 

associ#e ~ la m~trique a(s ,x)  - I .  Alors pour tout  N~O pour tout  compact U o de U 

i l  ex i s te  T > 0 te l  que pour 

(3) ~..,n E U o, O<s<t<1,1~-q I ~ T,I t~slST 

la densit~ ~ de la d i f f us i on  (x t )  admette le d~veloppement suivant 

kes c o e f f i c i e n t s  a ° . . . . .  a N sont  des f o n c t i o n s  de ( s ~ n ) ,  e x p l i c i t ~ e s  plus 

bas,  qui ne d~pendent que de la  ds-g~od~sique f j o i g n a n t  ~ ~ n , e t  des va l eu r s  

des d~r iv~es  ~t~xi j de q , b ,  O<i+j<N+2 c a l c u l ~ e s  en (O,f  u) avec O<u<l. 

Enfin i l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  C t e l l e  que sous l ' h y p o t h ~ s e  (3 ) ,  on a i t  l e s  

bornes uniformes 
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(5) z l~il  _< c 

i=O 

ce qui permet d'int~grer en ,q 

entendu. 
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et 

le d#veloppement (4) 

lO(t-s)N+11S c( t -s )  N+I 

, sur les compacts bien 

Preuve : El le occupe essentie31ement tout le reste de l ' a r t i c l e .  En ra f f i nan t  les 

m~thodes u t i l i s#es  i c i  mais sans en changer l ' e s p r i t  on peut obtenir  le th~or~me sui -  

vant qui t r a i t e  le cas o~ ~,n sont "~loign#s". 

1 .3 .  Th#or~me : (points dloignds) : Les hypotheses sont les m#mes qu'en 1.2. 

Consid~rons s~ [01 [  et ~,q~U non conjugu~s pour d s te ls  que 

(6) 

(7) 

ds(~,~) < ds(~,aU) + ds(n,aU) 

i l  ex iste une unique g~od~sique minimisante (pour d s) a l l an t  de ~ ~ no 

Alors sous les hypoth#ses (6) (7),  la densit~ ~ (s t~n )  admet le d~veloppement 

asymptotique (4) valable quand ( t - s )+O . 

Preuve : Les compl#ments n~cessaires aux ingr#dients pr~sent~s dans cet a r t i c l e  seront 

publi#s dans [5 ] . 

1 .4 .  Robustesse : Les constantes ~ et c qui contr61ent le d#veloppement asymp- 

tot ique 1.2 restent stables lorsque les coef f i c ien ts  ~,b var ient  de faGon ad#quate. 

Cette propri~t~ de robustesse est pr#cis~e par le th~or6me 2.4 apr~s quelques d~ f i n i -  

t ions.  

1 .5 .  C a l e u l  : Les expressions exp | i c i tes  (probabi l is tes)  obtenues ci-dessous pour 

les coef f i c ien ts  mj sont du type 

~j = E(e Q Pj) 

o~ Q est une fonct ionnel le  quadratique exp l i c i t e  d'un pont gaussien, et les Pj des 

polyn6mes (universels) en un nombre f i n i  de semi-martingales browniennes obtenues par 

r#solut ion (exp l i c i t e )  d'un syst6me d'#quations d ' I t o  en cascade. 
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2. ROBUSTESSE 

2 . 1 .  T r a n s l a t i o n s  dans l e  temp~ : S o i t  (x t )  

du i te  en 1.1, et so i t  ~ sa densi t~ de t r a n s i t i o n .  

comportement de ~ (v , v+ t ,~ ,n )  

o,b par o v, b v avec 

(I) 

ob v E [ 0 1 [  et 

la d i f f u s i o n  sur UE~m i n t r o -  

Pour ~ tud ie r  quand t + O  le 

g,q E U, remplacons les c o e f f i c i e n t s  

~v ( t , x )  = o (v+ t , x )  et  bv ( t , x )  = b (v+ t , x )  

Ceci ram~ne ~ # tud ie r  la nouve] le densit~ ~ v ( O t g n )  associ~e & Ov,b v . Pour 

avo i r  des r~su l ta ts  stables quand v E [ 0 1 [  i l  nous faudra donc ~ tud ie r  d'embl~e 

~(0 t ~ q ) mais pour une famille de diffusions. Pour ~v i t e r  des sur-param~trages 

encombrants, et ob ten i r  des r4su l ta t s  plus g4n~raux in t roduisons une termino log ie  

adequate. 

2 . 2 .  R i g i d i t ~  e t  d i s t o r s i o n  : Soient o,b des c o e f f i c i e n t s  comme en 1.1. So i t  

l 'ensemble des compacts de [01] x U. Pour tou t  KE~Y{ , n E ~  posons, ameo 

a = ~ *  

(2) r i g n ( ° ' b l K )  : ~ ( I I I K  ~ a I I c o  + IIIK B ~  bll co 
O<i+j<n 

(3) d i s ~ I K ) =  ]t1KalI co + ] i lK a-1]l o~ 

On d ~ f i n i t  a ins i  sur ~ deux fonct ions que nous appel lerons n - r i g i d i t g  de 

(o,b) et  distorsion de (o,b) ; la rigidit~ de (o,b) sera la fonc t ion  

(n,K) ÷ rign(o,blK). Nous dirons que (o,b) est a n-rigiditg et distorsion born~es 

lo rsque r i gn (o ,b l [ 01  ] x U) et dis(of[01] X U) sont  f i n i s .  Ces deux nombres sont 

a lors  appel~s n-rigidit~ globa~e et distorsion globale. 

2 . 3 .  Robus tesse  : Nous in t rodu i rons  sous peu une fou le  de "constantes" c > 0 

qui sont en f a i t  des fonc t i onne l l es  num#riques de o,b. Une t e l l e  constante c sera 

d i te  robuste  en (o,b) l o r s q u ' i l  ex is te  n en t i e r ,  K compact de [01] x U, et une 
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fonc t ion  continue ~ : ~+ x R+ ÷ ~ +  te l s  que c et I /c  soient  major~es par 

~ ( r ,d )  avec r = r i gn (q ,b IK ) ,  d = d is (~ IK) .  Si ~ ne d~pend que de la distorsion 

(deuxi¢me variable) alors C sera dite ultra robuste en (q b ) .  

Quand (ob)  sont ~ d i s to rs ion  et n - r i g i d i t ~  born~es on peut remplacer le 

compact K par [01] x U dans les deux derni6res d ~ f i n i t i o n s  et d ~ f i n i r  a ins i  les 

constantes robustes globales et  u~tra-robustes globales ; notons que ces deux 

propri~t~s n'impliquent pas la robustesse tout court. 

2 . 4 .  Th~or~me : Avec les hypotheses e t  notat ions du th~or~me 1.2, une fo i s  f i x~  

le compact U ° de U qui do i t  conten i r  ~, n, les constantes c et T qui in -  

terv iennent  dans le th#or~me 1.2 sont robustes en (s,b 

Preuve : E l le  est donn#e au § 10.3. 

2.5. Majorants usuels de la densit~ : Appelons noyau gaussien tout noyau du 

type suivant ,  ~vec O<s<t<1 et x , y ~ m  

(4) G(stxy) = c ( t -s )  -m/2 exp(-~ ~ )  

ob c > 0 et p > O. Classiquement on a (cf .  appendice A.2.3 et [9])  

(5) lemme : 

pour toute d i f f us i on  X sur Rm, ~ d i s to rs ion  et 2 - r i g i d i t ~  born4es, la densit~ 

p de X est  major~e par un noyau G du type (4) ()~ p (resp~-c) ne d#pend que de 

la d i s to rs ion  g lobale ( r e s C d e s  d is to rs ion  et 2 - r i g i d i t ~  g lobales) de X . 

Local isons ce r~su l t a t .  

(6)lem~ne : So i t  (x t )  O<t<1 

localement e l l i p t i q u e ,  ~ coe f f i c i en t s  

une d i f f us i on  sur U c A  m ) 

q,b de classe 2 sur [01] x U ; a lors  pour 

chaque compact K de U i l  ex i s te  un noyau gaussien G du type (4),  avec c ro- 

buste et W u l t ra - robus te  en (o ,b) ,  te l  que la densit# W du processus (x t )  

tu~ & la so r t i e  de W v ~ r i f i e  W < G pour tout  ouvert WoK . 

En e f f e t ,  f ixons un voisinage compact L de K dans U. 
qj  

c ients  q ,b  de c l a s s e  2 sur  [01] x N m c o ] n c i d a n t  avec q ,b  

Soient des c o e f f i -  

sur [01] x K ; i l  
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ex is te  une #vidente constante un ive rse l l e  
%, %, 

~,b v ~ r i f i a n t  

c(L,U) t e l l e  que l ' on  puisse c h o i s i r  

%, 

I 
d i s (~ l [ 0 ,1  ] x ~m) < 1+d is (~ l [01 ]  x L) 

(7) %, %, 

r ig2 (~ ,b I [01  ] xR m) _< c(k,U) r i g2 (a ,b I [O1 ]xk )  
%, %, 

Alors  pour t o u t  o u v e r t  WcK on a W < p oa p e s t  l a  d e n s i t ~  de l a  d i f f u -  
%, %, %, %, 

sion X de c o e f f i c i e n t s  ~,b ; i l  s u f f i t  d 'app l iquer  (5) ~ X et  de t e n i r  compte 

de (7) pour conclure.  

2.6. Majorant usuel de la probabilit~ de sortie d'une boule : S0it (x t) 

une d i f f u s i o n  sur uc~m , & c o e f f i c i e n t s  ~,b cont inus sur [01] x U. Alors pour 

tou t  compact K de U i l  ex is te  une constante c > 0 ne d@endant que de la 

O - r i g i d i t ~  r igo(o ,b ] [O1]xK)  et  v ~ r i f i a n t  

I exp(-c R2 (8) Ps,~ ( sup Ixu-~ I ZR) < ~ i-:~) 
s<u<t 

pour tou t  O<s<t<1, tou t  ~EK, et tou t  R > 0 te l  que la boule W de centre 

et rayon R so i t  dans K. 

Ce r e s u l t a t  est c lassique (c f .  [18])  sous des formes un peu moins pr~cises. 

Renvoyant ~ ( [ 2 ]  prop. A.2) pour les d~ ta i l s .  
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3. TEMPS PETIT ET SYSTEME DYNAMIQUE PERTURBE 

3 . 1 .  Changement de temps : Soi t  

f i a n t  1.1. Pour ~ tud ie r  la densi t~ 

i n t r o d u i t  (c f .  

( I  

Alors ~E 

t i on  sur U de 

(x t )  la d i f f u s i o n  i n i t i a l e  sur u c ~ m ,  v~ r i -  

~ (Ou~q)  quand u÷O on p o s e  c = ~ et  on 

E [ I ]  [19]) la f am i l l e  ~t O<t<1 de d i f f us ions  sur U d~ f in ies  par 

c 0<t<I ~t = x 2 
tE 

0<t<I so lu-  a m~me l o i  g lobale que la d i f f u s i o n  non homog6ne x t 

(2) = x )dw t +  2b( 2t,x )dt 

En p a r t i c u l i e r  si ~ E ( s t x y )  e s t  la  densi td  de x ~ , on a : 

(3) ~(0,~2,~,q)  ~ ~ ( 0 1  ~ q )  

D6sormais nous dtudierons ~(0 1 ~ n ) a l'aide de (2) . 

3 . 2 .  F o n c t i o n n e l l e  d ' a e t i o n  : Le syst~me dynamique perturb~ (2) a pour l i m i t e  

quand ~÷0  le syst~me d~termin is te t r i v i a l  dx~ z 0 . Les p robab i l i t #s  d'#v#ne- 

ments concernant la t r a j e c t o i r e  globale x01 ont ,  pour c-~0, un comportement contr6-  

16 au premier ordre par une fonctionnelle d'action (ou d'6nergie) 

x : c~(01,u) ÷ [ 0 , + m ]  

ob C~(0t,U) est l 'espace des fonct ions continues sur [ 0 t ]  ~ valeurs dans U, va lant  

au temps 0. 

Rappelons (c f .  [20] [ I ]  [17]) le ca lcu l  de X . Soi t  C~(01,U) l 'espace des 

f E C~(01,U) t e l l e s  que f ' E  L2101 ] . Alors l ( f )  vaut + ~  si f ~ CL(01,U) ; 

lorsque f E C~(01,U) On a, aVec a = ~ *  . 

i 
1 , .  

ft a(O'ft )-1 f '  dt (4) X(f)  = ½ o t 

Pour toute pa r t i e  A de C~(01,U) on pose 
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(5) A(A) = in f  X(f) 
fEA 

Alors pour une bonne classe d'ensembles 

P(x~IEA) est "de l 'o rdre de" [exp - ~ ] .  
S 

Appelons d la distance ri~mannienne sur U 

Si F~q est l'ensemble des gEC~(01,U) te ls  que 

bien sQr 

(6) 

et donc pour 

(7) 

A (cf .  [ I  ] [4 ]) la probabi l i t4 

associ4e d ~a mJtrique 

go : ~' gl = q on a (cf .  

A(Fgn) = ½ in f  [d2(g,q), d2((,3U)] 

d(~q)  < d((,aU) 

A(F(q)  = ½ d2((,q) = ~(f) 

a(0,x) -I  . 

[1 ] [17]) 

Notons oE(t,x) = co(E2t,x) et b~(t ,x) = 2 b(E2t,x) les coef f ic ients de 

I I  existe t r iv ia lement  des constantes universel les C(n,K) te l les  

O<E<I la distorsion 

X E . 

que pour tout n ent ier ,  tout compact K de [01] x U, tout 

et la r igidi t@ de ~E,be soient contr61~es par 

rign(~E,bClK) < C(nK) r ign(o,blK) 

Les "constantes" C(~) li@es d la seule rigidit~ de a~,b ~ sont done 

rempla@ables par des constantes c ind~pendantes de ~ et li~es d la seule 

rigidit@ de ~,b . 

En pa r t i cu l i e r  2.4 implique pour chaque compact L de U l 'ex is tence d'un 

noyau gaussien G du type (4) avec c robuste et N ul tra-robuste en o,b te l  

que la densit4 ~ du processus x ~ tu@ & la sor t ie  de W v~ r i f i e  W 

les t ra jec to i res voisines de f fournissent " l ' essen t ie l "  de ~c (01~q)  quand 

E ~ 0  , 

3.3.  Robustesse e t  syst~me pe r tu rb~  : Imposons la condition 

(8) ~,q E U o compact f i x#  de U. 

o~ f est une g~od~sique minimisante joignant ~ ~ q . On s'attend donc (cf .  [16] 

[17] [19]) & ce que log ~c(01~n)  so i t  de l 'o rdre de _ I d2(~,n) et ~ ce que 
2E 2 
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N •  ( s , t , x , y )  ~ G ( ~ s , c t , x , y )  pour t o u t  W ouve r t  
(9) 

de L, t o u t  s~1 

De m@me 2.5 entra~ne f a c i l e m e n t ,  pour chaque compact L de U 

de c > 0 robuste en o,b t e l  que 

I exp( -c  R2 (10) P -[ sup x~-~l > R] < ~ ~ )  
s,~ s<u<t - - 

pour O<s<t<1, O<E<I, e t  ~EK , R > 0 t e l s  que la  boule de cen t re  

R s o i t  contenue dans L . 

l ' e x i s t e n c e  

e t  rayon 
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4. PARTIE EVANESCENTE DE LA DENSITE. 

4.1. Partie principale et partie ~vanescente : Les trajectoires de x e 

vois ines de la g~od~sique f j o ignan t  ~ ~ n fourn issent  l ' e s s e n t i e l  de la proba- 

b i l i t ~  d ' a t t e i nd re  ~. Traduisons ce f a i t  bien connu (c f .  [16] [17] )  en termes de 

densitY. 

Soient (x t )  la d i f f us ion  i n i t i a l e  1.1 sur UcR  m , ~ sa densitY, x ~ le 

syst~me E-perturb~ associ& (c f .  3 . (2) )  et ~ sa densitY. Notons X le volume de 

la boule unit~ de ~R m de sorte que 

( I )  ~(O,E2,~,n)=~(01 ~ q )  = l im I p(]x~_~l < r) 
m r÷O xr  

E _ ~ presque sQrement. o~ x o 

Donnons-nous un niveau de troncature p > 0 et une fonctionnelle de troncature 

§ 6 que cette limite existe pour p assez p e t i t  f i x~  et  est  de l ' o r d r e  de 

d2(~'n)) Appelons partie E -m exp(-  ~ . ~vanescente de ~(O,e2,~,n) la quant i t~  

~e_ [~c]= ~ 2~(O,e ,~,n) - [ c] = ~e(01 ~ n )  - [ c] qui est  (c f .  plus bas) n~gl igeable 

devant [ E] . 

4.2. Estimation de la partie ~vanescente : Th~or6me ; Soient (x t )  la 

d i f f us i on  i n i t i a l e  1.1 de coe f f i c i en t s  a,b , x ~ le syst~me perturb~ associ~, et 

E la densit~ de x e . A tout  niveau de t roncature p > 0 associons (c f .  4,1) la 

par t ie  ~vanescente ( ~  - [~e])  de ~ , Pour chaque compact U o de U i l  ex is te  

a lors  des constantes Po' c > 0 robustes en o,b t e l l e s  que pour tout  p ~ Po on a i t  

continue H : Co(01,A m) + [01] t e l l e  que H(g) = I pour ]Igll S p e t  H(g) = 0 

pour llgll ~ 2p Appelons partie principale de ~(O,E2,~,n) associ~e a la tronca- 

ture (p,H) la quantit& [ E] d~finie par 

(2) [~c] = l im 1 E[H(xE-f) I ] 
r+O xr  Ix~-nI~r  

o~ f est  la g~od#sique minimisante jo ignan t  ~ ~ q. Nous verrons en e f f e t  au 
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1 ( d 2 ( ~ , r l )  + cp 2) 
(3) 0 < ~ - [~s]  < C exp - 

_ _ 2 2  

pour ~,q E U o, 0<~< p/8 , I~-nl < cp 

Preuve : E l le  sera donn~ en 4.5 apr~s ~tude des o s c i l l a t i o n s  de x r e s t r e i n t  par 

une c o n d i t i o n  s u r  x 1 . 

4.3. Amplitude maximale conditionn6e : Lemme : Soit 

homog~ne dans le temps, ~ valeurs dans U U {m} . Soit 

X. Posons 

X une d i f f u s i o n  non 

le po in t  de d~part de 

(4) M(s, t )  = sup IXu- l 
s<u<t 

Soient W , W2~ des boules de centre q et  de rayons w,2~ avec 

O<r<w<2~<R. Appelons T( t )  l ' i n s t a n t  de premiere entree de X dans W apr~s 

l ' i n s t a n t  t ,  et @(t) l ' i n s t a n t  de premiere so r t i e  de W2~ apr6s l ' i n s t a n t  t .  

D~finissons les p robab i l i t ~s  suivantes ( l i~es  au processus X), 

(5) 

O~J X est le processus 

a(t,x) = Pt,x 

B(t,x) = Pt,x 

y( t ,x)  = Pt,x 

X tud d l'instant 

[~(t)<1] 

[M(t,T(t)) ~ R ; T(t)<l]  

[lxl- l r] 

@(t). Enfin posons 

(6) 

= sup {a(t,x) 10<t<1, xE~W2~} 

= sup {B(t,x) [0<t<1, xE ~W2w} 

= sup {y(t ,x) 10~t<l, xE ~W } 

Alors si I~-nl + 2~ < R et O<r<R, on a 

(7) ¢(R) : P { sup Ixt-~I >R ; I x l -q  I < r }  < Y B 
0<t<1 . . . .  ( I -~)  2 

Preuve : D~finissons les instants d'oscillations successives 

par 01=0(o) , e n =@(Tn), Tn+ I = T(@n). Soit K le plus grand entier tel que Tk<1; 

l'#v~nement {M(0,1) ~ R ; Ix1-nl Sr} implique {2~K<m} Pour K f in i  on a 
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M(~K,1) S I~-nl + ~ et M(0,81) S I ( -q l  + 2v 

Imposons la contrainte I ( -n l  + 2v < R pour en deduire 

k > 2  

{(R) = P [M(Ol;T k) > R; I x l - n l  < r ]  = ~ Pk 
- - k>2 

Pk = P[M(eI'Tk) Z R; Tk < I ; O k > I ; IX1-ql ~ r ]  

La propriete de Markov au temps Tk et la de f in i t i on  de 

avec 

donnent pour 

Pk ~ ~ P(Ak) avec A k = {M(81,~ k) ~ R ; T k < I }  

Comme M(Tk,B k) ~ lC-nl + 2v < R, l'evenement Ak+ I est inclus dans la reu- 

nion des deux evenements 

pour 

{M(OI,Tk)~R ; Tk<ek<Tk+1<1} et {M(0k,Tk+I)ZR ; Ok<Tk+1<1} 

La propri~te de Markov au temps O k donne alors par (5) (6) 

P(Ak+ I) ~ E[Iak ~(0k,Xek ) ]  + E[1Ok<1 6(8k,X0k)] ~ ~ P(Ak)+T P(Ok<1) 

k > 2 ; de m~me 

P(Sk+1<l) ~ P(Ok<%k+l<1) ~ ~ P(Sk<l) 

D'o~ par recurrence P(ek<l) ~ Ek-1 puis 

P(Ak ) ~ ~ k - 2  P(A2)+(k_2 ) ~k-1  

Dour k > I .  

pour k > 2 

La propriet~ de Markov au temps 01 donne 

P(A2) = P [M(81,~2) Z R ; ~2 < I ]  ~ 

d'ob P(A k) ~ (k - l )  ~ k - 2  ~ et par sommation 

@(R) < % Pk < ~ S P(A k) < Y B 
- k > 2  - k > 2  - ( I - ~ ) 7  

4.4. Application au syst~me perturb~ x ~ : Lemme : Soit x t 

perturbe associe & la d i f fus ion  i n i t i a l e  (x t )  ve r i f i an t  1.1. Pour 

U donne, i l  existe une constante c > 0 robuste en o,b t e l l e  que 

I r m R 2 (8) Pr{ sup Ix~-~l>R ; Ix~-nl~r}  < # (~) exp(-c ~ )  pourvu que 
0<t<1 - - E 

le syst~me 

U compact de 
O 



419 

(9) ~,qEU o, O<E<v, O<r<v<2v<R, I~-q[+2v<R, R+2v <~ d(Uo,3U) 4 

Preuve : I1 s u f f i t  d 'app l iquer  4.3 avec X = x e . Quand (9) est v ra ie ,  les 

res tent  dans U 1 compact f i x e  de U o. Le processus X i n d u i t  par x m sur 

a donc une densit~ @¢ major#e comme en 3 . (9 ) .  

A f o r t i o r i  i l  ex is te  c robuste te l  que 

W2v 

W2 v 

~e(t  I x q) < c pour 0<e,t<1, xEW2v,qEU o 
- ix_ql m 

La d~finit ion de y( t ,x)  et un calcul ~l~mentaire fournissent alors 

buste tel que pour tout r,~ on a i t  

c I ro-  

< c1(r)m 

d(Uo,~U) les boules de centre xE~W2v et de rayons v ou R Pour R+2v < 

sont contenues dans UI- .  D'apr~s 2.6 , on a donc 

2 R 2 
~- <_ exp(-c 2 ~ )  et T <_ exp(-c 2 ~ )  

E 

avec c 2 > 0 robuste en ,b. Appliquons maintenant(7) apr~s avoir  impos~ e < u 

1 
ce qui ga ran t i t  I < 1-exp(-c2) = c3 avec c 3 robuste ; on ob t ien t  imm~diatement 

1-m 
(8). 

4.5. Preuve du th#or~me 4.2 : Gardons toutes les notations du § 4. La partie 

~vanescente de la densit~ v~r i f ie par construction 

(10) ~E-[~] < nT~ l-L- P/ sup IxE-f I>~ "lx~-nl <r} 
- r÷0 x r  m ~ 0<t<1 t t - ' 

So i t  R ~ p-d(~,q) et  supposons (9) v ~ r i f i ~ e .  Alors (8) (10) impl iquent  

imm~diatement 

R 2 
E _ [ ~ ]  ~ ~ _ ~  Pr{ sup Ix~-~IZR ; Ix~-nlSr} S ~ -m exp(-c ~ )  

r÷0 ×r ~ 0<t<1 c 

Les choix R= ~ ,  v =  ~ , d(~,q) < ~ , l~-nl < ~ ,  ~ < ~ d(Uo,aU) v~ r i -  

f i e n t  bien (9) et la con t ra in te  suppl~mentaire impos~es t r o i s  l ignes plus haut. 

D'ob c I ,  puis c 2 robustes t e l l e s  que 

2 2 
~ -  r E < ci p-m exp(-c P ) < c 2 exp(-c p ) pour c < p/8 

- 4c2 - 8 2  - 

on impose d(~,q) ~ ~1-!~pV~-C on aura a f o r t i o r i  Si 
l U  
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Trg-[~ ~] < C 3 exp [ -  d2(~'rl) - C 022] 
- 2~ 2 IU~  

d'ob le th6or~me 4.2. 

pour m < p/8 

4.6. Oscillations conditionn6es des diffusions uniform@ment elliptiques: 

Corollaire : 

Soi t  X t une d i f f us i on  sur ~m, non homog~ne en t ,  ~ coe f f i c i en t s  S,B de 

d is to rs ion  et  2 - r i g i d i t ~  born~es, de po in t  i n i t i a l  O. Alors i l  ex is te  une constante 

c > 0 robuste g lobale en S,B t e l l e  que 

I r m exp(-c R 2) (11) P { sup IXtlZR ; I x i I < r }  ~ 
0<t<1 

pour tout  r,R te l s  que O<r<1 et R>2. 

Preuve : I I  s u f f i t  de recopier  mot pour mot la preuve de 4.4 avec ~ =n = O, ~ = I ,  

U I = W 2, U o = W I ,  d(Uo,~U) = + m e t  ~=I. L 'es t imat ion  (8) coincide a lors  aux nota- 

t ions pros avec (11) 
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5. LE PONT D'UNE DIFFUSION 

5 . 1 .  De l ' u t i l i t ~  des p o n t s  : La pa t t i e  p r i nc ipa le  [~e] de la densi t~ 

~E(01 ~ n )  f a i t  bien s~r i n t e r v e n i r  un condit ionnement par x~=~ A cet e f f e t ,  

nous in t rodu isons pour ca l cu le r  [ c]  une f am i l l e  de d i f f us i ons  X e de po in t  i n i -  

t i a l  0 l i~es simplement au syst~me perturb@ x e et les ponts Z c des X ~ , i . e .  les 

E 0 . d i f f us i ons  X e condi t ionn~es par X I = 

Apr~s une l o c a l i s a t i o n  convenab~e, les X E seront & d i s to r s i on  et  r i g i d i t ~  

born~es sur .~m . Ce paragraphe, compl~tement ind~pendant du corps de l'article, 

regroupe des est imat ions pr~cises concernant des fami l l es  de ponts. I I  est donc 

sugg~r~ en premi6re lec tu re  d ' i gno re r  largement les d~ ta i l s  des ca lcu ls  du § 5 dont 

cer ta ins  sont sOrement disperses dans la l i t t ~ r a t u r e  ex is tan te  (c f .  [8  ] par exemple). 

routes les diffusions en rue sont a priori non homog~nes dans le temps ce que 

nos notations camouflent le plus possible en rel~guant le temps t en indice, in- 

dice qui reste muet ( i . e .  absent !) dans la p lupar t  des ~quations d ' I t o ,  i n t~gra les ,  

e t c . . .  

5 . 2 .  La d i f f u s i o n  de base : Sur l ' o u v e r t  U de Rm consid~rons la d i f f u s i o n  

X t ,  O<t<1, non homog~ne en t ,  so lu t ion  de l ' ~qua t ion  d ' I t o  

( I )  dX = S(X)dw + B(X)dt 

Les champs Bt(x)  et St(x)  sont supposes C m sur [01 ]  x U. De plus 

A = SS* est suppos~e i n v e r s i b l e  et nous posons F = A - I  = (SS*) - I  

Le g~n~rateur i n f i n i t e s i m a l  Lsx de X est l ' op~ ra teu r  parabol ique 

A~J(x) @x.@x. + Z B~(x) (2) Lsx = @s + ½ i , j  i j i @xi 

Le processus X admet classiquement une densi t6 p ( s t x y )  > 0 ana ly t ique 

en s,x , so lu t ion  fondamentale minimale de 
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(3) Lsx p ( s t x y )  = 0 O<s<t<1 ; x ,yEU 

Pour toute fonct ion u : U÷R + bor~l ienne, la fonct ion 

v (s ,x )  = r p ( s t x y )  u(y)dy 
J U 

est analyt ique sur ]Ot[xU si et seulement si e l l e  est partout f i n i e  ; e l l e  v ~ r i f i e  

a lors 

(4) Lsx v (s ,x )  = 0 pour O~s<t, xEU 

Enfin si u est continue a support compact, on a 

(5) l im v (s ,x )  = u(x) pour xEU 
s+t 

pour 

En p a r t i c u l i e r  so i t  

O<s<t<1, xE U 

( fonct ion 

h(s,x)  une fonct ion bor~lienne pos i t i ve  f i n i e  t e l l e  que 

h(s,x)  = | p ( s t x y )  h ( t , y )dy  
J U 

X- invar iante ,  ou encore parabolique selon Doob). 

D'apr~s ce qui precede on vo i t  que 

(6) 

I h est analyt ique sur ]01[ x U 

et Lsx h(s,x)  z 0 sur [01[ x U 

Noter l'exclusion du temps 1. 

5.3. Diffusion relativis~e par une fonction invariante : Th~or~me : 

Soit  X une d i f fus ion  non homog~ne comme en 5.2, et  h(s ,x)  > 0 une fonct ion in -  

var iante pour X. Pour O~s<1 consid~rons le dr i f t  oon~l~mentaire V s d~f in i  par 

(7) Vs(X) = As(X) ~x log h(s,x)  O<s<l, xEU 

et la d i f fus ion  Yt '  O<t<1 solut ion sur U de l '~quat ion d ' I t o  

(8) dY = S(V)dw + [B(Y) + V(Y)]dt  

Alors Yt n'explose pas pour O~t<1, et sa densit~ de t r ans i t i on  q vaut 

I p ( s t x y )  h ( t , y )  (9) q ( s t x y )  = 

De plus pour toute fonc t ionne l le  bor~lienne pos i t i ve  
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(h : C ( 0 t , U ) + I ~  + 

on a pour t < I et X o - x ,  

I 
(10) E [@(Y0t ) ]  =h-T0-?x-~ E [@(X0t) h( t ,Xt)  ] 

On d i t  que Y est la diffusion relativis~e de X par h ; noter que YI 

n'est pas d~fini a priori. 

Preuve : (classique). L'existence et la continuit~ de la solution Yt de (8) sur 

0_<t<~ r~sultent de la r~gular i t~ des coef f ic ients ,  en notant ~ le temps d'explo- 

sion de Y. D'autre part la fonction q d6f in ie par (9) v~ r i f i e  clairement 

I q ( s t x y )  dy - I pour 0_<s<t<1 (11) 

ce qui, avec (5) montre que pour f continue b support compact 

(12) l im [ q ( s t x y )  f (y)dy = f (x )  pour xEU 
s+t JU 

Enfin un calcul banal bass sur (2)(3)(6)(9) montre que pour O<s<t<1 et 

x,y E U 

(13) [Lsx + Vs(X) ax] q ( s t x y )  : 0 

Mais d'apr~s (3)(7),  l 'op~rateur Lsx + Vs(X) ax n'est autre que le g4n~ra- 

teur in f in i tes imal  de Y. De (11)(12)(13) on conclut que q est bien la densit~ 

de Y, et ensuite au vu de (11), que Y n'explose pas sur [01[ . 

Enfin (10) se d~duit de fa¢on standard de (9), en t r a i t an t  d'abord le cas ~l~- 

mentaire ob ~ ne d~pend que d'un nombre f i n i  de coordonn#es. 

5.4.  D i f f u s i o n s  c o n d i t i o n n 4 e s  : Soit W un ouvert relativement compact de U. 

La diffusion oonditionn@e de X par {X I E W} est la diffusion yW relativis~e de 

X par h W o~, p ~tant la densit~ de X, et IWI le volume de W, 

(14) hw(S,X) : r p(s I xy) dy 
J W 

terminologie just ice par (10). Pour zEU donn4, la d i f fus ion conditionn~e de X 

par {X1=z} est la d i f fus ion re la t i v is~e de X par h ob 

(15) h(s,x)= p(s I xy)  
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5 .5 .  Les ponts d' 

la diffusion conditionn@e de X 

les diffusions conditionn~es de 

yO_z , et nous poserons 

(16) hr(S,X ) = I f p ( s l x y )  dy ; ho(S,X) = p ( s l x O )  
X rm J [y[<r 

ob X = volume de la boule unit~ de ~R m ; le d r i f t  de yr s ' ~c r i t  B+V r avec 

(c f .  (7)) 

(17) V[(x)  = As(X) ~x log hr(S,X) 

5.8. Hypotheses globales : Jusqu'd la fin du § 5 supposons d6sormais X0-O, 

U- R m , et les coefficients S,B de X d distorsion et 2-rigidit~s born6es. II 

ex is te  a lors  (c f .  appendice A.2.2 et A.2.3,  ou [ 9 ] )  un noyau gaussien G du type 

une d i f f u s i o n  : Supposons X o ~ 0 .  Appelons pont Z de X 

par {XI=O} . Les ponts approeh~s yr, O<r, seront 

X par { IX I I  J r }  . Nous adopterons la convention 

D~sormais, les constantes (c, c I ,  c 2 . . . .  ) et (~, W I ,  ~2 . . . )  introduites 

S,B. 

La constante 

jusqu'd la fin du # 5 sont res~robustes globales et ultra-robustes globales en 

c o , d~ f i n ie  par 

c = i n f  p ( O I O x )  > 0 
o xl<1 

a un s ta tu t  pa r t i cu l i e r  ; d'apr~s (18) c o est major~e par une constante robuste 

globale. Plus bas nous verrons, iustement ~ l ' a i de  du th4or~me 7.5 que c o est 

aussi minor~e par une constante robuste globale, donc est en f a i t  robuste globale. 

Mais nous n'utiliserons pasce fait avant d'avoir obtenu la minoration robuste glo- 

bale adequate de p ( s t x y )  . 

5 . ? .  Lemrae : (hypotheses et notat ions 5.5, 5.6) .  I I  ex is te  une constante c I ro-  

buste globale en S,B t e l l e  que pour tou t  t < I ,  toute f onc t i onne l l e  bor~l ienne 

F : C ( O t ,  ~ m ) ÷ ~  , tou t  O<r<1 on a i t  

2.(4)  avec c robuste globale et ~ u l t ra - robus te  globale en S,B, te l  queen 

tou t  po in t  ( s t x y )  

(18) p ( s t x y )  < G ( s t x y )  et I~ x p ( s t x y )  1 < ( t - s )  - I / 2  G ( s t x y )  
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(19) 
c 1 

E[IF(Y~t) IIVt(Y~)I] %E- (1- t ) -3 /4  IIF(X0t)ll 2m 
0 

~xP(Slxy)  I v sont 

donne a f o r t i o r i  

c 1 
(20) E[IF(Y~t) I] ~ o o  (1- t ) -1 /4 IIF(Xot)II 2m 

Preuve : Soi~v> I. D'apr~s (18), [ p ( s l x y ) ] V  et I ( l -s )  1/2 

major~es par cV(l_s)-m v/2 e x p ( - N ~  ) ; la majoration p ~ G 

p(OsOx) < c s "m/2 exp(-pv]~ ]~) d'ob 

[Xs_y[2 m 
E e x p ( - # v - - - ~ )  ~ c s - 7 I m exo  

m m 

(2~)7 c(1_s)7 exp(_~v]yl2) 

et par suite la majoration 
1 m ( 1 - v )  

(21) l ip(siX s ~11~ + II(1-s) ~ axP( s l  X sy)IIv % Cl(1-s) 2~ 

1 avec c 1 robuste globale. Prenons v = 1 + ~ T  pour avoir 

d~f in i t ion (16) donne alors pour r > O, O<s<l, 

(22) 

(23) 

relat ions vraies aussi pour 

exp(-ply] 2) 

m(1-v) _ I 
-7-v ~$" 

]lhr(S'Xs)llv < ~ I  llp(slXsy)l]~ dy < c1(1-S) -I/4 
- xrm 

II~xhr(S'Xs)iIv < ~ I I I~xp(slXsy)IIv dy < c i ( I - s ) -3 /4  
- × r  m 

r = O  d'apr6s (18)(17) 

La 

D'apr6s (10)(17) on a 

hr(O,O) Eli F(Y~t) V r iv~(xt ) lhr( I t(Yt) I ] = E [I F(Xot)I t ,Xt) ]  

< IIA II m E[IF(Xot)I I~xhr( t ,Xt) ]  

On majore le 2 nd membre par 1 in#gal i t# de H~Ider car ~ + = I et on u t i -  

l ise (23) ainsi que la minoration #vidente hr(O,O) > c o pour O<r<1, pour obtenir 

(19). De m~me par (10)(22) on obtient pour O<r<1, O<t<1, 
I 

c I 
I i lhr( t ,Xt)  Ii v IiF(Xot)ii2m < ~ (1_t)-~ llF(Xot)ll2m Ell F(Y~t)I ] < ~ 
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5.8. Moments exponentiels du pont : Lemme : Soit X une diffusion comme en 

5.6 et Z ]e pont de X. Alors i] existe des constantes c2' ~I > 0 resp ~ robuste 

et u l t ra - robus te  globales en S,B t e l l e s  que, avec c comme en 5.6, 
O 

Izt]2,~ c 2 
(24) E [exp( ,  I ~ ) ]  ! Co 0~t<l 

En p a r t i c u l i e r  on a 

n! c2 
(25) EIZt 12n < - ~  ~ -  ( l - t )  n pour 0~t<1, nZ0 

NI o 

Preuve : La densi t~ q ( 0 t 0 z )  de la v.a. Z t ,  e x p l i c i t # e  par (9) admet grace 

(18) la majorat ion 

(26) q ( 0 t 0 z )  = p ( 0 t 0 z )  p ( t l  z 0 ) <  c 2 - ~ - m t ~  
p~01 00) -Coo ( l - t )  2 t ~ exp (-~ 

D'ob la v a l i d i t #  de (24) pour NI = ½ N " 

5.9. Convergence des ponts approch~s : Th~or~me : Soit X une diffusion 

sur R m comme en 5.6. Soient Z~Y°  le pont de X et  yr ,  r>0, les ponts appro- 

r l im r ex i s t en t ,  et ch~s de X. Alors P-p.s. les l im i tes  Z I = l im Z t et YI = Yt 
t~1 t÷1 

on a Z I = 0. De plus quand r ÷ 0  les l o i s  des yr  convergent ~t ro i tement  sur 

C (01, ~m) vers la l o i  de yOzz  . 

Preuve : D'apr6s (19) le d r i f t  compl~mentaire V r de yr  v ~ r i f i e  

r r ci  
E IVt(Yt)  I _<~- ( l - t )  -3 /4 ,  d'ob .Dar l ' i n ~ g a l i t ~  de H~Ider, pour 0<r<1,__ 

O 

(27) E vr(y r) Idu < ( t - s )  I /7  
U- U" - - ~ O  

Puisque 

O<s<t<1, 

(28) dy r = s(yr)dw + [B(Y r) + v r ( y r ) ] d t  

r ex i s ten t  P-p.s Dour r = l im Yt " avec S,B born6s, (27) impl ique que les l im i tes  YI t÷1 

tou t  r>0 et que t o u s l e s  yr ,  r>0, ont un m&me "module de con t i nu i t 4  en proba- 

b i l i t Y " .  Ains i  les l o i s  Qr des yr  forment sur C(01, R m) une f am i l l e  r e l a t i v e -  

merit compacte pour la convergence ~ t r o i t e .  

Quand r ÷ 0  les c o e f f i c i e n t s  de dY r convergent vers ceux de dY ° ,  uniform~- 

ment sur les compacts de [ 0 1 [ x ~ m  ; ceci s u f f i t  classiquement ~ i d e n t i f i e r  toute 
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loi  l imi te  des Qr avec la lo i  QO. D'oQ la convergence ~t ro i te  de Qr vers QO. 

Enfin (25) implique que Z I = O, P-p.s. 

5.10. Moments exponentiels des ponts : Th~or~me : Soit 

comme en 5.6 ; soient Z~Y° le pont de X et yr, r>O 

i l  existe des constantes c 3, T >0 robustes globales en 

r E [ 0 1 ]  , yr v~ r i f i e ,  avec c o comme en 5.6, 

c 3 
(29) E [exp T Ii ,Y~,2dt]<-c- ~ 

et quelle que soit la fonction 

(1,m) 

X une di f fus ion 

les ponts approch~s. Alors 

S,B te l les  que pour tout 

bor~lienne sur [01] x ~m & valeurs matr ic ie l les 

Toutes les 

O<~<W4m, 

d'apr~s 

[ i, E expT I ~ot(Yt)dYtl _<~- pourvu que £ot(z) < z partout 
o (30) o 

11o c3 E [expT I q)t(Y~)dY~l 2] <-Coo pourvu que qDt(z)<_I partout 

Preuve : Pour al l~ger l ' ~ c r i t u r e ,  f ixons r E [ 0 1 ]  , y ~ y r  et h - h  r . 

constantes ci-dessous sont ind~pendantes de r . De (20) on tire pour 

c 1 c 4 
(31) E (exp~IYt  12) <_~- ( l - t )  - I /4  IiexpaixtI211 2m<c-- ( I - t ) - I / 4  

o o 

avec c 4 robuste globale, car la densit~ de X t est major~e par G(OtOx) 

(18). D'ob 

2dr < E (exp 12)dt < ( 1 - t ) - I / 4d t  < ~  - - -  E exp o~ IYtl _ ~ IYt - ~ o  o o 

ce qui prouve (29). 

Le lemme 5.7, l 'ex is tence pour Yt de moments de tous ordres int~grables en 
t 

t d'apr~s (31), et l 'expression (28) de dY montrent que I ~(Y) dY est bien 
o 

d~f in ie,  p.s. convergente quand t ÷ 1 ,  et admet des moments de tous ordres pour 

O<t<1 lorsque ms(Z) reste major# par un polyn6me f ixe  en Izl , & coef f ic ients  

constants. 
F 

Pour ~,~ semi-martingales vector ie l les notons | ~ d~ le processus 
t J 

t ÷  I Su dSu et I~I~ la v.a. sup l~tl Classiquement i l  existe une constante 
o O<t< 

universel le c 6 > 0 t e l l e  q~e 
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1 exp(_c6R2 ) (32) P (I #~dwl m > R) L~6 

pour tout R Z 0 et toute ~ t e l l e  que I@lc o,  P-p.s. Les coef f ic ients  de X 

6tant born~s, i l  ex iste (cf .  § 2.6) c 7 robuste globale en S,B t e l l e  que 

I exo(_c7R2) pour tout R > 0 (33) P (lxlm Z R) S c-7 - 

Soit 9 tel que l~tl ~ IXtl. Pour R > 0 notons ~ le processus tronqu@ 

~t = ~t I{ sup IXsl S v-~} ; alors P (ITmdwim Z R) est majors par 
O<s<t 

P(IxI~ > ~) + P(II I~dwl~ Z R) 

I exp(_c8R ) avec c 8 > 0 robuste globale. Comme et donc au vu de (32)(33) par #88 

#dX = ~S dw + ~B dt avec S,B born6s, on obt ient  c 9 > 0 robuste globale t e l l e  

que 

pour tout 

de ci0,  T > 0 

r 1 exp(_c9R ) 

et tout ~b tel  que I~1 < IXl • Ceci garant i t  bien sOr l 'ex is tence R > O  

robustes globales te l les  que 

Ilexp~[ I ~  dXloo II 4m -< ci0 

IlexpTI I~ dXl2m II 4m <- c10 pour 

Traitons d'abord ]e cas de I q~s(Ys)dYs avec I~Ps(x) l < Ixl partout.  
ft 

Posons W(Yot) = exp • Jo m(Y)dY, d'o~ 

I~SI2)dt]  dW(Yot) =~W(Yot)[m S dw + (mB + koV + 

(34) 

c11 tel  

pour I~1 < X 

I~I < i 

o~ ~S B V sont calculus en t ,Y t .  Puisque l~s(x)l S Ixl on en t i r e  

que pour t < I 
t 

E W(Yot)-1S c11 E I IW(Yos)l(1+lVsl2)(1+IVs(Vs)l)ds 
0 

d'oa par (19) (20) et  le lemme de Fatou pour a t t e ind re  t= l ,  

c12 11 2 -3/4ds E W(Y01)-I ~ E o IIw(x°~)(1+IXsl- )II 2m ( l - s )  

La I I . . . I I  2m est ic i  major~e par l 'expression 

Ilexp ~11~(X)dXl~ II 4m x It~+lXsl211 4m 



429 

c13 
qui (c f .  (34)(33))  est born~e par une constante robuste g lobale.  D'o~ E W(Y01) ~ Co 

avec c13 robuste. Le m~me r ~ s u l t a t  s 'appl ique ~ -~ t (z )  et  puisque elVl~eV+e v ,  

la premiere par t ie  de l ' a s s e r t i o n  (30) est prouv~e. La seconde par t i e  (cas o~ 

l~s(X) I ~ I )  se d~montre de m~me. 

5 . 11 .  C o r o l l a i r e  : Soi t  X une d i f f u s i o n  sur R m comme en 5.6 ; so ient  yr  

les ponts approch~s de X, et Z~Y°  le pont de X. D~f inissons des semi-mart ingales 

r 0<t<1 par dM r = a(Y r) dY r + 6 ( y r )d t ,  o~ s t ( x )  et ~ t (x )  sont des locales M t _ 

champs de matrices et vecteurs sur [01] x R m, de classe C ° ° ,  uniform~ment born~s. 

Alors M~ = l im r t÷1 Mt ex is te  P-p.s . ,  et quand r ÷ 0  les processus ~ r= (y r ,Mr )  con- 

vergent ~t ro i tement  vers ~o sur C(01, R m x ~) De plus pour toute fonc t ion  

cont inue born~e ~ : C(01,R m x ~ ) ÷  R on a 

(35) l im E [~ (y r )  exp M r ] = E [~(Z) exp M ° ]  
r÷0 

Preuve : La convergence D.s. de M r quand t ÷ 1  r~su l te  d'une remarque f a i t e  au 
t 

mi l ieu  de la preuve 5.10. Par const ruc t ion  ~ est a lors  une d i f f u s i o n  en t ,  

o r 0<t<1, ont leurs  t r a j e c t o i r e s  dans C(01 ,~mxR)  0~t<1 sur R m x ~ ,  et les ~ t '  

Quand r ÷ 0  les c o e f f i c i e n t s  de ~gr convergent c la i rement  vers ceux de ~ o ,  un i -  

form~ment sur les compacts de [01[ x R m x ~  . Ceci ga ran t i t  que tout  po in t  l i m i t e  

de la f am i l l e  des l o i s  des ~ r  quand r ÷ 0  coinc ide avec la l o i  de ~ o .  Les majo- 

ra t ions (30) et (27) contr61ent ~videmment le "module"de con t i nu i t~  en p robab i l i t ~  

des ~ r ,  uniform~ment pour 0<r<1 et assurent donc la comoacit~ r e l a t i v e  des l o i s  

des ~ r .  D'o~ la convergence ~ t r o i t e  de ,~gr vers ~o  sur C ( 0 1 , ~ m x ~ ) .  

I I  ex is te  une ~vidente fonc t ion  cont inue (non boz~n~e) ~ : C(01, R mx ~) 

t e l l e  que 

~(~gr) = ~(yr )  exp M r 

si ~ est comme dans l '~nonc~ 5.11. Pour prouver (35) i l  s u f f i t  donc d ' ~ t a b l i r  un 

r~su l t a t  d ' i n t ~ g r a b i l i t ~  uniforme du type 

E [~(~#r )2 ]  uniform~ment born~ quand r ÷ 0 .  

Mais ~ ~tant  born~e, ceci r~su l te  de (30) et de la d ~ f i n i t i o n  de M r . 
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5 .12 .  A m p l i t u d e  m a x i m a l e  du p o n t  : Th6or~me : Soit  X une d i f f us i on  sur 

R m & coe f f i c i en t s  S,B comme en 5.6, de densite p. Alors i l  ex is te  une constante 

c > 0 robuste g]obale en S,B t e l l e  que le pont Z de X v e r i f i e  

(36) P ( sup ]Zt] ~ R) < I exp(-cR 2) pour tout  R > 0 
O<t<l - cp(O 1 0 O) 

Remarque : Nous verrons plus bas en 7.8 que p (0100 )  est aussi une constante 

robuste g lobale en S,B . 

Preuve: Le c o r o l l a i r e  &6 f o u r n i t  c14 > 0 robuste en S,B te l  que pour O<r<1 et 

R>2 on a i t  

(37) P { sup JXtl > R, Ixl l  < r} < I r m exp(_c14R2 ) 
O<t<1 - - - c14 

La d ~ f i n i t i o n  des yr donne a lors  pour r<1 et  R>2 

r m exp(-c14R2 ) 

P ( sup IY~I > R) < P ( iX l l ! r  ) O<t<1 - - c14 

Et classiquement la convergence ~ t r o i t e  de yr vers Z quand r+O donne, 

en posant Po = p(01 00) 

(38) P ( sup [Zt[ > 2R) < ~ P ( sup IY~I > R) < 1 e x p ( _ c 1 4 R 2  ) 
O<t<1 - - r+O O<t<1 - - POC14 

pour tout  R>2. Rempla~ons c14 par c15~<c14, robuste global et assez p e t i t  pour 

que I < 1  exp(-4 c15 ) ; ceci est toujours possible car on sa i t  d~j& (c f .2 .5 )  
- POC15 

que Po est major6e par une constante robuste g lobale.  Alors (38) entra~ne 

P ( sup lZ t l  > 2R) < ~ 1 e x p ( - c 1 5 R 2 )  pour tout  R > 0 
O<t<1 - - POC15 
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6. PARTIE PRINClPALE DE LA DENSITE 

6.1. Modification standard des coefficients : Sur l'0uvert U de Rm 

so i t  (x t )  la d i f f u s i o n  i n i t i a l e  1.1 ~ coe f f i c i en t s  o,b. Pour ~,n C U appelons 

f la g6od~sique minimisante jo ignant  ~ ~ n (points  proches) et f i xons des compacts 

U o, U I de U avec U I vois inage de U o. I I  ex is te  a lors des constantes ci,P1>O 

robustes en o,b t e l l e s  que les re la t i ons  

(1) ~,n E U o, I~-nl  < clP , P ~  Pl 

garant issent  I ~ - f t l  < p pour O<t<1 et l ' i n c l u s i o n  dans U I de la boule e u c l i -  

dienne de centre ~ et  rayon 8p . Mais a lors  la r e l a t i on  I x ~ - f t l  ~ 2p force 

Ix~-~J S 3p , et la partie principale [Ti El de la densit~ ~(0 1 ~ ~ associ~e a 

la troncature (o,H) (cf. 4.1) ne d~pend que de la loi du processus x c tu~ d la 

sortie de la boule W centre ~ et rayon 4p. 

Construisons de fa¢on syst~matique un processus x ~ sur ~m ayant de mei l leurs  

coe f f i c i en t s  que x E et  te l  que les processus indu i t s  sur W par x ~ et x E a ient  

m6me l o i .  Fixons jusqu'~ la f i n  de § 9 une fonc t ion  de classe C m u : R+÷[01]  

sur [01] et  0 sur [ 2 , + m [ .  Posons ~(x) = u ( ~ )  va lant  I et 

(2) b ( t - x )  = ~(x) b ( t , x )  ; a ( t , x )  = ~(x) a ( t , x )  + [ 1 - ~ ( x ) ]  I 

ok I est la matr ice i d e n t i t ~  d 'ordre m. On d 6 f i n i t  les (m,k)-matr ices o par 

la d~composition en blocs ~ = ( v ~ l  0). Nous d i rons que (o,b) est une modifica- 

tion standard de o,b associ~e d la tronaature p. 

I I  est ~vident  que ~,b sont ~ d i s to rs ion  et n - r i g i d i t 6  born$es ; de plus on 

a quand ( I )  est v ra ie  

(3) d is (~ l [01  ] x~  m) ~ 2 + d is (o l [O1]xU I)  
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et  pour p U ° U I 

(4) 

f i xes  i l  ex is te  ~ constant te l  que 

r i g  n (o,b l [01 ] x ~m) < an r i g  n (a,b l [01 ] x U I )  

quels que soient ~ , b .  

En particulier U o, U I dtant fixds et (I) dtant suppos~e vraie, les constantes 

u l t r a - r o b u s t e s  g l o b a l e s  en a ,b  s o n t  a f o r t i o r i  u l t r a - r o b u s t e s  en a ,b  ; e t  d ' a p r ~ s  
% % 

(4),  une fois p choisi les constantes robustes globales en a,b  deviennent robus- 

tes en a , b .  

Une fo i s  calcul~e la g#od#sique f et  f i x ~  le niveau de t roncature p , le 

calcul de [TF ~] peut se faire apr~s remplacement de X ~ par X ~ , c'est-a-dire 

apr~s modification standard des coefficients. Dans toute la su i te  nous ne prendrons 
rvn~ 

pas la peine de distinguer c~ b x E et a b x E par des notations diff~rentes. 

Pour les ca lcu ls  d~ l i ca ts  des § 8 et 9, nous cho is i rons ~,b comme ci-dessus 

mais avec la contrainte suppldmentaire suivante 

(5) l+wl a ( t , y )  _< a ( t , x )  _< ~ a ( t , y )  pour 0<t<1 ," x ,yERm , 

o~ ~) e s t  f i x ~  d ' a v a n c e  avec 0 < x ) < _ ~  . I1 e s t  ~ v i d e n t  que pour chaque t e l  v , 
% % 

i l  ex is te  po(V) > 0 robuste en a,b te l  que le choix (2) de ~,b garant isse (5).  
rV ~v 

Nous d i r o n s  a l o r s  que (c~,b) e s t  une u - m o d i f i c a t i o n  de ( a , b ) .  

6.2. Ecart normalis# entre trajectoire et g#od#sique : Part0ns de la dif- 

fusion i n i t i a l e  (x t )  sur U v ~ r i f i a n t  1.1. Assoc ions- lu i  le syst~me perturb~ x E 

donn~ par 3.1 et so i t  f la g~od#sique de ~ a n • Nous a l lons  nous in t# resser  

aux processus 

(6) 

condi t ionn~s par K~ = O. 

Cherchons ~ ca l cu le r  [ c] 

une t r a n s l a t i o n  par ~ f 

sanov) l ' ~ tude  du pont de 

K ~ = Z (xe- f )  
E 

Fixons un niveau de t roncature p et ~ , q v ~ r i f i a n t  ( I ) .  

Apr~s modification standard des coefficients (c f .  5.1) 

dans l 'espace des t r a j e c t o i r e s  ram#nera (formule de G i r -  

K e ~ ce l l e  du pont de X C, ob X e v ~ r i f i e  sur R m, et  

pour 0<t<1 
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(7) 

et le d r i f  compl~mentaire 

dX c = S(c,Xe)dw + B(c,XC)dt avec X~ z 0 et 

St (c ,x )  = o(e2t ,  ft+mx) ; B t (c ,x )  = c b(c2t ,  f t  + e x )  

Appelons pC la densit# de X E ; introduisons le champ de matrices 

V donn~s par 

A=SS 

(8) At (E 'x )  = a(e2t '  f t  +ex) ; V t (e ' x )  = A t ( c ' x )  ~x log p C ( t I X 0 )  

L '~quat ion du pont Z C de X ~ s ' # c r i t  a lors (c f .  § 5) sur ~m et  pour 0<t<1 

(9) dZ c = S(E,Z e) + [B(E,Z c) + V(E,Ze) ]dt  

La formule de Girsanov am~nera ~ associer ~ toute semi-mart ingale brownienne 

adequate Z t sur [01[ et  a tout  c ~ 0 la semi-mart ingale num~rique t ÷ J t ( E , Z )  

v ~ r i f i a n t  Jo(C,Z) ~0 et  l '~quat ion  d ' I t o ( i n d i o e  t muet) 

(10) dat(+,Z) = f ' *  r (c ,Z)  [½ f ' d t  + ~(dZ-B(E,Z)dt ) ]  

avec St (c ,x )  = [A t ( c , x ) ] -1  

Les notat ions (7) (8) (9) (10) permettent de donner la formule, essen t ie l l e  

dans la su i te ,  exprimant la par t ie  p r inc ipa le  [~e] 

Z c . 

de la densit# ~ p a r t i r  du pont 

6.3. Calcul de la pattie principale : Th~or~me : Soit (xt) une diffusion 

sur U E ~m , v ~ r i f i a n t  1.1. Soi t  x E le syst6me perturb4 associ~. Soient 

~,n E U et un niveau de troncature p v~r i f iant  ( I ) .  Alors la partie principale 

[m E] de la densit~ ~(01 ~n ) est donn~e par la formule suivante, apr~s modifi- 

cation standard (cf. 6.1) des coefficients o,b , 

( I I )  [ E] : E-m p~ (0100 )  E [H(cZ ~) exp(- ~ J1(c ,Z~) ) ]  
E 

ob pC , Z~ sont la densit~ et le pont du processus X c donn~ par (7),  J1(c,Z c) 

est la v.a. num~rique donn~e par (10), et  la fonc t ionne l le  continue 

H : C(01, ~ m ) + [ 0 1 ]  vaut I pour iIgIIco ~ p et 0 pour IIgIIco > 2 p. 

6 . 4 .  Commenta i re  : Esquissons le comportement de X c, Z c, pC, j I ( ~ , Z  c) quand 

÷ 0. Par (7),  X c converge ~troitement sur C(01, R m ) vers le processus gaussien 

centr6 X 0 donn~ par (indice t muet) 
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(12) dX ° = o(0,f)dw 

La densit~ pO de X ° s ' 6c r i t  donc 

(13) p ° ( s t x y )  = (2~) -m/2 (det ast ) I /2  exp[- ½ ast . (x -y )  2] 

ob les formes quadratiques ~st valent 

Le pont Z E converge ~troitement sur C(01, ~m) 

donn~ par ( indice t muet) 

(15) dZ ° = o(0,f)dw - a(0, f )  a t l  z° dt 

vers le pont Z ° de X °, 

et est donc aussi gaussien centre. Nous verrons plus basque p~(01 00) est C m 

en E ,  et par (13)converge donc quand E÷0 vers 

I f '  (16) p°(0100)  = (2~) -m/2 det a(0,fu)dU 
o 

Quand ~ JI(~,Z E) qui est aussi C ~ en E , sa l im i te  pour E÷0 vaut 

X(f) = ½ d2(~,n). Ceci f a i t  pressentir pour [ ~ ]  un premier terme du type 

d2(~,n)l p°(0 I 00) - m  exp [ -  2 - - ~  J , ce qui sera pr~cis~ compl6tement plus bas. 

6.5, Preuve du th~or~me 6.3 : Co~en¢ons par hire une modi~cation stan~rd 

de o,b. Pour r < 2p posons 

(17) ~r = I ~  E [H(xE-f) I ] 
X rm Ix~-~I~r 

avec H comme en 6.3, et × = volume de la boule unit~. I I  s 'agit  de calculer 

lim ~r = [~]" Darts cette preuve tout le oalcul se ~it dono d ~ f~. 
r÷O 

Posons x c = f+E K E • la d i f fus ion K ~ v~ r i f i e  K ~=0 et (notations (7)) 
' 0 - 

I f ' ] d t  (18) dK C = S(E,K~)dw + [B(~,K c) - 

Soit X ~ la d i f fus ion (7). Sur la t r ibu  ~t  des ~v~nements ant~rieurs ~ t ,  

les lo is  pK et pX de K~,X c v~ r i f i en t  pour t < I 

(19) dpK = exp(- -~ Jt(c,XE)) avec Jt donn~ par (10) 
d-~P~t ~ 

Ceci entraine, en posant r = E u, avec u > 0 tendant vers 0, 
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(20) _ I E[H(cKC) i I =  E[H(cXC) i exp(_e-2J1 (c,XC)) ] 
~Pcu xEmum IK~l<uJ IX~I/u 

-m P(Ix~l!u) 
= C 

m × u  

Notons yU la  d i f f u s i o n  X c 

ddpend de ~ . De (20) on t i r e  

-m P( IX~m <u) 
qOsu = £ m Xu 

La d e n s i t ~  de X c ~ t a n t  p~ on a 

P(Ix~l/u) 
lim 

m 
u+O X u 

Puisque  [~r e l  = l im m r = l im q%u 
r+O u÷O 

Z e . yO e s t  l e  pont  de X c , 

(21) 

(22) 

dessous, ob 

E[H(cX c) exp(-E-2J1(c,X c) l {x~Isu}]  

conditionn~e par {IX~ISu} ; 

E[H(m yU) exp(_c-2J1(c,yU))] 

bien entendu yU 

_ pC (010 O) 

i l  ne reste plus qu'~ d~montrer (23) c i -  

(23) lim E[H(c,Y u) exp(-c-2J1(e,YU))] = E[H(cZ c) exp(-c-2J1(e,ZC))] 
u+O 

Comme c est fix~ dans ce calcul ,  la forme (10) de la fonct ionnel le 

Z+J I (c ,Z)  permet d'appl iquer aux ponts approch#s yU le providentiel  coro l la i re  

5.11, qui est val ide ic i  car, grace ~ la modification standard de (o,b),  b est 

born~ et u est de distorsion born~e. Ainsi (23) est prouv~. 

6 .6 .  Robustesse e t  d i f f u s i o n s  X ~ : Les di f fusions X ~ sur Rm introdui tes 

plus haut (cf .  (7)) pour calculer [H e] 

in i t i aux  (~,b) ont donc en f a i t  leurs coef f ic ients  

(24) 

avec (cf.  6.1) 

globales des S c 

S~B ~ 

SC(t,x) = St(~,x) = ~(~2t, ft+Ex) 

BE( t ,x )  = 8 t ( a , x )  = ~ b ( c 2 t ,  f t+Ex)  
" b ' ~  

u b  m o d i f i c a t i o n  s t a n d a r d  de c~b . Pour 

de o 

apr¢s modif ication standard des coef f ic ients  

donn~s par 

0<~<I les distorsions 

sont ~videmment simultan6ment contr61~es par la distorsion globale 

, et donc a f o r t i o r i  (cf.  (3)) par la distorsion de o sur [01] x U I . 

Pour n ent ier  f i x~ ,  les n - r ig id i t~s  globales des (SE,B c) sont de m6me, 

avec 0<~<I ,  simultan~ment contr61~es par la n - r i g id i t~  globale de (o,b),  et donc 

(cf.  (4)) une f o i s  f i x 6  le  n i veau  de t r o n c a t u r e  p , par la n - r i g id i t~  de (o,b) 
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sur [01]  x U I .  D'oO la conclusion e s s e n t i e l l e  plus bas : 

(25) Les constantes ultra-robustes globales (res~robustes gZobales) en 

peuvent ~tre prises ind~pendantes de c £ [01] et ultra-robustes en 

(res~ robustes en a,b). 

S~B c 

o,b 
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7. LE PREMIER TERME DE LA PARTIE PRINClPALE 

7.1 .  S t r a t ~ g i e  en deux temps : Partons de la d i f fusion i n i t i a l e  (x t )  v~r i -  

f i an t  1.1. Pour d4velopper la densit4 ~(O,~2,~,n) quand ~0 ,  on s' int4resse au 

syst6me perturb4 x E donn~ par 3.2,et ~ la part ie pr incipale [ ~ ]  de sa densit~ 

~ ( 0 1  ~n) associ~ & une p-troncature. Une modification standard (cf .  6.1) des 

coef f ic ients o,b de (x t )  permet d'exprimer [ ~ ]  par E[@(c,ZE)] ob ¢ est une 

fonct ionnel le num~rique et Z c le pont d'une d i f fus ion exp l i c i te  X E (cf .  § 6). 

Techniquement i l  est eff icace de d~velopper d'abord ¢(c,Z) ~ l 'o rdre 2 en 

~, quelle que so i t  la semi-martingale Z, et ensuite seulement (cf .  § 8, 10) d ' u t i -  

l i s e r  le d4veloppement de Taylor stochastique de Z ~ en E . 

Une expansion brutale de ~)(~,Z c) en puissance de ~ aboutirait au mSme r~sul- 

tat formel d condition de mener le calcul formel avec un certain doigt~ ; mais pour 

d~montrer la va l id i t~  des d~veloppements obtenus la tactique ~ deux stages est u t i l e .  

7 .2.  Les d i f f ~ r e n t i e l l e s  de l ' a c t i o n  : Ranpel ons que C~(01 ,U) est l'espace 

oes f : [0 I ]  ÷U te l les  que f '  £L2[0 I ]  L'espace C'o(O I ,~R m) qui sera not~ 
I . 

d~sormais C'o ' est muni du produit scalaire h i lber t ien  <~'~> = _Io <o' t ' d t  et 

C~(01 ,U) est muni de la structure de vari~t~ hi lbert ienne ~vidente pour laquel le 

l'espace tangent en tout point s ' i d e n t i f i e  & 

A pa r t i r  des coef f ic ients in i t i aux  o,b, 

carrdes a=~* et ¥=a -I sur [0 I ]  x U, et 

: C~(O I ,U) ÷ [0,+oo] donn~e par 

1 , 
( I )  x ( f )  = f t  

0 

que 

C I 
o 

on d# f in i t  les champs de matrices 

(cf .  § 3.2) la fonct ionnel le d'action 

Sur la varidtd hilbertienne 

x(O,x) est COO en xEU. 

y(O,f t )  f~dt 

C~ (01 ,U), hest clairement de classe C oo puis- 
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Donnons nous fEC~(01  ,U), qui sera b ient6 t  assu je t t i e  ~ #tre la g#od#sique 

minimisante de ~ ~ n , et  posons 

~ I i j ¥(O,fs ) (2) ~j = ~ (J ) ( f )  et  y~J = ~ ~t ~x 

Un calcul  ~l~mentaire ~ p a r t i r  de ( I )  donne pour tout  gEC'  
0 

r I f . *  [yOOdg + I 0 1 g . f , d t  ] 
(3) ~Ig = Jo 7 

1 ,*OOg ~ 2 
(4) ~292 = ½ o g 'd t  + ~2g 

avec la d~ f i n i t i on  

(5) 

Soit  Z t , O<t<1 

v ~ r i f i a n t  les condi t ions (6) avec 

brownienne : 

h2g2 = 11 f . *  [yO1g.dg + ½ xO2g 2 . f ' d t ]  
o 

un processus a l#a to i re  continu quelconque ~ valeurs dans ~R m, 

a,B processus q u e l c o n q u e s  adap t~s  ~ l a  f i l t r a t i o n  

(6) 

dZ = adw + ~dt pour 0 < t < I I 
I dt (E IBI + E [al 2) < oo P-p.s. 

0 

Z o = Z 1 = 0 

Les formules (3) (5) gardent un sens ~vident quand on remplace g par Z et 

d~finissent des v.a. num~riques hiZ et X2 Z2. 

Prenons maintenant pour f la d~od~sique minimisante de ~ ~ n pour la mS- 

t r ique  d associ~e au champ de formes quadratiques y (O, . ) .  Puisque (c f .  3.2) 

f minimise ~(~) sur l 'ensemble des ~EC~(01 ,U) te l s  que ~o = ~' ~I = n , 

on a a lors 

(7) ~i g ~ 0 pour gEC'o et go=g1=O 

Puisque f~ et y~O ~ (O, f t )  sont ~ d~riv~es born~es en t E [ 0 1 ]  , une in te -  

grat ion par par t ies  montre ~ p a r t i r  de (3) que ~I : C~(O I ,~m) ÷ ~ se prolonge 

de fa~on unique en une fonc t ionne l le  continue sur Co(O I ,~m) d~ f in ie  par une me- 

sure ~ densit~ born~e sur [01] . En p a r t i c u l i e r  sl gn C Co(O I ,~m) converge 

simplement vers g E Co(O I ,~m) , avec I1gnH oo borne, alors ~ign tend vers ~i g. 
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Soit maintenant Z un processus veri f iant (6). II existe alors une suite 

gnEC'o d'approximations polygonales de Z avec gn(O) = gn(1) = 0 et sup IIgnl I &r 
n 

f in i  P-p.s. On alors P-p.s. ~i Z = lim ~ig n et donc d'apr6s (7) 
n-~3o 

(8) ~i Z z 0 , P-p.s., pour tout Z veri f iant (6). 

Enfin remarquons que pour ~ , ncU o compact f ixe de U, i l  existe une constante 

c = c(U o) robuste en ~,b te l le  que la geodesique f de ~ ~ q ver i f ie  

(9) I I f '  II oo S c d(~,n) 

En e f fe t ,  f etant geodesique minimisante on a classiquement 

f~ T(0, f  t )  f '  ~ d2(~,n) pour 0 < t < I t 

7.3. D@veloppement & l'ordre 2 pour J t ( ~ , Z )  : Lemme : Partons de coef f i -  

c ients i n i t i aux  o,b ve r i f i an t  1.1. Apres modif icat ion standard de o,b conside- 

rons la fonct ionnel le  a leato i re Z+J t (e ,Z ) ,  0 < E, t ~ I def in ie  par 6.(10),  ob 

Z ve r i f i e  (6). Alors on a : 

(10) J l (e,Z)  = I ° + e212(Z ) + ~3i3(e,Z ) 

avec (cf .  (2) (3) (5)) 

I o = X(f) = ½ d2(~,q) 

(11) 12(Z) = X2 Z2 + u 2, ob u 2 est J4tez~nCnCst¢ donne par 

11 * u 2 = dt f '  [ t  yIOf, _ T(O,f) b(O,f)] 
0 

et ob le reste i 3 est contr61e comme suit ; pour tout entier M > I donne, tout 

compact U o de U , i l  existe des constantes Cl,C > 0 robustes en o,b tel les 

que les condit ions 

(12) ~,nEU o, [~-nl< c I ,  O<E<p<_C I 

impl iquent 

(13) C JlH(cZ ~)~exp [ci3(~,ZC)J JJ M -  < pc(oc100) 

Ilexp Ix2(zC,z~)I II M < c 
- pE(O 1 0 O) 



440 

Comme plus haut H : Co(01 ,Rm) ÷ [ 0 1 ]  ser t  b tronquer au niveau p , Z e est 

le pont de X c i n t r odu i t  en 6.2, et pC est la densite de X c . 

Preuve : Si ~ t '  ~ t  0<t<1 sont des processus b valeurs dans des espaces euc l i -  

diens, d#pendant des parametres ~,~,q, nous d i rons que 

(14) / /= O(#)k) quand I / / t  I ~ I ~ t l  pour o<t<1, et tout  o<E<I, ( ,q  E u o 

Apres modi f icat ion standard de ~,b la formule de Taylor usuel le f ou rn i t  c 

robuste te l  que pour tout Z v 6 r i f i a n t  (6) on a i t ,  avec F(e,X)=X(E2t, f t+cx)  et 

les notat ions de 6.2 

£(c,Z) = T(0 , f )  + ~¥01Z + c2(t¥ I0 + T02Z 2) + cc 3 0(1+IZl 3) 

B(c,Z) = cb(0, f )  + c£ 2 0( I+IZ I) 

pour 0~c, t<1, ( ,nEU o ; rappelons que l ' i n d i c e  t est muet (= absent) le plus 

souvent possible.  Par subs t i tu t ion  dans 6.(10) on obt ient  directement 

(15) J1(c,Z) = I ° + EI I (Z ) + m212(Z ) + e3i3(c,Z ) 

avec, grace aux formules (2) (3) (5),  le hombre I ° et la fonct ionne l le  12(Z) 

donn~s par (11), et 

16) I I (Z )  ~ Xl z e 0 grace ~ (8) 
I 

17) i3(E,Z) ~ c I [O(1+JZI3)ds + 0( I+IZ!2)dZ]  
o 

ou c est une constante robuste en ~,b . 

La fonc t ionne l le  de troncature H (c f .  4.1) est nu l le  hors de la boule de rayon 

2p . Sur l'gvgnement {H(cZ) =#=0} on a donc llcZIl m ~ 2p , d'o~ 

c o ( I z l  k) ~ 2p o ( I z ] k - 1 ) ,  et par (17) des que c ~ 2p 

I 
(18) I~i3(~,z) l S 2cp I 

o 

D'autre part  pour d( ( ,n )  < I et 

c robuste te l  que 

I 
(19) X2(Z 2) = c d(~,n) Io 

Appliquons au cas 

[O(l+IZl2)dt + O(I+IZl)dZ] 

~,n E U o, les formules (9) (5) fournissent  

[0( IZI )dZ + 0 ( IZ l 2 )d t ]  

Z = Z c , pont de la d i f fus ion  X c, i n t r odu i t  en 6.2. D'apres 
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le th#or~me 5.10 i l  ex is te  des constantes C,T > 0 robustes en Se,B e ( coe f f i c i en t s  

de XC), et donc a f o r t i o r i  ind~pendantes de cE[0,1]  et robustes en ~,b grace d 

6.6, t e l l e s  que pour 0<~<I, 

- p~(O 1 O O) 

o~ pE est la densi t~ de X E . De (18) (19) on conc lu t  a lors  imm~diatement que 

pour tou t  M > I donn~, on peut t rouver  Cl,C > 0 robustes en o,b te ls  que (12) 

impl ique (13). 

7.4. Premier terme de la partie princ~pale : Lemme : Soit (x t) la diffu- 

sion i n i t i a l e  de c o e f f i c i e n t s  ~,b v 6 r i f i a n t  1.1. Assoc ions- lu i ,  apr~s modi f ica-  

t i on  standard de o,b,  la d i f f u s i o n  X c et son pont Z E d( ! f in is  en 6.2. Soi t  

pC la densi t~ de X c . Alors pour tou t  compact U o de U, i l  ex is te  des constantes 

C,Cl,C 2 > 0 robustes en q,b t e l l e s  que les cond i t ions  

(2O) 

(21) 

( , nEU  o ; i ( - n l  ~ ClP ; O<c<P<c I 

c 2 o >  
- p~(O 1 0 O) 

garant issent  pour la pa r t i e  p r i nc ipa le  [ c] de ~(0,c2,~,Tl) l ' exp ress ion  

(22) [~c]  = c-m[exp d2(C'n) ]  a(E,~,q) ave(: 

(23) c[pC(01 0 0 ) ] 2 _ <  a(c ,~ ,q)  < I / c  

Remarque : Bien entendu, nous verrons plus bas (c f .  7.8) que p~(01 00) est mino- 

r~e par une constante robuste > 0 ; m~is pour le d~monter nous aurons besoin de 7.4 

e t  7 . 5qu i  n ' u t i l i s e n t  pas ce f a i t  ; ceci j u s t i f i e  le soin avec lequel nous manipu- 

lons pour le  moment pC(01 00) a lors que le lemme classique 7.6 f o u r n i t  d i r ec te -  

ment l im pE(0 1 0 0) = p°(0 1 0 0) > 0. Le but de ce d~tour est donc de garantir la 
c+0 

robustesse en o,b du minorant de pe(01 00) 

Preuve : Donnons-nous M > I et U . Les cond i t ions  (12) et  6 . ( I )  regroup~es sont 
- o 

certainement impliqu~es par (20) avec un choix convenable de c I robuste. Imposons 

donc (20) ; on a a lors  d'une part  la formule 6.(11) 
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(24) [ c] = -m pE(O I 00) E [H EZ ~) exp - ~ JI(~,Z~)] 
S 

et d'autre part le d~veloppement (10) de JI(~,ZE), avec les estimations de moments 

(13). Substituons (10 dans (24) pour obtenir 

-u2 d2(~,n)) e Q] [ ~] = -m pC(O I O0)e exp(- E[H(~Z c) 
2~ 2 

(25) 
Q = - ~2 (Zc'ZC) - ci3(c'ZC) 

L ' in~gal i t~ de Schwarz donne en d o r i v a n t  H au l i e u  de H(cZ c) 

P(IIczEIl(1) ~ P) ~ E[H(cZC)] ~ [E(HeQ)] I /2 [E(He-Q)] I /2 

d'oQ par (13) l'encadrement 

1 <p]2 < E(HeQ) < c (26) ~ pE(OlO O) [P IlcZell m I I 

- p C ( O  1 0 O) 

Le theor6me 5.12 appliqu~ a X c et son pont Z c, et la remarque 6.(25) 

fournissent c 2 > 0 robuste en o,b tel que 

P( IIzCII~ ~ R) < I exp(-c 2 R 2) pour tout R>O, et O<E<I 
- c2Pc(01 00) 

D'apres (12) qui garanti t  ~ > I, on en t i re  c3>0 robuste tel que 

c 3 
P( I[~z~llm Z p) < 

- pC(O 1 0 O) 

que 

c 3 
I exp(-c2 R2) < avec c 3 robuste, Puisque c22 - -R-  

c3E 
P( llcZ~ll ~ Z P) ~ pp~(0100) Imposons alors 

2c 3 P> 
c- pC(0100) 

R quelconque > O, on voi t  

pour garantir "P(ll~z~ll ~ Z p) ~ ½ et donc par (26) 

I c (27) 7F# pC(01 00) < E(He Q) < 
- - p C ( 0 1  0 O) 

D'autre part l 'exDression (11) de lu21 montre que u 2 est major~ par une 

constante robuste, de sorte que (26) (27) entra~nent imm~diatement les assertions 

(22) (23). 
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7.5. Equivalent de la densitd : Th6or~me : Soit (xt) une diffusion non 

homog~ne sur uE~m , ~ coefficients o,b loca]ement elliptiques et C Oo sur 

[01] x U. Pour chaque uE [01] soit du(.,.) ]a distance Riemannienne d@finie 

par la m@trique x÷a(u,x) -I avec a = oo . Notons ~ ]e noyau 

(28) ~ ( u v ~ n )  = (v-u)-m/2 exp [ - ~ ]  

Alors pour tou t  compact U o de U i l  ex is te  des nombres C,T > 0 t e l l e s  que 

lorsque 

(29) ~,neU o, 0<u<v<1, Iv-uli=, I~-nl<= 

la densit4 R de (x t) vgr i f ie  

I (30) c~(uv~n)!~(uv~ <~(uv<n)  

Remarque : A c e  stade on ne peut pas encore ga ran t i r  la robustesse de c,% en o,b;  

ce point sera une consdquence de 7.8. 

Preuve : Pour uE[01[ consid~rons les coefficients 

Ou(t ,x)  = o (u+t ,x )  bu ( t , x )  = b (u+t ,x )  

et les d i f f u s i ons  associ#es Xu, t , u<t<1. Les densit#s ~ et ~u des d i f f us i ons  

( x t ) ,  (Xu, t )  v # r i f i e n t  ~ ( u v ~ n )  z ~u(0, v -u ,~ ,n ) .  

Pour chaque u, on consid6re les syst~mes c-perturb~s x e u , t  comme en 3.2 

de densit~s ~ v # r i f i a n t  ~videmment 

~(u,u+c2,u,n)  = ~ ( 0 1 ~ n )  

Le processus X C de 6.2. d~pend ~aintenant  du parametre suppl~mentaire u ; 

on le note X u'E ; so i t  pU,E sa densi tY. Soi t  fu la g~od~sique minimisante de 

~ q pour la m6trique d u ; les c o e f f i c i e n t s  de X u'~ s '~c r i ven t  

sU'~(t,x) = o(u+E2t, f~+cx) 

BU'~(t,x) = Eb(u+E2t, f~+cX) 

La m#trique d u est ~ coefficients C m en u et variable d'espace ; clas- 

siquement du(~,n) est donc continue en u, et pour U o compact f ix~ i l  existe 

T>0 u soit robuste en o,b tel que pour ~,Tl E U o et I~-nl _< T , la g~od~sique f t  
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C oo en u , t .  Les coef f i c ien ts  S u'E, B u'c sont donc C oo en (u,e) C[01] 2 • 

D'apr~s le classique lemme 7.6 ci-dessous, ceci implique que la densit# pU,C est 

aussi Co) en u,e . Par su i te ,  i l  ex iste un nombre ~ > 0 (pas question de robus- 

tesse cette fo is )  te l  que 

I (31) 8 < pU'C(0100) < 

pour 0<u, ~%1, ~,nE U o, I~-nl ~ T. 

Les constantes qui inter- Fixons u E [01[; appliquons 7.4 et 4.2 ~ ~u 

viennent dans 7.4 et 4.2 d~pendent alors a pr ior i  du param~tre u ; mais elles sont 

par construction robustes en (~u,bu) ; comme la distorsion et la r ig id i t~  des 

(ou,b u) , 0<u<1, sont simultan~ment contr61~es par celles de (~,b), toute constante 

l~6e d u mais robuste en (ou,b u) peut ~tre remplac~e par une constante ind~pen- 

dante de u et robuste en a,b. 

Les condit ions de va l i d i t ~  de (31), 7.4 et 4.2 regroup#es, sont donc certa ine- 

ment sa t i s fa i tes  quel que so i t  uEr01[  pourvu que, avec c I .  c 2 robustes en a,b 

(32) ~,nEU o, l~-nl < ClP . O<E< ~ p ~  c I 

c 2 
(33) P > pour tout u£[01[ 

- DU'C(0 1 0 0) 

e D'apr~s (31), la condition (33) est s0rement v ~ r i f i ~  si c ~-~o p " Les 

E estimations (22) (23) pour [ ~ ]  et 4.(3) pour la partie ~vanescente ~u-[~u] , 

le changement de notation 2 = v-u, et l'encadrement (31) de pU,C d~montrent alors 

l 'assertion (30). Reste ~ prouver le lemme bien connu 7.6, u t i l i s~  plus haut. 

7.6. Lemme ; Soit X une diffusion sur ~m dnnt les coefficients S(t,x),  

B(t,x) sont 1ocalement e~ligtiques , et Co) en ( t ,x ,a) ,  avec a E ~  param6tre 

supp1~mentaire. Alors pour chaque ( s t x y )  f ix~, la densit~ p ( s t x y )  de X 

est C °) en a. 

Preuve (classique) ; On sait que p ( s t x y )  v~r i f ie LsxP=0 ob Lsx est ]'op~ra- 

teur parabolique 5.(2), ~ coefficients C OO . Au sens des distributions, ~ p v~- 

r i f i e  donc trivialement l'4quation hypo-e!!iptique Lsx~ p = q ob q est combinai- 
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son l in4a i re  des axp , a~p, asp ~ coef f ic ients C m. Puisque Lsx v4 r i f i e  la 

condition d'Hormander, et comme q est C m,  on en d~duit (cf.  [12] [17]) que 

a p est C m en s,x. M6me argument i t~r~ pour a~p . 

7.7. Minoration robuste de la densit~ : Corollaire : S0it X une diffu- 

sion non homog~ne sur R m, ~ coef f ic ients S,B de classe C O0 sur [01] x ~m, de 

distorsion et 2 - r i g i d i t 4  born~es. Alors i l  existe des constantes c,p > 0 resp t 

robuste globale et ultrarobuste globale en S,B te l les  que pour tout x, y E R  m, 

O<s<t<1 la densit~ p de X v~ r i f i e  

p ( s t x y )  Z c(t-s)-m/2 exp(- p ~ )  

Preuve : Ce r#sul ta t  est une consequence du th4or~me A.2.3. donn# en appendice, et 

dont la d#monstration u t i l i s e  de faqon cruciale le th#or~me 7.5. 

7.8. ConsEquence : Robustesse de certaines constantes : Grace ~ 7.7, 2.4 

= p(O I 0 X) introduite au G 5 est robuste glo- on vo i t  que la constante c O ix]~fl._ 

bale en S,B, ainsi que la constante p(01 00) . En pa r t i cu l i e r  6.(25) implique 

alors que, pC 4tant la densit& de X c, d i f fus ion donn4e par 6.(7) apr6s modif i-  

cation standard de (s,b) ,  les hombres pC(01 00) restent ,  pour 0<c<I, majords 

et minor,s par des constantes > O, robustes en o,b. 

De m~me, dans la preuw~ de 7.5, les 

et minor,s par des constantes l i4es ~ u, 

t i o r i  par des constantes ind(}pendantes de 

pU'C(01 00) sont pour 0<c<I major,s 

mais robustes en ~u,bu, et donc a for -  

u et robustes en o,b ; le nombre O 

et finalement dans (31) peut donc ~tre remplac~ par une constante robuste en o,b, 

le th~or~me 7.5 fournit un ~quivalent robuste de la densitY, avec des constantes 

C,T > 0 robustes en ~,b. 
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8. DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR STOCHASTIQUES DE Z s ET J(e,Z e) 

8.1. Equations d'Ito en cascade pour les d~riv~es de Z s et J(E,Z ~) 

Partons de la d i f fus ion i n i t i a l e  (x t )  sur UcR m, ~ coef f ic ients  ~,b v~ r i f i an t  

1.1. Apr~s modif icat ion standard de (o,b) ,  le calcul de la part ie pr inc ipale 

[ E] u t i l i s e  une d i f fus ion X E , sa densit~ pE et son pont Z s , v# r i f i an t  (cf .  

6.2) avec a = a~* 

(0) 

( I)  

(2) 

v6 r i f i e  

(3) 

I dX c = S(s,X c) dw + B(c,Xe)dt 

St (s ,x)  = ~(c2t , f t+cx)  ; Bt (c ,x)  = sb(s2t , f t+sx)  

dZ c = S(c,Z s) dw + W(E,ZS)dt avec 

Wt(s'x) = Bt(E'x)  + Vt(E'x)  = cb (c2 t ' f t  +cx) + a ( c 2 t ' f t  +Ex) Gx log pS(t I xO)  

E = j t ( s ,ZS) ,  qui D'autre part 6.(10) d6 f i n i t  la semi-martingale locale M t 

M e z 0 et o 

dM s = f ' *  F(E,Z E) [½ f ' d t  + E(dZC-B(ZS)dt)] avec 

Ft (s ,x )  = y(c2t ,  f t+cx) et y = a -I 

ce qui donne 

(4) 

(5) 

en 

de 

(6) 

sont pour 

dM E = K(s,Z c) dw + O(~,Z c) dt avec 

Kt(s,x)  = sf~* y (E2t , f t+sx)  a (s2 t , f t+sx)  

l *  I*  8 t ( s ' x )  = ½ f t  yCE2t ' f t  +Ex) f ' t  + ef t  ~x log p S ( t l x 0 )  

Le couple (ZS,M s) est dons une d i f fus ion sur ~m x ~ & coef f ic ien ts  C a 

t ,E,  et var iables d'espace. Par suite (cf .  [15] [7 ] [2 ])  les t ra jec to i res  

(ZC,M s) sont presque s0rement C a en c et les processus 

z i ( t )  : ~ (a~ Z~)c: 0 ; mi( t )  = ~ (a~ M~)c: 0 

O~t<l des semi-martingales locales qui v~ r i f i en t  les ~quations d ' I t o  
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obtenues par derivations formelles en ~,  & par t i r  de (2) (3). Pour manipuler ces 

equations, introduisons quelques conventions. 

Conventions : A toute fonction di f ferent iable @t(e,x) & valeurs vector ie l les,  

on associe les fonctions ~J(~,X) et les semi-martingales vectorielles ~ J  d~fi- 

hies par 

ob Z ° est le pont gaussien l imite des Z ~ quand E÷O (cf. 6.4). Le code u t i l i s #  

iciest d'associer d la lettre majuscule ~ la minuscule ~ correspondante. 

Les ~ J  sont des fonctionnelles mult i l ineaires symetriques (aleatoires) sur 

(Am)j dont la valeur sera notee de facon monomiale evidente. Definissons les semi- 

martingales vector iel les ~J(@,Z) par 

(8) pour j=1 ; ~1(@,Z ) ~ 1 0  

(9) pour j>2 ; ~J(~,Z)  = j o  + Z ~ J - r ' r . z i 1 . . . z  i 
{ . . . } j  r 

ob la somme est etendue & l'ensemble d'indices 

(10) { . . . } j  = {1<r<j ; I~i I . . . . .  ir~J-1 ; i1+ . . .+ i r= r }  

Quand @ est donnee, ~J(@,Z) ne d@end que de Zo=Z° et  z1. . .z j_  I 

Par derivation formelle de (2) (3) (cf. appendice A.I .8.  et [ 2]) on obtient 

le syst~me en cascade suivant, d fire avec les strictes conventions (7) (8) (9), 

(11) dzj : [ ~J ( s , z )  + sO1zj] dw + [~J(w,z)  + wO1zj] dt 

(12) dmj = [~J(K,Z)  + k 01 z j ]  dw + [~J(@,Z) + eO1zj] dt 

Notons bien (cf. [ 2 ] )  que les zj et mj ne sont a p r i o r i  definis et conti-  

nus que sur [01[ puisque, en rant que diffusion au sens l i t t e r a l  du terme, Z ° est 

de temps de vie I. Mais on verra plus basque les z j ( t ) ,  mj(t) convergent p.s. 

quand t ÷ 1 .  Les equations (11) (12) se resolvent par une suite f in ie  d ' integra- 

tions stochastiques browniennes expl ic i tes (cf. [2 ] ) .  Clairement, les coeff icients 

de dw et dt dans (11) (12) sont des polyn6mes en z1. . .z  j ,  de degre j si on 
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pose d°z i = i ,  ~ coef f ic ients  d~terministes d~pendant du temps. De plus grace 

(0) (2) (5), ces coefficients ne d~pendent que des d6riv~es en t ,x de ~(t,x), 

b(t,x) calcul~es aux points (O,f t) o~ f est la g~odEsique de ~ d q . 

8.2. Moments des polynSmes de Taylor stochastiques de ZE,J(E~Z ~) : 

Th~or~me: Soit (x t) la d i f fus ion i n i t i a l e  1.1, b coef f ic ients  o,b loca- 

lement e l l i p t iques  l isses.  Imposons ~,n E U o compact de U. II existe alors des 

constantes robustes en (o,b),  not@es T et cja , j_>0, a >_I ayant les propri@t~s 

suivantes : 

Consid~rons apr6s modif ication standard de (o,b) le pont Z ~ et la semi- 

martingale MtE = j t (~ ,Z  E) solutions de ( I )  (3), soient z j ,  mj les coef f ic ients  

des polyn6mes de Taylor stochastiques de ZE,M ~ en ~ = 0, donn~s par (11) (12) ; 

alors pour [~-qI~ T, on a presque sOrement convergence de z j ( t ) ,  mj(t) quand 

t ÷ 1 ,  et lim z j ( t )  = 0 ; de plus on a l e s  majorations de moments 
t÷1 

(13) [ I z j ( t ) [ la  ~ cja ~ et [Imj(t)I[ a ~ cja 

pour o<t<1, j>-0, a~1. 

Preuve : Montrons d'abord par r4currence sur i>I que 

(14) I ] I z i ( t )  II~ ~ ci vF-fz-t pour 0< t i t ,  ~ZI 

lim z i ( t )  = 0 P.p.s. 
t÷1 

=Z ° est un pont gaussien exp ] ic i te  (cf .  6.4) Ceci est vrai pour i=0 car z o 

Soit donc j>1 et supposons (14) vraie pour 0<I< j - I .  Donnons-nous q>1. Les cal -  

culs de moments men~s plus bas au § 8.5 dans le cadre E>0, (cf .  (41) (45) (49)) 

donnent en pa r t i cu l i e r  quand ~=0 des constantes robustes en (o,b),  not~es ic i  

c et c1=c1(J, q) te l les  que pour 0<ti t  on a i t ,  a v e c l e s  conventions (?j (8) (9) 

et l'indice t muet partout, 

l is°ll S c 
(15) 

v*wO1v ~ " 7- t  + c pour tout vE~m de norme I 



449 

(16) 
l lsirll ~ + [Ikir[l ~ ~ c I pour i+r<_j, m<(j+1)q 

1+r 
IIwirlI  + l{ irll  ~ c1( l - t )  ~ pour i+r<_j, a~(j+1)q 

Pour un mon6me typique de ~cfJ(w,z) on a en chaque instant t E [ 0 1 [  l ' indga- 

l i t ~  de HSlder, avec 1<r<j, l~i I . . . . .  ir<J-1, 

Ilw j - r ' r  z. < IIwJ-r'r l l  q(r+1) 
• 1 1 . . . Z i r l l q _  l iz i  11 . . .  llz~ U 

I q(r+1) r q(r+1) 

Mais l'hypoth~se de rdcurrence {(14) vraie pour 

de l lwJ-r'r l [  q(r+1) t i rde de (16) fournissent alors 

tel que 
I 

I IwJ-r ' r .z i  . . .Z i r ] l  ~ c2 ( l - t ) -  2, O<t<1_ 
I q 

(indice £ muet). Le terme de degrd 0 dans ~J(w,z) s '~c r i t  w j °  e t a  donc une 

majoration identique par (16), d'ob c3=c3(J, q) robuste tel que 
I 

ll~J(w,z)ll - (17) q ~ c3( I - t )  O<t<1 

Un calcul analogue basd sur (16) et l'hypothbse de rdcurrence fourn i t  

c4=c4(J, q) robuste tel que 

(18) 

o<i<j-1} et la majoration 

c2=c2(J, q) robuste en (o,b) 

Grace ~ (15) (17) (18) 

d ' I to  ( I I )  de zj , on peut appliquer le len~ne 8.3 oi-dessous pour obtenir 

c5=c5(J, q) robuste tel que l l z j ( t ) I l q  _< c5( I - t )  I /2 ,  O<t<1, et la convergence p.s. 

de z j ( t )  vers 0 quand t ÷ 1 .  

Ainsi (14) est prouvde pour tout i>O m>1. A l 'a ide de (14)(16) on peut main- 

tenant reprendre un calcul analogue ~ (17)(18) pour obtenir c6=c6(J, q) robuste 

tel que 

I I I~J (e 'Z ) l l q  <_ c6( I - t )  - I /2  pour O<_t<1 
(19) 

II50J(K, Z) Ilq _< c 6 

De (12) (16) (14) (19) on t i r e  alors dmj = a dw + B dt , avec 

IImtIIq < c 7 et ll~tll q < c7 ( I - t ) - I / 2  pour o_<t<l 

I I~J(s ,  z) l lq  < c 4 

qui contr61ent tous les  coeff ic ients de l 'dquation 
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I 
avec c 7 = c7(J, q) robuste. D'ob la f i n i t ude  de I ( l l~ t I lq  + l lst l ]  q)dt ,  ce qui 

0 
entra ine classiquement la convergence p.s. de mj ( t )  quand t ÷ 1  . 

D'autre part  on sa i t  que 

F t 
lljo c~ dwllq < ~ ~Pt] I I<II  q 0<t<m 

o~ a = ~(q) est  une constante un ive rse l le  ; ceci montre que les llmj( t ) I l q  restent  

born~s par une constante robuste c8(J, q) pour O<t<1. 

II  ne reste plus qu'& prouver le lemme technique cruc ia l  u t i l i s ~  dans la d~- 

monstrat ion ci-dessus. 

8 . 3 .  Lemme technique : Consid#rons pour O~t<1 

sur Rm v # r i f i a n t  X ~0 et 
0 

dX = (R+U)dw + (T+M)dt 

une semi-mart ingale locale X 

ob R,T,U,M sont des semi-martingales locales ~ valeur matr iciel les d~finies sur 

[01[ . Supposons l 'existence de r>2 et O1 tels que pour O<t<1 on a i t  

(20) 

Iutl < c Ixtl 

X t M t < [ -  ~ + c]  IXt 12 

IIRtil 2r ! c 

M t 

IITt 2r ~ - -  

= N t + WtX t avec INtl ~ c IXtl 

Alors le nombre K = e 16 k2r2c2 , ob 

C 

1-t  

et  l lwtll 2r <- 

k = dimension du brownien w, v~r i f ie  

l lXtll 2r ~ K V--l~-t pour O~t<1 

En par t icu l ie r  X t tend presque sOrement vers 0 quand t ÷  I . 

Preuve : Soit D>0 quelconque et soit  T le premier instant o~ IXt 12 

la valeur D. Posons Y : X t ^  T . La formule d ' I to  donne d'abord 

dlYI 2 = 2(Y*R+Y*U)dw + {2(Y*T+Y*M) + trace [(R+U)*(R+U)]}dt 

puis en posant H = IYI 2r 

a t te in t  

(21) dH = 2rIYl 2r-2 [(Y*R+Y*U)dw + Y*M dt] + 2rly12r-46dt 
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avec 

(22) ~ = IYI 2 Y*T + IYI 2 trace [(R+U)*(R+U)] + ( r - l )  trace [(R+U)*YY*(R+U)] 

Par int@gration de (21) et passage ~ l'esp~rance E(.) on t i re  

i t  12r_ 2 (23) E(H t)  - E(H s) = 2r E[IY Y*M + IyI2r-4B] du 
s 

La fonction ~t = E(Ht) est donc di f f~rent iable et v~r i f ie  

(24) ~' = 2r E[IYI 2r-2 Y*M + Iy12r-46] O<t<1 

D'autre part (20) donne pour 0<t<1, 

(25) E [IYI 2r-2 Y'M] S (- ~-t  + c) ~t 

Puisque Itrace A*A I ~ k IAI 2 pour toute matrice A 

facilement IBl par (22) (20) pour obtenir 

IyI2r-41BI ~ rkc21yl 2r 

d'ordre (m,k) on majore 

+ (ITl+2rkclRl)lYl2r-1+rklRl2ly] 2r-2 

D'ob par l ' i n#ga l i t#  de H61der et (20), pour 0<t<1, 

(26) E[IyI2r-41~I] S rkcmm + ( c + 2rkc2) I - I / 2 r  + rkc2 I - I / r  
V 1-t 

4 rkc 2 [m + c m1-1/2r + m1-1/r] 
V 1-t 

De (24) (25) (26) on d#duit en posant X = 8 r2k2c 2 

2r X I - I / 2 r  I - I / r  
(27) ~t S (- ~ +X)~t  + ~t +X~t 

Posons ~t (1 - t ) r  = = 8t~ t avec @t e Xt d'ob par substi tut ion dans (27) 

( l - t )  r ! -  + 

Puisque 

X ( 1 _ t ) r - 1 / 2  0~-I/2r , I - I12r 
~t V-Tz~ 

0 t > I on en t i re  a f o r t i o r i ,  

~t < ~ - t  [ ~ - I / 2 r  , , I - I / r  
- + ~ t  - r ~ t ]  

.i, ~ r - l ~ l - I / r , 1 - 1 / r  
+ X~-~J o t ~t 

~t ~ (1 - t ) r  e×t pour O~t<1 

Pour ~t > I le crochet est toujours < O, car r ~ 2. Mais les propri~t~s 

~o = 0 et { ~  < 0 d~s que ~t > I }  impliquent ~videmment sup@< I d'ob f inale-  
[01] - 

ment 
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et donc 

IIXtATII 2r = m~/2r ! eX/2r g 1- t  pour O!t<1 

On f a i t  tendre le niveau de troncature D vers +~ et donc T vers I pour 

obteni r  

(28) l lXt l l  2r < eX/2r # 1-t  Oit<1 

D'apr~s (20) (28) on a 

IIR+UII r ! c( I  + e X/2r) O!t<1 

IIT+MII r ! c (I+2 e X/2r) O<t<1 
g 1-t  

I 
d'ob la convergence de I (IIR+UII r + lIT+M11 r )dt ce qui classiquement implique la 

0 

t 
convergence p.s. de Xt = f [(R+U)dw + (T+M)dt] quand t ÷ l .  La l imite  X 1 des 

o 

X t quand t ÷ 1  v ~ r i f i e  d'apr6s (28) et le ]emme de Fatou llX1112r = 0 d'ob 

X1=Op.s. 

8.4. Robustesse et v-modifications : Pour ~tudier les moments de 

i zi = (~c Z )~=0 nous avons eu besoin d 'est imer ceux de l '~quat ion d'mto v~ r i f i ~e  

par z i ; le m6me probl~me se pose plus bas pour ~tudier  les restes de Taylor de Z . 

Ces est imat ions reposent sur des calcu ls  substant ie ls  concernant les d~riv~es 

~l~J x log p ~ ( t I X O )  o~ p~ est la densit~ de X ~ . Nous donnons ces calculs en 

appendice (cf .  A.2.4) lorsque le coe f f i c i en t  de dw dans dX ~ est  comparable ~ un 

coe f f i c i en t  mat r i c ie l  ind~pendant de e et de la var iab le  d'espace. Pour garan t i r  

cette proprietY, la modification standard o,b des coefficients initiaux ~,b (cf. 

6.1) va d@sormais @tre astreinte d @tre une w-modification (cf. 6.1), pour un cer- 

f i x~  0<~ i~ 0 . Ceci est toujours possible (c f .  6.1) pourvu que le niveau ta in 

de troncature p v ~ r i f i e  p < po(~) avec pc(V) robuste en o,b quand w e s t  f i x~ .  

Rappelons (c f .  6.1) que les constantes u l t rarobustes globales en (q,b) peu- 

vent ~tre pr ises ind~pendantes de ~,p et u l t rarobustes en (o,b) ; et  que une l o i s  

et p < pc(W) f i x6s  les constantes robustes globales en (q,b) sont en f a i t  

robustes en (q,b) .  Comme en 6.6, en notant S c, B c les coe f f i c i en t  de la d i f fus ion  
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X ~ v~rif iant (O),on en conclut que toute constante a priori li6e a c et aux choix 

de v,p,~,b, mais ultrarobuste globale en (Se,Be), peut en fait ~tre prise ind~- 

pendante de e,~,p et ultrarobuste en o,b ; de m~me ~ne fois w,p fixes avec 

p < Po(W), les constantes robustes globales en (S~,B £) peuvent ~tre prises indE- 

pendantes de ~' et robustes en o,b. 

En principe ~ et p sont fixes dans tousles calculs ci-dessous, mais le 

bon choix de v ne sera precis4 qu'en f in de § et ne d4pendra que de la dimension 

m, de l'ordre N des d~veloppement asymptotiques, et de constantes ultrarobustes glo- 

bales en (S~,B~). D'aprks ce qui pr~ckde, le choix de v sera donc ultrarobuste 

en (s,b), ind~pendant de c , et toutes les constantes robustes globales en SE,B E 

introduites en cours de calcul "deviendront" dont ind~pendantes de ~ et robustes 

en (o,b). 

Comme auparavant, i l  sera donc inut i le de distinguer a,b de ~,b par des 

notations diff~rentes. Tous ces arguments ont bien sOr comme pr~misse minimale la 

restriction (I) de 6.1 que nous rappelons ici 

(29) ~,qEU 0 compact de U ; l~-qI~ ClP ; P ~ Pl 

avec cl,Pl robustes en o,b. 

8.5. Moments des coefficients du pont Z ~ et de leurs d~riv~es : 

Fixons un entier M qui ne d~pendra que de l'ordre N des d~veloppements asympto- 

tiques cherch~s. Fixons w > 0 tr~s petit et (Cfo 6.1, 8.4) une w-modification 

de o,b. Apr~s cette v-modification, a = 00* v~ri f ie d'apr~s 6.(5) 

I a(t,y) < a(t,x) < ~ a(t,y) pour O<t<1 ; x,yE ( 3 o )  T ~  - - 
Rm 

On en d#duit  ~l~mentairement l ' e x i s t ence  de el > robuste en o,b te l  que te 

c o e f f i c i e n t  A (e , . )  donn~ par 

(31) At(e,x ) = StSt(~,x ) = a(c2t, ft+cx) 

v~r i f ie pour ~ < ~I' O<t<1, xERm 

(32) ~ I  a(O,ft ) _< At(e,x ) _< ~ a(O,ft ) 
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= ~i j Grace ~ l'encadrement Notons Li j  l 'op~rateur d i f f~rent ie l  L i j  c ~x " 

(32), et au f a i t  qu'apr~s modification standard de o,b les coeff icients Sg,B g de 

dX E sont 5 n- r ig id i t~  born4e pour chaque n, on peut appliquer le th~or6me A.2.5 

(donn~ en appendice) au d r i f t  compl~mentaire Vt(g'x) = At(~'x) ~x log p ~ ( t l x 0 )  du 

pont Z g . D'apr~s les th~or~mes A.2.4 et A.2.5 ci-dessous, on a donc pour O<g<c I ,  

0~t<1, xE~m,  

(33) 

i+j~N+3 
j+I 

Ik i j  vt(~,x) I ~ c(1-t)  7 exp(wNp _ ~ t  2) 

j+I x 2 
ILi j  ~x log pC(t I x 0 )  [ ~ c(1-t)  7 exp(~N~ ] ~ )  

avec des constantes p > 0 et c resp t ultrarobuste globale et robuste globale en 

(S~,BE). D'apr6s 8.4, on peut donc prendre ~ ind~pendante de E,~,p et u l t raro-  

buste en (~,b), tandis que une fois ~,p f ixes c peut ~tre prise ind~pendante de 

c et robuste en o,b. Cet argument ne sera plus r~p~t~ exp~icitement jusqu'~ la f in 

du paragraphe, nous nous contenterons des qua l i f i ca t i f s  "ultrarobuste" et "robuste" 

sans pr4cision 

Avec les conventions (7), on 6cr i t  @~J = Li j  @t pour toute fonction @t(~,x). 

Les formules (0) (5) et la construction des modifications standard (cf. 6.1) mon- 

trent ~l~mentairement que pour i+j<N+3, 0<~,t<l, xE~m,  

(34) IS~ j ( ~ ' x ) l  + IBiJ(~'x)It + IK~ j (~ 'x ) l  -- < ci (1+Ix l i )  

avec c I robuste. Puisque W=B+V, (33) et (34) donnent 
j+I 

(35) Iw{J(~,x)l ~ c2(1-t1 ~ exp(~N, _~- t  2) 

avec c 2 robuste, dans ]es m~mes conditions. Enfin (5) (33) donnent directement. 

dans les m6mes conditions, c 3 robuste tel que 
j+1 

(36) Io{J(~,x)l ~ c3( I - t )  2 exp(vNp ix_~t 21 

On a vu (cf. § 5.8 et 7.8) que le pont Z g de X g v6r i f i e ,  avec des cons- 

tantes M4 > 0 ultrarobustes et c 4 robuste 

r ] l Z { I  2 
(37) E [exp(,4-T~-)  j ~ c 4 pour 0~t<1, 0<~<I 
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I.~osons done d6sormais 

(38) v ~ ~4/2MN~ 

Alors (33) (35) (36) (37) garantissent, avec c 5 robuste 

j+1 

i j  E + iiw~j(e,Z~)i[ + Iio~j(E,z~)ii < c5( i_t  ) (39) llvt (e 'Zt)  n M M M - 

pour i+j  ~ N+3, O<c<E I, O~t<1. De plus (cf .  5.8) les EIZ~I J restent born~s par 

une constante robuste quand O<e, t<1 et j < (N+3)M ; de (34) on t i r e  alors 

ij ~ + IIB~J(~,z~)II + IIK~J(~,z~)II < c 6 (40) Ilst (~,zt)II M M M - 

pour 0~e, t<1, i+j~N+3, avec c 6 robuste. 

Faisons maintenant e=0 dans (39) (40). Remarquons que le pont gaussien Z 0 

de X ° est bien sQr compl6tement ind~pendant de v et du choix de v-modif icat ion, 

car dX ° = a(0, f t )dw t .  Par suite lorsque e=0 (39) (40) s 'appl iquent quels que 

soient M,N ~ condit ion de remplacer c5,c 6 par c 5 (M , i , j ) ,  c6(M, i , j )  constantes 

i j  o i j  robustes. Avec la convention (7) ob St (0 'Zt)  = ~t appliqu6 d la let t re,  on a 

done 

Irw~J II M 

(41) 

lls~ J II M 

pour O<t<1 et tout i , j ,M,  avec c i j  M robuste en 

directement bien sQr, mais reste non t r i v i a l  pour les 

j+1 

+ II@~ j ]IM S c i j  M ( l - t )  

+ IIk~ j I IM S c i j  M 

a,b. Ceci peut se voi r  plus 

WIJ@lJ 

L'~valuation des restes de Taylor stochastiques (cf .  8.6) n#cessite l 'est ima- 

t ion de moments pour des enveloppes convexes de d~riv#es. Adoptons la convention 

Dour toute fonction @t(e,x) ~ valeurs vector ie l les  on pose @~J= 

et 

1421 ; JI yxl= sup rs J(u uy+ ( ulxll 
O<u<l 

i j  zt ) = S t (e,Z t ,  

de sorte que les fonctions 

Par convexit~ en x 

I " " 

St a et les processus ~J sont a valeurs dens ~-F 

de leurs 2 nds membres, les in~gal i t~s (34) (35) (36) im- 

pliquent d'apr~s (42) 
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(43) 

pour 

s~J(~y,x) + B~J(~v,x) + K~J(~,y,x) <_ c1(~+Ixl i + lyl i) 

j+l 
~,~,x~ + ~,~,x~ < c~i-~ ~ Eex~,, ~+ ex~,o ~J 

i+ j  < N+3, O<t<l, O<~<c I ,  x,yE~R m ,avec c 8 robuste. De (37) (38) (42) 

(43) on tire avec le code rigoureux {majuscule 

(44) 
II~ jILM + IIb~ jIIM 

pour O<t<1, O<E<c 1, i+ j  ~ N+3, 

Pr@cisons le cas crucial de 

[ I~ jII M -< c9(I-t) 

avec c 9 robuste. 

S~1 = S~I(o,zt) et 

donne minuscule 

+ IIk~ j l tM ~ c9 
j+1 

,,,o} . 

 x o oo,,,xo, c ix ave  c,i I 

CI0 

du processus gaussien X ° a 6t@ calcul@e en 6.4; 

(46) 

et par un calcul Ql@mentaire l 'existence de I @tant la ma- 

t r ice  identit@ d'ordre (m,m), 

(47 IV~ 1(O'x) + 7 - t  I I  ~ c11 pour O~t<1, xE~m 

Puisque IB~1(c,x)] est, d'apr~s (0) et la d@finition 6.1 des modifications 

standard, born@ par une constante robuste, le champ W=B+V v~r i f ie  avec c12 robuste 

(48) IW~ 1(O'x) + 7 - t  I I  ~ c12 pour O~t<1, xE~m 

et donc, pour tout veoteur v E ~m avec Iv] = I 

(49) V*W~ Iv ~ - 7 - t  + c12 pour O<t<1 

Vt(O,x) = _ a(O,ft) ~tl x 

01 
V t (O,x) = @x Vt(O'x) = - a(O'f t )  at l  

c11 robuste tel que, 

(0) et la d@finition 6.1 des modifications standard, ISt(E,x) I e s t  major@ par 

robuste qua~d O~t, ~ I ,  xE~m,  d'ob 

(45) [s~11 ~ ci0 pour O<t<1, 

D'autre part la densit@ pC 

d'ob imm@diatement 

oi = w~1(0,z~)" D' w t apr~s 
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Enfin de (43) (37) (38) on t i re  imm~diatement 

I o  ~ ~ + I I ~ ° ( ~  ~,z~)l l  < (50) IIS t (~,Zt,Z t) llm 'Zt M -  c13 

pour O<~<c I ,  O_<t<1, avec c13 robuste. 
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9. MOMENTS DES RESTES DE TAYLOR STOCHASTIQUES POUR Z ~ et J(~,Z ~) 

9.1. Choix d'une technique 

oc  vo s z I l; 
stochastiques 

: Pour la dif fusion 

mj(t) = ~ ~JM~)~ ~ ~=u ~ 

(Z~,M c) consid4r~e en 8.1, 

et les formules de Taylor 

Z E = z ° + ~z I +.. .+ ~Jzj + ~j+1 zj*1 

(I) 
M ~ = m ° + ~m I +. . .+ ~Jmj + ~j+1 mj+1 

Les restes zj+1(~,t)  et mj+1(c,t) peuvent atre estim~s ~ l 'a ide de @J+Iz~, 

@J+IME par des formules classiques ; mais ces expressions font intervenir  les d4ri-  

v~es de ZE,M ~ en des points 6E avec 6E[01] al4atoire et se r4v~lent ic i  plut6t 

inut i l isables vues les estimations (35) (36) du § 8. 

Comme nous l'avons d~j~ constat~ dans [ 2 ], il est bien plus efficace d'@tu- 

dier directement les zj+1(~,t) et mj+1(E,t) con~ne semi-martingales en t . 

9.2. Syst~me en cascade pour les restes de Taylor stochastiques : Les 

~quations d ' I to  (cf. 8.1) ~ coeff icients C ~ 

(2) I dZ~ : S(c'Z~)dw + W(e'Z~)dt 

( dM E = K(~,ZC)dw + @(~,Z~)dt 

fournissent pour ZE,M ~ les d~veloppements de Taylor stochastiques (I)  d'ordre 

quelconques. D'apr~s le th4or~me A.I .8 donn& en appendice, les restes de Taylor 

z j+1(~, t ) ,  mj+1(c,t) sont pour  O<t<1 des semi-martingales locales en 

en t=O, solutions du syst~me en cascade suivant, pour j~O, 

(3) 

(4) 

dans lequel pour toute fonction 

t ,  nulles 

dzj+1 = ~ j + 1  (Sz z) dw +~#~j+1(Wz z) dt 

dmj+1 = ~ j + 1  (Kz z) + ~ + 1 ( K z  z )d t  

@t(~,x) lisse en ~,x la notation ~j+1(@z z) 
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d~signe une semi-martingale locale en t ,  dont la valeur en t se calcule de faqon 

universel le  exp l i c i t e  & pa r t i r  de ~ , de la fonct ion # t ( . , . ) ,  de Z o ( t ) . . . z j ( t )  et 

de z 1 ( c , t ) . . . z j + 1 ( e , t )  . 

Pour d ~ c r i r e ~ j + 1 (  # z z) rappelons que ~ J  = I ~ 6t ; les poly- , 

n6mes de Taylor d 'ordre j usuels de #t (e ,y)  calcul~s en (0,x) d6finissent par 

simple difference des restes TAYj+ I ~ t ( cy  x) tels que 

i i~ cj+1 
(5) #t (E'y) = ~ ~ @t (0 ' x ) ' (Y -X)L  + TAYj+I t t (~  yx )  

0<i+~<j 

Avec le code rigoureux {majuscule ~ ÷ minuscule ~} associons a ~ les semi- 

martingales locales ~13 ind6pendantes de 

ij o (6) ~J = @t (O'Zt) 

et les semi-martingales locales [tayj+1@ ] , li~es d ~ , 

= ~t (e ,Zt ,Z  t )  (7) tayj+1 #t TAYj+I c o 

D'apr~s le th#or~me A. I .8 .  en appendice, on a alors ~ chaque instant  t < I ,  

(indice 

(8) 

. et pour 

( 9 )  

o~ la valeur en 

t muet partout) 

- ~ 1 ( t  z z) = taY1~ 

j+I>2 

pour j+I=I  

~/#lj+1( @ z z) 01  " = zj+ I + tayj+1~ + ~ j+1 (#  z) 

de la semi-martingale locale ~ j + 1 ( ~  z z) est un polyn~me 

universel (d coefficients entiers constants) en les variables 

(10) { z 1 ( t ) . . . z j ( t )  ; z 1 ( t ) . . . z j ( t )  ; m~ ~ , i+~<_j+1} 

Pour ~cr i re ~ j + 1 '  posons pour tout mul t i - ind ice  a = ( i 1 . . . i  q) 

(11) Iml = i 1+ . . .+ i  q, dim a = q, max m = max{i I . . . . .  iq} 

Pour les ~ qui sont des formes &-mul t i l in#ai res sym~triques ~al~atoires) 

sur (Rm) ~ posons (indice t muet) 

(12) mi~z~z ~ = ~ i~ (z i l  . . . .  , . . " Z]q z j 1 . . Z j r )  

quand a = ( i 1 . . . i q ) ,  6 = ( j 1 . . . j r ) ,  dimm+ dim6 = ~ , avec des conventions t r i v i a l e s  

si a = ~ ou 6 = ~ • 
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j+1 > 2 on a ~ chaque instant t (temps t Alors (cf. th~or6me A.I.8) pour 

omis syst#matiquement en indice) 

(13) ~j+1(@z z) = ~ ri~aB ~iLzmzB 
{ ' " } j + 1  

ob la somme ~ est ~tendue aux (i ~.m ~) appartenant 

(14) { " ' } j + 1  = { i+L~j; dims + dimB =~ ;  maxm ~j ; maxB~j} 

et les r i jaB sont des entiers universels d%tez~nin~s par j seulement. 

Estimons |es moments des ~j+1 et ~ + I "  Rappelons qu'~ toute fonction 

@t(m,x) on a associ~ des fonctions num~riques positives @~3(ey x) et des pro- 

cessus num~riques pos i t i fs  ~ J  l ids ~ c : 

(~5) m~J(cyx) = sup Im~a(u~,uy+(~-u)x)I 
O<u<1 

" i j  "ili E o 
(16) ~Pt = #t (c 'Z t 'Z t )  

Les d#f ini t ions (5) (6) donnent (formule de Taylor d#terministe) 

(17) ITAYj+ I #t(cy x) 1 < Z ~(cyx).(Y-X) ~ 
-i+~=j+1 

Zc_Z o 
d'ob par (7) (16) (17) et l'identit~ Zl ~ c 

< ~ ~i~Iz11Z, & chaque instant t<1, (18) ItayJ+1@] -i+L=j+1 

D'autre part (13) fourni t  une constante universelle x(J) te l le  que, ~ chaque 

instant t<1 

(19) l~j+1( @zz)I S x(J) 

ob ]a somme Z est ~tendue aux ( iaB)  

convention naturelle 

(~izI IZl~IZl B 

{ " ' } j + 1  
{ ' " } j + 1 '  ensemble d~cri t  par (14), avec la 

z : Iz i11. . . IZ lq l  et Izl~ = I z i 1 1 " ' I Z i q l  pour ~ =(i 1 . . . iq )  

9.3. Moments des restes de Taylor stochastiques : Th~or~me : Soit (x t) 

la diffusion initiale 1.1 sur uE~m ~ coefficients o,b. 

Imposons ~,n E U o compact de U. Soient q, N deux entiers donn~s. Posons 
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M = 4q(N+5)! ob ~'~4 

o,b introduites par 8.(38). II  existe alors des constantes 

en o,b ayant les propri~t~s suivantes : 

Si on f ixe un niveau de troncature p ~ T, si on impose 

sont des constantes ul t rarobustes en 

%,T,C,cI>O robustes 

l~-ql S CT , et si 

et la semi- on cho is i t  une v-modi f icat ion de o,b quelconque, alors le pont Z t 

Jt(E,Z E) ont des restes de Taylor stochastiques ZN+ 3 et martingale locale M t = 

mN+ 3 v# r i f i an t  

(20) IIZN+3 (e ' t )  II 4q ~ ci V ~  et IImN+3 (E ' t ) l l  4q ~ ci 

O<t<1. pour O<c< % , 

Preuve : Pour M donn~ rappelons (th#or6me 8.2) qu ' i l  existe des constantes T,C I 

robustes te l l es  que pour ~,qEU o, [~-nl ~ %, 0<t<1, 0<i<N+3, on a i r  

(21) l l z i ( t )  llM ~ ci ~ et llmi ( t ) l l  M ~ ci 

Proc~dons par r~currence. Soit j E [ I ,N+2].  Supposons d~j¢ prouv%e l ' e x i s -  

tence de constantes robustes c = c ( j )  ~ I ,  ~I > 0 et d'un nombre Rj E [2,M] te ls  

que 

(22) 

Hzi (E ' t ) I I  r S c V ~  pour 

0<t<1, 0<~<~I, 1<i<j, 1<r<Rj 

l isse 

(23) 

ble 

pour 

(24) 

Lorsque r( j+2) ~ Rj, les re la t ions (18) (22) entra~nent pour toute fonct ion 

# t (e ,x ) ,  ~ tout instant  t~l  

II - l i , , tay j+1~, , r !  
I+c=j+I 

< c j+1 
i+&=j+1 

Pour majorer le terme g~n~rique de ~ j + 1 ( # z z ) ,  

{ ' " } j + 1  

I1~ i llr(j+2) Ilzlll~r(j+2) 

Z l l~iLl l  r ( j+2) ( I - t )~ /2  

prenons iLa6 

0<t<1 

dans l'ensem- 

d~f in i  par (14) ; d'apr~s (21) (22) et l ' i n ~ g a l i t ~  de HSlder on a 

Im iL l l z la lz lB  r S I[~i~ll r(j+1)(C+Cl )~ ( I - t )~ /2  

pourvu que r( j+1) <_ Rj < M. 
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(25) 

Les est imat ions 8.(44) et  (23) entra~nent 

c 2 
I I t a y j + i s t I I r  < c 2 et IItayj+IWtl] r < 

- - g 1-t  

pour o~t<1, o<~<c i ,  r( j+2)<Rj<M, 

(24) donnent pour ( i  ~aB)  E { " ' } j + 1 '  

26) 

avec c 3 

(27) 

avec c 2 robuste. Les est imat ions 8.(41) et  

O~t<1, O<E<~ I ,  r ( j+I)~Rj<M 

I c3 Isi z iB I < c 3 lwih  s I < r -  ' r -  

robuste. De (19) (26) (25) on d~duit 

I I tayj+IS + ~ j + 1  (Szz ) I I  r ~ c4 

IItayj+IW + ~ j+1  (wzz) I I  r ~ c4 ( I - t ) - I / 2  

O~t<1, 0<~<~ I ,  r(j+2)~Rj<_M, avec c 4 robuste. D'apr~s (4) (9) (27) on a pour 

donc 

" = (s 01 " +a)dw + (w 01 (28) dzj+ I z j+ I zj+1+B)dt 

avec I lat l l  r ~ c4' IIBtll r ! c4 ( I - t ) - I / 2  lorsque r ( j+2)  ~ Rj<M, O~t<1, O<E<c I. 

Les majorations 8.(45) et  8.(49) de s 01 et  v*wO1v permettent alors d 'app l iquer  

le lemme 8.3 ~ l ' 4quat ion  d ' I t o  (28) pour obten i r  c 5 robuste en a,b te l  que 

I Rj . Ainsi I I z j+1(~ ' t ) I I  r ~ c5 ~ 1- t  pour o<t<1, o<E<~ I pourvu que 4 < r < ~ Rj 

(22) est maintenant va l ide pour 1<i<j+1, ~ condi t ion de prendre 4 ~ Rj+ I = ~ , 

(N+5)! ce qui sugg6re le choix Rj = 4q ~ et M = 4q(N+5)!. Une l o i s  (22) ~ tab l i e  

pour j=1 , l 'argument pr~c&dent propagera donc la va l i d i t ~  de (22) jusqu'~ j=N+3 

avec une constante robuste adequate c=c(N) et  r ~ RN+ 3 = 4q(N÷5). 

Ainsi i l  ne reste plus qu'~ ~ tud ier  Ilz111 r pour r ~ R I = 2q(N+5)!. D'apr~s 

(3)  (8)  on a 

(29) dz I = (taYlS)dw + (taYiW)dt 

et il n'est pas possible d'utiliser ici l'assertion (25) dont la validit~ ~tait li~e 

a ce l l e  suppos~e v ra ie  de (22). Les d# f i n i t i ons  (5) (7) de taY l t  donnent ~ tout  

ins tan t  t < I 



(30) 

(31) 

(32) 

Clairement pour 0<~, 

En par t icu l ie r  8.(50) 
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taY1¢ = ~(¢) + B(@) avec 

I I [¢(E,Z~)_¢CO,Z~)]; 6(¢)= ~ [¢(O,Z~)-¢(O,Z°)] ~(¢) = 

t<1 on a 

I I~(¢)l ~ ¢1°(~,z% z~) 
16(¢)1 ~ $ °1 (0 , z~ ,z ° ) I z l l "  

et 8.(43) fournissent c 6 robuste tel que 

II~(S)IIM + II~(w)IIM ~ c6 

16(s)l + 16(B)I < c 6 Izll 

pour O<t<i, O < E < E  I . 

(33) 

D'autre part (30) et l ' i den t i t~  WzB+V donnent 

B(W) : 6(B) + B(V) 

Comme Vt(O,x) est (cf. 8.46)) l in~aire la fonction l in~aire en x sui- 

vante 

(34) Vt(O,x) = -a(O,f t)  ~t lx  

on a ~videmment 

avec Ill o O,s,°s] I 

I ~ o ~1(~,t  ) 
(35) [6(V)] t  : ~ [Vt(O'Zt) -Vt(O'Zt) ]  : -a(O' f t )  ~tl 

c 'est-&-dire [6(V)] t  = F t z1(c,t)  avec (cf. 8.(47)) 

(36) IFt + ~ - t  II ~ c7 pour O~t<1 

ob c 7 est une constante robuste. 

D'apr6s (29) (30) (33) (35) on a (indice t muet) 

dz I = [~(S) + B(S)]dw + [~(W) + 6(B) + F Zl ]dt  

Les majorations (36) (32) permettent d'appliquer le lemme 8.3 b cette ~quation 

d ' I to ,  et d'en t i r e r  une constante robuste c 8 te l le  que 

llz1(E,t) II M ~ c8 ~ pour O<t<1, 0<~<~ I . 

Comme on l ' a  d~j~ vu, ceci su f f i t  & d~marrer la r~currence (22) et & prouver 

finalement que 
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(37) II~j(~,t)lt 4q(N+5) I c9 V 1-t 

pour O<t<l, O<E<~ 1, I<j<N+3, avec c9,c 1 robustes en o,b. 

Les m@mes calculs qu'en (23) (24) (25) (26) (27) fournissent maintenant gr~ee 

a (57), et & l 'a ide de (21), 8.(44), 8.(41) les majorations suivantes, avec c10 

robuste 

[ItaYN+3K + ~N+3 (Kz ~)11 r ! c10 

IltaYN+3 ® + ~N+3 (Oz ~)11 r ~ c10(1-t)-1/2 

pour O<t<1, O<E<Cl, pourvu que r~4q. D'autre part 8.(41) et (37) donnent Cll 

robuste tel que 

IIkOlzN+311 r < c11 

pour O<t<l, O<E<~ 1, 

(38) 

pour O<t<l, 0<~<~ 1, 

et II e°~zN+311 r ~ c11 ( I - t ) - I / 2  

2r<4q(N+5). Finalement on voi t  que, avec c12 robuste, 

I~N+3(K z z)II r ~ c12 

ll/A(N+3(@ z z)[l r ~ c12 ( I - t ) - I / 2  

r<4q. Ces derni~res majorations contr61ent donc (c f . (4) )  les 

deux coeff icients de l '~quation d ' I to  v~rifi@e par dmN+ 3 ; on en d~duit comme en 

f in de preuve 8.2 une constante robuste c13 te l le  que llmN+3 (E't)II  4q ~ c13 pour 

O<t<1, O<c<c I . 
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10. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA DENSITE 

10.1. 

q,N en t ie rs .  Les th6or~mes 8.2 et 9.3 fourn issent ,  pour U o compact f i x~  de 

des constantes ~ c I c I ~ > 0 robustes en (o,b) t e l l es  que pour 

(I) l~-ni ~ Clp ; ~,n e U o ; p<T ; O<c<c I 

c = j t (E ,Z  ~) et pour toute ~-modi f ica t ion de (o,b) , la semi-mart ingale M t 

par 6.(10) admette le d~veloppement de Taylor stochast ique 

(2) j t ( e , Z  c) = mo(t ) + ~m1(t)+. . .  + N+2 mN+2(t ) + oN+3 ~N+3(E,t ) 

Comparaison des deux d~veloppements de Jt(E,Z E : Donnons-nous 

U, 

valable pour O<t<1 ; de plus on a a lors pour O<j<N+2, O<t<1 

(3) IImj ( t ) l l  4q + IlmN+3 (E ' t )  ll 4q ~ c2(P) 

avec c2(p) robuste en o,b une fo is  p f i x~ .  

D'autre part sous les conditions suppl~mentaires 

(4) l~-ql < c 3 O<E<P<C 3 

avec c 3 robuste, on a obtenu au § 7.3 le d#veloppement 

(5) j I ( ~ , Z  e) = io + c2 12(Z~ ) + 3 i3(~,Z~ ) 

avec c 4 robuste te l  que 

(6) l exp l l2  (ZE)I 4q + H(eZ ~) exp Ici3(E,ZE) I 4q ~ c4 

D~f inissons des v.a.num6riques Jj et JN+3 = iN+3 (e) par 

(7) aj = mj(1) pour O<j<N+2 ; JN+3 = ~N+3 (E ' I )  

De (2) (3) (5) (6) (7) et de l 'express ion  7.(11) de 12(Z), on d~dui t  ~16men- 

donn6e 

tairement les identit6s 

(8) Jo- Io ; J1 - 0 ; J2 ~ 12 (Z°) - X2 (Z°'Z°) + u2 
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avec les notations du § 7, et ensuite 

+ N+I  " 
(9) 12(Ze) + ~i3(~'Z~) ~d2 + ~d3 + ' " +  eNJN+2 JN+3 

(10) 

Posons 

I f  = X2(ZE'Ze) + EI3(E'Ze) 

12(ZC) + mi3(e,ZE) 

de sorte que par (9) et 7.(11), 

(11) R s u 2 + Q s J2 + ' " +  ENJN+2 
N+I " 

+ JN+3 

10.2. Calcul du d~veloppement de [~] : D'apr~s 7.(25) et l'identit~ (11), 

la part ie pr incipale [ ~ ]  de la densit~ ~E(O1~q) s '~c r i t  

(12) [ E] = -m  p~(0100)  exp(- d2(~'~)) E(H(~Z~)e -R) 

Le d~veloppement standard de l 'exponent ie l le  s ' 6c r i t  

R J2[N ] e = e =% 1 (J2_R)k (J2 -R)N+I 6(J2-R) 
k 0 " + (N+I)! e 

avec 0<6<I, et donc par (11) 

k=l 

(14) " 6(J2 -R) 
qN+1 = @ + ~ e 

avec 

ob @ , ~ sont des polyn6mes universels en E,J3...JN+2, JN+3 " de degr@s ~N+I en 

chacune de leurs variables, et ob chaque qk est un polyn6me universel 

~k(J3.. .Jk+2), de degr@ ~k en chaque variable. D'apr6s (3) (7) on en d~duit c 5 

robuste tel  que 

(15) 

II~II 4q/(N+1) 2 + II~II 4q/(N+1) 2 ~ c 5 

llqkll 4q/k2 < c 5 pour 1<k<N 

D'autre part les expressions (8) ( 
6(J2-R) IJ21+IRI 

e < e , et (6) donnent 

10) de J2' R, la majoration 
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e~(J2 -R) 
n H(~ZE) II 2q S (c4)2 

et de (14)(15) on t i r e  alors c 6 robuste tel que 

(16) IIH(EZ ~) qN+iIl 2q/(N+l) 2 ~ c 6 

pourvu que 2q~(N+l) 2. On choisira done au d~part du calcul q=(N+l) 2 , 

(13) impliqueront 

E [H(EZ c) e -R] E [e -J2 N k q k  ) 0(EN+I I : (I + ~ H(cZC)] + ) 
(17) N+I k=1 

avec 10(EN+I) I ~ c 7 E 

et (16) 

et c 7 robuste en ~,b. 

Les condit ions de va l i d i t ~  de (17) sont d'apr~s ce qui pr~c6de la conjonction 

de ( I )  (4) et des condit ions de va l i d i t~  du d~veloppement 7.(25) pour [ c] , c 'es t -  

~-dire de 7.(20).  II est fac i le  de vo i r  que { ( I ) ,  (4),  7.(20)}  a i n s i  que les  con -  

ditions de validit~ du thEor~me 4.2 sont sOrement vraies si on a 

(18) ~ , ~ u  o ; I ~ - n l ~ c s p  ; 0<~<~c 8 

avec c 8 robuste. 

D'autre part ,  (15) (8) (6) donnent pour 1<k<N+2 

-J2 
(19) lie qkll 2q/N 2 ~ c 9 

avec c 9 robuste ; comme H(.) est ~ support dans la boule de centre 0 et rayon 

l ' i n ~ g a l i t ~  de H~Ider et (19) donnent 

iE(e-J2 -J2 c > 2Pl~ 
qk ) - E(e qk H(cZE))I ~ c9 P [ IIz0111oo - T  J 

2p, 

(20) 

I N 2 
avec ~ +~-q- = I. Le th~or~me 5.12 et 7.8 fournissent ci0 robuste tel  que 

c > ~] < I exp(_c10 ~) (21) P [ IIZ011]~ - - c 1 0  

F ixons  d~sormais  p = c 8, au vu de (18). Alors (21) montre que le 2 nd membre 

N+I de (20) est major~ par c11 avec c11 robuste, d'ob finalement par (17) (20) 
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(22) 

I N ck + o(EN+I E [H(cZ c) e -R] = Z Pk ) avec 
k=0 

N+I robuste en Io(sN+I)I < - c12 c et c12 

-J2) -a2 
IJ o = E(e ' Nk = E(e qk ) 

On sai t  d@j~ (lemme 7.6) que pC(0100) est C m en s , 

bon d@veloppement de Taylor d@terministe 

(23) pC(0100) = Po + cP1+'"+ sNpN + o(cN+1) 

a,b 

et donc admet un 

Le th@or~me A.2.2 donn@ en appendice, fourn i t  c13 robuste par rapport aux 

coeff ic ients Se,B E de X E (cf. 6.2) et donc robuste en a,b d'apr~s 6.6, tel que 

(24) I~JP~(01c 00) I ~ c13 pour O<E<I", O<j<N+3 

d'ob a f o r t i o r i  dans (23) 

(25) IPjl S c13 , 0<j<N+2 

et une majoration du reste 10(cN+1) I de (23) par c13 cN+1 

(12) on t i re  @l@mentairement 

(26) 

ob c14 

cente 

tel que 

(27) 

(28) 

De (22) (23) (25) et 

I [~E] : [E -m exp(- d 2 ~ ) ]  [Vo+CV I +. . .+ cNvN + 0(eN+1)] 
2E 

N+I et Ivj l  < c14 pour 0<j<N avec io(cN+1)i S c14 ' 

est une constante robuste en a,b. L'estimation 4.2 de la part ie @vanes- 

~_[ c] , donne @videmment, puisque p est maintenant fix@, c15 robuste 

0<~c-[~ c] < [c -m exp(- d2(~'q)) ]  (c15 ~N+I) 
_ _ 2~2 

Finalement (18) et le choix p = c 8 garantissent 

I~(0,c2,~,n) = [c-m exp(- d 2 2 ~ ) ) ]  [Vo + ~Vl +. . .+ ENvN 

N+I avec Io(cN+1') I < c16 et c16 robuste en o,b , 

+ 0(cN+1)] 

Les th6or~mes 1.2 et 2.4 sont d ce point pratiquement dJmontrds, ~ condition 

de prouver que les v2j+1 sont nuls, ce qui va @tre f a i t  au paragraphe suivant. 
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10.3. Nullit~ des coefficients d'ordre impair : Lemme 

theses et notations de 10.2 on a P2j+I = W2j+1 = v2j+1 = 0 pour I~ 2j+1~N+2. 

Preuve : Les formules 8.(0) ,  8 . (2) ,  8.(5) qui regroupent les d6f in i t ions de 

S,B,W,K,@ b pa r t i r  des coef f ic ients  in i t iaux  ~,b ont a p r io r i  ~t# donn# pour 

~ 0 .  Mais elles gardent clairement un sens pour tout ~ E ~ , apr~s modif ication 

v~  Z ~ , ~  ~ ~ Z ~  standard des coef f ic ients  in i t iaux  o,b. Par consdquent ^ , ,mt=ut~ , ) sont 

aussi ddfinis pour ~ E ~ , ainsi que la densitd pC de X ~. 

On a imm~diatement les ident i t~s 

(29) St(e,x) ~ St ( -e , -x  ) Bt(c,x) ~ -Bt ( -e , -x )  

qui par 8.(0) entra~nent, 

P.presque sore en w 

(30) 

(31) 

Donc 

pour tout 

(32) 

(33) 

pour tout 

(34) 

: Avec les hypo- 

w ~tant la t ra jec to i re  globale du brownien, l ' 6ga l i t ~  

O<s<t<1, 

0<t<1, 
I 

x~(w) ~-x~(-w) pour 0<t<1 

X ~ a m~me l o i  ~ue -X -~ , ce qui entra~ne 

p e ( s t x y )  zp -C(s , t , - x , - y )  

x,y E Rm En par t i cu l i e r  on a 

pE(0 1 0 0) zp-e(0 1 0 0) pour tout ~ E R 

~x log pe(t I 2:0) z -@x log p-e( t ,1 , -z ,0 )  

z E R  m, e e l .  De (33) (29) et 8.(2) on d6duit les ident i t~s 

St(c,x) zS t ( - c , - x )  et Wt(c,x) z-Wt(-e, -x)  

et donc par 8.( I )  l '~gal i t~ P.presque sore en w, pour chaque cE 

(35) Z~(W) ~ -ZtE(-w) pour 0<t<1 

De m6me (33) et 8.(5) donnent les ident i t~s 

(36) Kt(~,x) z -Kt( -E,-x)  et et (~,x)  z @t(-~,-x) 

L'4quation d ' I t o  8. (4) ,  et les relat ions (35) (36) entra~nent pour chaque 

E R ,  l ' 4ga l i t 4  P.presque sore en w 

(37) M~(w) ~dt(~,Z~(w)) ~ dt(-~,Z-~(-w))  ~MtC(-w) 

pour 0<t<1 . 
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De (35) (36) et des developpements de Taylor de ZE,M ~ on conclut que pour 

tout j~O 

(38) le processus {Zo. . .z  j ; mo...m j }  a m~me loi que le processus 

{-Zo,Z I . . . .  , ( - 1 ) J + I z j  ; m o , -m I . . . .  (-1)Jmj} 

En pa r t i cu l i e r  la de f in i t i on  (7) des Jj 

(39) le vecteur al@atoire (Jo . . . . .  J j )  

(Jo,-al  . . . . .  ( - I )  j aj)  

v~ r i f i en t  

entra~ne alors pour tout jZO 

a m@me loi que le vecteur al~atoire 

Par construct ion (c f .  (11) (13)) ,  les polyn6mes 

l'identit~ de s~ries form~lles 

(40) exp( Z j - 2 j j ) ~ e - J 2  [ I+ Z c k ~k(J3 . . . . .  Jk+2 ) ]  
j>2 k>1 

De (39) (40) on conclut que pour tout k>O, avec qo ~ I  

-J2 -J2 
e qk a mSme loi que ( - I )  k e qk (41) 

et donc par (22) 

~k(J3""Jk+2 ) m qk 

(42) ~2k+1 = 0 pour k~O 

Comme (23) (32) donnent immediatement 

(43) P2k+1 = 0 pour k~O 

l ' i d e n t i t e  formelle evidente 

( S skpk) ( £ sJ~j) ~ E ekv k 
k>O j>O k>O 

fourn i t  f inalement 

(44) V2k+1 = 0 pour k>O 

10.4. Calcul explicite des pj : Les hombres' pj = ~ [~ pC(O 100)] c= 0 

peuve~t se calculer explicitement ~ partir d'int~grales multiples de noyaux du type 

[(polyn@me) x (noyau gaussien)] . En e f fe t ,  on v ient  de vo i r  que les P2j+I sont 

nuls, et Po = p°(01 00) a ete calcule en 6.4. Pour les P2j '  2j~2 on u t i l i s e  

(cf ,  appendice A.2.7) la representat ion exp l i c i t e  de p e ( s t x y )  obtenue par la 

m~thode de la parametrix 
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p~ = Y + ¥*( % * r )  
r>1 

o~ y,n sont exp l ic i tes  (cf .  A.2.7). Les estimations du § A.2.16 montrent que 

q=~ o~ le noyau ~ v~ r i f i e  Z I~I * r  < oo , ce qui donne (cf.  A.2.16) 
r>l 

~j pC : 8J [ y+y ,  Z q ' r ]  eric= 0 
E E 1<r<j 

Comme (cf.  A.2.15) y e t  q v~ r i f i en t  l ' ident i t@ naturel le  

~ (y,q*r)  * r  y ,~cq,q*(r -1)+. .  * ( r - l )  = ~cy.n + .+ y*q ~ q  

on vo i t  que pj est somme f i n ie  de convolutions du type ~I * ' " * # k  o~ chaque 

i noyau ~k est soi t  de la forme (~ ~)~=0 avec i~ j ,  so i t  de la forme (~cn)E= 0 

avec i<j  ; ces deux derniers noyaux (cf.  A.2.7, A.2.9, A.2.16) sont de la forme 

[(polyn6me) x (noyau gaussien)] et s ' exp l i c i t en t  ~l~mentairement. 
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APPENDICE 

A.1. Calcul polynomial formel et restes de Taylor : 

Nous exposons i c i  une identit~ polynSmiale ~l~mentaire, i n g r e d i e n t  essen t i e l  

pour d~c r i r e  e f f i cacement  le  syst~me en cascade v k r i f i k  par les testes de Taylor 

stochastiques associks ~ I a sol u t i on  d' une #quat ion  d ' I t o  param~trke. 

A.1.1. Une identit~ polyn6miale : 

Th~or~me : Consid~rons des variables formelles {C ; Z ; Y i '  i _ > l  ; Y j ,  j _ > l } .  

So i t  ~ l ' anneau  des polyn6mes en ces v a r i a b l e s ,  ~ c o e f f i c i e n t s  dans 7 7  A lo rs  

pour t o u t  couple d ' e n t i e r s  j ,  n avec l < j < n  i l  e x i s t e  dans ~ des polyn6mes 

un i ve rse l s  ~ n , j ( e , Y )  et  Rn+ I , j (Y ,Y  ) dorm,s par (6) (7) t e l s  que les (n+ l )  

r e l a t i o n s  polyn6mial  es 

f Z = e Y1 pour i = 1 
(1) I Z c YI + " ' +  c i - I  ' Yi Yi_l+~ 1 pour 2 < i < n + l  

imp l i quen t  l ' i d e n t i t ~  dans 

(2) Z j _ ~ n , j ( E , y  ) + n + l  Rn+ l , j  ( y , ~ ) .  

Remarque  : La f o r m u l a t i o n  p u r i s t e  du r ~ s u l t a t  pr~c#dent d e v r a i t  se f a i r e  en termes 

d ' i d ~ a u x ,  mais nous pr~f~rons un langage plus t e r r e - ~ - t e r r e .  

Preuve : I n t rodu i sons  quelques n o t a t i o n s .  Le m u l t i - i n d i c e  v ide  es t  nots ~ ; les 

m u l t i - i n d i c e s  

a lo rs  

(3) I 

Pour i < j < n 

(4) 

# ~ sont  du type a = ( i l . . . i k )  avec k, i 1 . . . . .  i k ~ 1 ; on pose 

la l  = i I + . . . + i  k ; dim m = k ; max a = max{i  1 . . . . .  i k} 

Ym = " ; Ym " Yi Y i l  . .  Yik = Y i l  . . .  

I~l = dim ~ = max ~ = O, e t  y~ = k @ = I .  

cons id#rons l 'ensemble  de pa i res  de m u l t i - i n d i c e s  

E ( n + l , j )  = { (m,B) I  la l  + IBI = n+l  ; dim re+dim B = j ;  dim ~B>I ; max r e < n - l }  
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et remarquons que l 'on  a toujours l ' imp l i ca t i on  

(5) (a,B) EE(n+I , j )  ~ max ~, max B < n+2-j .  

V6ri f ions par r~currence que (2) est vraie avec les formules suivantes oO 

(6) Cnj (e'Y) = ~ ~[el ve 
{ l~l~n,dim a=j} 

l < j < n  

(7) Rn+1, j (Y,Y) : ~ c y~ ~6 
(a,IB)EE(n+l,j) a ~ n j 

oO les ent iers CaBn j  sont des constantes universel les valant 0 ou I .  

Pour j =1, l ' asse r t i on  {(1) ~ (2)} et (6),~7) sont t r iv ia lement  vraies 

avec 

(8) Cn 1 

Le passage de j ~ (j+l) 

( ¢n - l , j  + cn Rnj ) d'o~ 

c Y1 + ' " +  enYn ; Rn+l,1 ~ Yn+l 

se r~dui t  a #cr i re Z j + l  = zJz et ~ remplacer Z j par 

z j+I  n Z = C n - l , j  Z +  E R n j  . 

par e i I ; dans un mon6me typique ~lal ym Z 

( ~ Y z + ' " +  En-la] Yn-la i ÷en+ l - ]e l  Yn+z-Iml ) 

et la formule de rQcurrence 

= + Va i n + l _ i ~  I Rn+l , j+ l  Rn,j i l  { la l~n_l ,d i~ma=j}  

Dans R .Z on remplace Z n j  

Cn- l , j  on remplace Z par 

bonne valeur (6) de Cn, j+ l  

(9) 

de 

d'ofi la 

qui permet de v ~ r i f i e r  la s t a b i l i t ~  de (7).  

A . 1 . 2 .  Formes m u l t i l i n & a i r e s  sym&t r i ques  : Soit  F un espace eucl id ien ; 

supposons les variables Z, Yi, i j  d valeurs dans F ,  et E a valeurs dans ~ . 

Soit Q une forme j-multilin~aire sym~trique sur FJ~ d valeurs dans un espace 

euclidien G. 

Pour tout i , r , a ,B  a r e a  r+d im a+dim ~ = j posons, quand a = ( i l . . . i k ) ,  

B = ( j l . . . j ~ )  

( i0)  Q Ei Z r y~ iB = i Q(Z . . .  Z Y i l . . .  Vik YJl " ' "  YJ~)" 

II est c l a i r  que l 'op~rat ion Q ainsi d~f in ie se prolonge ~- l in~a i rement  aux 
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polyn0mes de ~ qui sont combinaisons l i n#a i res  de monOmes du type c i -dessus, 

et  est a valeurs dans G. Le th.  A . I .1  implique donc imm#diatement le co ro l l a i r e  

suivant .  

A.1.3. Identit6 polyn~miale pour formes multilin6aires sym6triques : 

Th6or6me :Dans la s i tua t ion  A.1.2,  les (n+l) re la t ions  polynOmiales (1) entre 

Z, Y, Y, 

l ' ident i t@ 

(11) 

avec I es 

impl iquent pour toute forme j - m u l t i l i n # a i r e  sym~trique Q : F mj --> G 

QZ j : 
{lal±n,dim a=j}  

conventions (3) ( i 0 ) .  

I~IQ y~ + n+ l  (y,~) 
c Q Rn+l, j 

A.1.4. Composition des polyn6mes de Taylor : Pour n > i consid#rons le 

polyn6me "de Taylor"  typique 

(12) ~(c,Z) = ~ l ~IJ ZJ 
O<i+j<n 

o~ les ~ i j  sont des fonc t ionne l les  j - m u l t i l i n ~ a i r e s  sym@triques sur F j ~ valeurs 

dans G, a rb i t r a i r es  pour le moment• Supposons les (n+l) re la t ions polynSn~ales (1) 

v { r i f i { e s  po~ ZYYE . D@veloppons ~ i j z j  par (11) en remplagant n par ( n - i ) .  

On obt ien t  imm@diatement l ' i d e n t i t #  en cZY 

(13) 

(14) ~k(~,Y) = 

~(c,Z) = Z ck@k(~,y ) + n + l  ~n+1(y,# ) avec 
0<k<n 

E # l j  ya o0 Z est res t re in te  ~ l 'ensemble {dim a= j ,  i+ImI=k, 
i , j , a  i+ j  < n} 

s ' ~ c r i t  et dans laque l le  le polyn6me @n+l 

(15) ~n+l(y,~ ) = ~o 1 - Yn+l + ~ n + l  (~ Y ~) avec 

(16) ~ 2 ( ~ Y Y  ) - 0 ponce n + l = 2  
• . ^ 

(17) ~i 'n+l( ~ Y i )  = ~ L~ l j  Rn+I_i,j(Y,Y ) po~  n+l _> 3. 
{2<i+j<n~ 

;o<-i 
D'apr~s (4) (5) (7) (17) le polyn6me universel  ~ n + l  s ' ~ c r i t  encore po~e n+l > 3 : 

(18) ~n+ I (~YY)  = (i j a ~ E  ~(n+ l )  r i  J ~  (n) ~ i j  ya~F 
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OQ les r i j ~ n )  sont des constantes ent ieres un ive rse l les  et l 'ensemble d ' i nd ices  

# ( n + l )  est d~ f i n i  par 

I 2 < i+ j  < n ; i + + IBI = n+l ; dim a + dim B = J ; i < dim ~ ; 
(19) -- -- 

max ~ < n-l-i ; max a, max B < n+2-i-j. 

En p a r t i c u l i e r  le polyn~me ~N+I(@YY) ne ddpend que de YI . . .Yn_ I ,  Y I . . .Yn  et 

des ~13 2 < i+j < n ; le polynOme ~k(~,Y) ne d~pend que de YI""Yk et des 

t~ l j  , 0 < i+j < k .  

A . 1 . 5 .  N o t a t i o n s  l i & e s  ~ l a  f o r m u l e  de T a y l o r  : 

euc l i d iens ,  qb : Rx  F --> G une fonc t ion  de 

pour que toutes les d6riv~es en vue ex is ten t •  

T A Y j + I ~  : Rx  F x F -~ G 

(2O) 

(21) qb(c,y) - E 
0<i +£<j 

Avec ces no ta t ions ,  les r6su l ta ts  de A.1.4 fourn issen t  imm~diatement le th~or~me 

Soient F, G deux espaces 

( c , x ) ,  de classe f i n i e  assez grande 

On d e f i n i t  q~13, et 

par 

ei { i £ ( 0 , x ) ( y _ x ) £  + ~j+Z TAY j+ I  ~ ( s y x ) .  

qui su i t .  

A.1.6. Restes de Taylor polyn6miaux explicites : 

Th6or6me : Pour tou t  n ~ l ,  les polyn6mes un iverse ls  ~ k '  0 < k < n, et ~OCn+ 1 

d~ f i n i s  par (14) (16) (18) (19) ont la propr i~ t6  suivante : que l le  que so i t  la 

fonc t ion  ~(c ,x )  de classe n, avec c E R ,  x £ F  espace euc l i d i en ,  ~ valeurs 

v e c t o r i e l l e s ,  quels que so ient  les vecteurs Z, Z ° ,  Z l . . . Z n ,  Z l . . . Zn  , de F l i ~s  

e par les re la t i ons  

(22) Z = Z ° + cz I + . .+ cJzj + c j +1A  • zj+ I 0 < j < n 

on a, en posant 13=~13 (O,Z o) et ~ = { 13, 0 < i, j < n}, l'identit~ 

n n + l [ 0 1  - 
(23) ~(c,Z) = E ck~k (~ , z )  + " , z )  + TA k=0 Zn+l + °J~n+l(m'z Yn+l ' ~ (c ,Z ,Z° ) ]  

OQ z= ( Z l . . . Z n ) ,  z = , , (Z l . . -Zn I .  
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A.1.7. Application aux restes de Taylor stochastiques : Consid@r0ns 

maintenant une ~quation d ' I t o  dZ e : S e dw + W e dt oQ les coe f f i c ien ts  d~pendent 

du param~tre ~ . Le d~veloppement de Taylor precis de S e, W e par la  formule (23) 

ci-dessus explicite imm~diatement, comme dans [2] le syst6me en cascade vQr i f i~  par 

les coe f f i c ien ts  et  les restes des d6veloppements de Taylor stochastiques de Z ~ 

D'oO le th~or~me suivant ,  qui precise ut i lement [15] [ 7] [ 2 ] .  

A.1.8. 

Th6or&me 

U de R m , 

O < t <  i de 

(24) 

oO les coe f f i c ien ts  

Syst&me en cascade pour restes de Taylor stochastiques : 

: Soit  Z t une d i f f us ion ,  non homog~ne dans le temps, sur un ouvert 

e v ~ r i f i a n t  Z o - XoEU, paramktr~e par e _> O, et  so lu t ion pour 

= St(e,Z )dw t + Wt(e,Z )dt 

St(~,x ), Wt(e,x ) sont de classe N+I en c, z, O < e <  i ,  

O < j < N ,  zEU, avec toutes leurs d~riv~es continues en t E [ 0 1 [  . Alors pour tout  

Z ~ admet en e = 0 les d~veloppements de Taylor stochastiques 

(25) Ze=Z° + eZl + ' " +  eJzj + eJ+l Zj+l  

= ~. ~ Z )e=O sont des semi-martingales locales de temps de v ie oQ les zj (2 

6gal ~ celq i  de Z ° ,  donn6es (c f .  [15] [ 7 ]  [ 2 ] )  par le syst~me en cascade formel- 

lement d~duit de (25) par d6r ivat ions successives en e = 0 ; de plus (c f .  [ 2 ] )  

les restes Z j+ l (E , t  ) sont des semi-martingales ( loca les)  en t ,  de temps de v ie 

~gal ~ ce lu i  de Z ° ,  qui v ~ r i f i e n t  pour j + l  > I le  syst6me en cascade suivant 

(26) dzj+ 1 = ~l~j+z(S z z)dw + ~j+ l (W z z) dt 

oO pour toute fonct ion d i f f ~ ren t i ab l e  @t(c,x),  la notat ion ~ I t j+ l (@zl )  d~signe 

une semi-martingale ne d~pendant que de Z l . .oz  j ,  Z l . . . Z j + l ,  Z ° ,  Z e et  calcul~e 

par (indice de temps t sous entendu partout) 

(27) 1~Ll(@Zk ) : TAY I t ( c ,Zc ,Z° ) ,  et  pour j + l ~  2 

(28) Y I t j + l ( t Z ~  ) = TAYj+ l t (e ,Ze,zO ) + 0 Z- zj+ 1 + ~ j + l ( ~  z z) 

" ' i j  o avec ~ = {~!J ; i + j  ~ 0} ,  et  ~ J  = t t  (O 'Zt ) '  et toutes les notat ions in t rodu i tes  

dans le paragraphe A . I .  
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A.2. Diffusions d6pendant d'un param6tre. 

A . 2 . 1 .  Le mod~le : Consid6rons sur ~m une fami l le  de d i f fus ions  non homog~nes 

0 < t < 1, param~tr6es par ~ E [ 0 1 ] ,  so lu t ion  de dans le temps X t ,  

(1) dX E = S(E,X~)dw + B(~,XE)dt 

oe w est le  brownien k-dimensionnel,  et  les champs St(E,x ) et  Bt (~,x  ) sont 

de classe 1 en ( t , E x )  , e t  de classe N ~ 3 en (e,.x). Posons A t = StS t et  

notons Li j = ~i~ @xJ . On suppose l ' e x i s t ence  de constantes Co v I v 2 avec c o > 0 

et  0 < ~I ~ v 2 '  et  d'une fonct ion continue t --> a ( t ) ,  & valeurs dans les matrices 

sym~triques d6finies positives d'ordre m, v~r i f ian t  pour tout 0 < e, t < I ,  x E ~m 

(2) l~ tAt (~ ,x)  l +13 t B t (~ ,x)  l < c o 

(3) IL i jA t (E ,x )  l + [ L i jB t (~ , x )  I <--Co(].+ Ixl i) pour 0 _ < i ,  j < N  

1 a ( t ) <  ~,x) < 1 a ( t ) .  (4) _ At( _ 

On posera d i s t (a )  = Ilall~+ Ila-ll]=. 
Remarque : Par exemple, lorsque ~ ( t , x )  ~ ( t , x )  • sont des coe f f i c i en t s  mat r i c ie ls  

& d is to rs ion  et N - r i g i d i t ~  born~es, les coe f f i c i en ts  

2 
S t (e ' x )  = ~(e2t '  f t  ÷ex)  Bt (e ,x  ) = eb(E t ,  f t  +Ex) 

avec f t  de classe i en t ,  v ~ r i f i e n t  (2) (3) (4).  Si de plus ~, b ~ 

dui ts  de 

d is t (a )  

sont d~- 

a, b par modi f ica t ion standard (c f .  § 6 .1) ,  les constantes c o et  Vl,V 2, 

qui in te rv iennent  alors dans (2) (3) (4) sont respectivement robuste et  

u l t ra - robus te  en o, b. 

Revenons au cas g~n6ral (1) (2) (3) (4) et  notons p ~ ( s t x y )  la densi t~ 

de X E. Les est imat ions de p~, log pC, et  de leurs d~riv~es in t rodu isen t  les  noyau~c 

#aussiens Gp, p > 0 d~ f in is  par 

m m I 

(5) G i j ( s t x y )  = (2~) 2 p2(det ast)2 exp[-  ~ ast  (y-x)  2] 

Le noyau G est ]a densi t~ du processus gaussien centr~ 
P 

dW = ~ V ~  dw t o0 w est un brownien m-dimensionnel. 

t 
avec ast  = [ I  

s 

W p d ~ f i n i  par  

En particulier 

-I a(u)du] 

G v~ri- 
P 

fie 1 '~quation de Chapman-Kolmogorov. 
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A.2.2. Majoration des d6riv6es de la densit6 : 

Th6or6me : Consid~rons sur R m une f a m i l l e  X ~ de d i f f us ions  param~tr~es 

v ~ r i f i a n t  (1) (2) (3) (4). Pour tout  

constante C, ne d~pendant que de 

s i t~  p~ de X ~ v ~ r i f i e  

(6) I ~  ~Jx p c ( s t x y ) l  

~ i  te l  que 0 < ~I  < Vl i l  ex is te  a lors une 

m, N, v 1, v 2, ~1' Co' d i s t ( a ) ,  t e l l e  que la den- 

_J 
< c ( t - s )  2 G ( s t x y )  

pour 0 < i ,  j < N, 0 < ~ < i ,  0 < s < t < i ,  x ,  y E R  m . 

Preuve : E l le  est bas~e sur la m~thode de la param~tr ix.  Les longs ca lcu ls  occu- 

pent les § A.2.7 ~ A.2.14. 

A.2.3. Minoration de la densit6 : 

R m les d i f f us ions  Th6or6me : Consid6rons sur ×e 

Pour tous ~1' ~2 v ~ r i f i a n t  0 < ~1 < V l ~  v2 < ~2 ' i l  ex i s te  une constante 

ne d~pendant que de m, N, v I ,  v 2, ~ i '  u2' Co' d i s t ( a ) ,  t e l l e  que la densit~ 

de X c v ~ r i f i e  en tout  po in t  ( s t x y )  et pour tout  e E [ 0 1 ]  

i G 2 ( s t x y )  < p C ( s t x y )  < c G ( s t x y )  . 

Preuve : E l le  u t i l i s e  le  th.  A.2.2 et la minorat ion loca le  7.7 de pC, qui comme 

nous l 'avons signal~ au passage a ~t~ prouv~e sans f a i r e  appel au r~su l ta t  A.2.3.  

La d~monstration compl~te, bas~e sur le p r inc ipe  du maximum, est donn~e en A.2.15. 

v 6 r i f i a n t  (1) (2) (3) (4).  

c > 0 ,  

pC 

A,2.4. Majoration des ddriv6es du logarithme de la densit6 

Th6or6me : Consid~rons sur R m les d i f fus ions  X ~ param~tr~es par E > 0 

v ~ r i f i a n t  (1) (2) (3) (4). Alors pour tout  v > v 2 - v  1 ~  0 i l  ex i s te  des constantes 

c, n > 0 ne d~pendant que de m, N, v I ,  v 2, v, c o , d i s t (a )  t e l l e s  que la densit~ 

pE de X c v ~ r i f i e  pour I < i ,  j < N, 0 < e < i ,  0 < s < t < i ,  x, y ER m, 

]3~ 3~ log p e ( s t x y )  I ~ c ( t - s )  2 (1+ ly l  n) exp[~N~st(X-y ) avec ~st  = [  

= ~i ~j  ; po~_~ i+ j  > 1 une r~currence ~l~mentaire prouve Preuve : Posons L i j  E x 

l ' e x i s t ence  d'un polyn6me universel  R.. ~ ceo f f i c i en t s  en t i e r s ,  te l  que toute 
13 

fonct ion d i f f ~ r e n t i a b l e  F(E,×) > 0 v ~ r i f i e  l ' i d e n t i t ~  
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L i j ( l o g  F) z R i j {  . . . .  HkC . . . .  } oO 0 < k < i ,  0 < ~ < j ,  1~k+~ et Hk~ = ~ Lk~ F. 

ml mq De plus les monOmes de Ri j  sont de la forme (Hkl~l)  x . . . x  (Hkq~q) avec 

mlkl  + . . .+  aqkq = i ,  al~ I + . . .+  aq~q = j .  

Soi t  v3 > v2-Vl ~ 0. On peut alors f i x e r  ~ i '  ~2 te ls  que ~3~v2-~ I et  

0<~1 < v I e w 2  <~2 " Posons ~ = p2-~1 et  remarquons que (5) f ou rn i t  

G 
Pl exp[~ (x-y)  2] G ( s t x y )  ~ c ast .  
P2 

_ _ . pC pour 0 < s < t < I ,  x, y E R  m Mais la majoration A.2.2 de LkL 

t ion  A.2.3 de pE donnent alors des constantes c, n > 0 t e l l e s  que 

L e I k&P ( s t x y )  l 
c ( t - s )  2 (1+ ly l  n) exp[~ mst . (x -y)  2] 

pC(s t x y) 

pour 0 < k, L < N, 0 < c < 1, 0 < s < t < 1, x, yERm . 

c te l  que 

et  la minora- 

La subs t i tu t ion  F(e,x) = p e ( s t x y )  dans l ' i d e n t i t ~  polynOmiale ci-dessus 

f ou rn i t  a lors imm@diatement des constantes c 1, n I > 0 t e l l e s  que 

I k i j  log p C ( s t x y )  I ~ C l ( t - s  ) 2 ( i +  lyI n l )  exp[~ ( i + j )  a s t . ( x - y )  2] 

A.2.5. D6riv6es du drift compl6mentaire 

Th~or&me : Soient X c des d i f fus ions  param~tr@es par e > 0, v@r i f ian t  (1) (2) 

(3) (4) .  Soi t  pC la densit~ de X c, e t  so i t  

Vs(c,x ) = As(c,x ) a x log pC(s i x 0 )  

le d r i f t  compl~mentaire i n t r o d u i t  par l '~quat ion du pont de X c . Alors pour tout 

v > ~2-Vl ~ O, i l  ex is te  une constante c, ne d6pendant que de m, N, v 1, v2' v, c o , 

d i s t ( a ) ,  t e l l e  que _ j+ l  

x 2 I ~  ~jx Vs(~ 'x) I  - < c ( l - s )  2 exp [vN as l  . ] 

pour tout 0 < i ,  j < N-I ,  0 < c < i ,  0 < s < I ,  x, y E R  m. 

Preuve : La formule de Le ibn i tz  f ou rn i t  c constant te l  que pour 0 < i ,  j < N-1 

et  tout E, s, x, on a i t  
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ILijVs(C,x) I < c i ~ "  " IL i l J l  As(e'x)I  
{ 1+~2 =~ } 
Jl+J2=J 

ILi2J 2 ~x log pe(s lxO) I . 

Fixons ~3 tel que ~ > ~3 > ~2-~1 " De (3) et A.2.4 on t i re  alors 

constants tels que dans les m~mes conditions que ci-dessus, 

_Lt! 
Ik i jVs(e,x) i ~ c1(i + Ixl n) (z-s) 2 

c 2 
D'apr~s (5) on a ~s l  ~TZs avec c 2 constant. 

une constante c 3 te l le  que 

Ixln-< c3 exp[(~-~3)N as I" x2] pour 

c I ,  n > 0 

exp(~3N ~sl.X2). 

Comme 1-s < I ,  on a clairement 

0 < s < l ,  x E ~  m 

d'o0 le r~sultat  cherch~. 

A .2 .6 .  Constantes f l o t t a n t e s  : Fixons P l '  P2 tels que 0 < Pl < ~ 1 ~ 2  < V2 ; 

jusqu'~ la fin de l'appen~ce, les '~onstantes" sont exclusivement des nombres posi- 

tifs stricts ne d~pendant (contin~ment) que de Pl '  P2' ~1' ~2' Co' d is t (a) ,  m, N. 

Pour endiguer le d~luge de constantes, nous les trai tons en oonstantes f lo t tan tes  ; 

ainsi d'une ligne ~ l 'au t re  les m6mes let t res c et n repr~sentent des constantes 

dist inctes.  

A . 2 . 7 .  Dens i t6  et  p a r a m 6 t r i x  : La densit~ p e ( s t x y )  est la solution fon- 

.c,s) o0 A o's agit  sur la variable damentale de l 'op~rateur parabolique (~s + ax 

d'espace x par 

(7) ~x'e's = ½ i ~j A~j (e,x) ~xi~xj + Si Bi(~s 'X)~x i avec A= (AiJ) l<i , j<m 

D'apr~s [9 ] pC se calcule explicitement ~ par t i r  de la p a r o ~ t r i x  y 

m I 

y ( s t x y )  = (2~) -~ [det ~st(E,y)] ~ exp[- ~ Ost(e,y) . (y-x)  2] 

(8) { t 
avec ~st(e'Y) = [ I  du Au(E,y)] -1 

s 
Noter que dans (8) Ost(e,y ) est consid~r~ tantOt comme matrice carrie sym~trique, 

tant6t comme forme quadratique sur ~m . 

Appelons noyau @ n'importe quelle fonction bor~lienne ~ ( s t x y )  ~ valeurs 

r~elles ou matr ic ie l les,  d~finie sur # = { 0 < s < t <  i ; x, yE~m} .  Lorsque l ' i n t ~ -  

B = (B i )l<i<m" 
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grale (9) est bien d ~ f i n i e ,  on appel le  convolution 

d~f in i  par 

(9) 

Appelons R E's 'y 

variable d'espace x par 

= " " i 

(10) Rs'S'Yx ~ . . . .  Z AlsJ(E,y ) 3x. 3 x + ): BS(a,y) 3 x • 
1,J ] J i ] 

D~finissons le noyau q par 

( I I )  q ( s t x y )  = (A ~'s - R ~ ' s ' y )  y ( s t x y ) .  
" x x 

Alors d'apr~s [9] on a la  formule e s s e n t i e l l e  i c i  

(12) p~ = ~/ + -y*( ~ rl* J) 
j>1 

¢ * 4 de deux noyaux, le  noyau 

t 
• *4 (s txy) : I  dz,(suxz) 4(utzy) 

s ~q m 

l'opdrateur A g'S d coefficients gelgs en y,  qui agit sur la 

cO la s~r ie converge par tout  sur # et les convolut ions sont toutes bien d~ f in ies .  

Les calculs d~licats du § A.2.12 ut i l isent  les demi-convolutions ( c ~ ' 4 )  - 

et (¢*4)+ d~finies comme suit : pour 4, ¢ noyaux quelconques on pose 

[¢ o 4] u ( s t x y )  = I dz @(suxz)4(utzy)  pour (13) s < u < t  iRm 

et  on d ~ f i n i t ,  quand (14) a en sens, les noyaux (¢ • 4)_ et (@ * ¢)+ en chaque 

po in t  ( s t x y )  par 
s+t t 

(14) (¢ * 4)_ = I T d u [ ¢ o 4 ]  u ; (¢ * 4)+ = Is+t  du[¢ o 4] u 
s 2 

d'oO l ' i d e n t i t 6  t r i v i a l e  

(15) ¢ * ~ = (¢ * 4)_ + (¢ * 4)+ • 

Nous a l lons  i n t r odu i r e  une f a m i l l e  de noyaux l i ~s  simplement aux noyaux 

gaussiens G!j, et  exhibant toute une gamme de s ingu la r i t ~s  quand ( t -s )  -~ 0 

ou x, y -~ 
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A . 2 . 8 .  

G. par 
J,P 

Noyaux g a u s s i e n s  s i n g u l i e r s  : D~finissons les noyaux T, X, Y, V, 

X ( s t x y )  - x  ; Y ( s t x y )  - y 

T ( s t x y )  - t -s  < 1 
(16) 

V ( s t x y )  -= y-x 
¢TcT 

G. =TJ/2G ~ pour j E 7 7 ,  p>O, avec 
J,P 

D~finissons les constantes universelles 

Ujk = 

+ 
(17) Ujk = 

G donn~ par (5).  

I j k 
I i  t 2 ( l - t )  ~ 

j k 
I i  t 2 ( l - t ) 2  

2 

pour j > - I ,  kE77 

pour jET / ,  k > -1 

oO (z)! 

Comme G 

(j)~ (~)~ 
Ujk = Ujk +Ujk+ pour j ,  k _> -1 j+k 

2 +1) !  

est la c lassique fonct ion m~romorphe Gama(z+l) t e l l e  que (n)!  = n! .  

v ~ r i f i e  l '~quat ion  de Chapman-Kolmogorov, (13) (14) donnent d'abord 

oG ] ( s t x y ) - -  G ( s t x y )  pour s < u < t ,  puis 
U 

(18) 

(Gj,~ • Gk,~) - = Ujk- Gj+k+2, ~ pour j ~ - l ,  kE77 

= u + pour jE77 k > - i  (Gj,u , Gk,u) + jk Gj+k+2,u ' - 

Gj,~ • Gk, ~ = Ujk Gj+k+2, ~ pour j ,  k ~ -1. 

Rappelons que l 'on a Zix6 

tout j E 77 , 

Pl avec 0 < Pl < v]  ; posons pour 

k 
(19) I p(k) : v I - N-$]-O (V l -P l )  

! ?jk = Gj ,~(k)  

ce qui par (5) donne c constant te l  que 

0 < k < N+10 et  

(20) £ J l k l ~  c 7J2k2 pour tous J2 ~ J l '  0 ~ k I ~ k 2 ~ N+IO. 

De (18) (19) (20) on t i r e  c constant te l  que, pour 0 < k, q < N+IO, 
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(21) 

- 

(?jk , Fpq)_ ~ c Ujp r j+p+2,kvq  pour j ~ - 1 ,  p E E  

)+ < c Ujp + , p _ (Fjk • Fpq _ Fj+p+2,kvq pour j E ~  > - I  

(Fjk • Fpq) ~ c Ujp Fj+p+2,kvq pour j ,  p ~ - 1 .  

Par d@fin i t ion de ~st (c f .  (5)) on a pour 0 ~ s < t ~ 1, 

1 < ( t - s )  < c et ~ ( t -s )  -m (22) c -- ~st -- ~ det ast ~ c ( t - s )  -m 

De (5) (16) (19) (22) on d@duit pour chaque en t ie r  r > 0 l ' ex i s tence  d'une cons- 

tante c ( r )  t e l l e  que 

(23) IVI r F j k ~ c ( r  ) Fj,k+ I pour tout  j E E  et 0 < k < N+9. 

Appelons noyau polyn~me tout noyau du type R = @(X,Y) avec @ polynÜme 

coe f f i c ien ts  constants sur R mx ~m et X, Y comme en (16). On a alors avec 

c,n constants convenables 

(24) IR] ~ c ( i +  IXI n + IY-XI n) et  IRI ~ c(1 + IYI n + IX-yIn) .  
i 

Pu isqu ' ic i  IY-Xl = T21V l f i lV l ,  (23) (24) entra~nent pour cl~que noyau polynOme R 

l ' ex i s tence  de c,n > 0 te ls  que 

(25) ]RI Fjk ! c ( l  + Ixl n) ?j,k+ I e t  IRi Fjk ~ c ( l  + IY1 n) Fj,k+ I 

pour tout  j E E  et  tout  0 < k < N+9. 

Par d@fin i t ion des convolutions et  demi-convolutions (c f .  (7) (14)) ,  quels 

que soient la fonct ion bor@lienne pos i t i ve  

¢,~ on a 

h(X)(~ , ~)_ : [ (h(X)~) , ~]_ 

(26) h(X)(~ • ~)+ = [(h(X)¢) , ~]+ 

h(X) (@ , ~) : (h(X)¢) , 

h : ~m -~ ~+ et  les noyaux p o s i t i f s  

et h(Y)(@ , ~)_ = [@ , (h(Y)~)]_ 

et h(Y)(¢ • ~)+ = [@ • (h(Y)~)]+ 

et h(Y) (¢ • ~) = @ • (h(Y)~). 

Soient P, R des noyaux polyn6mes. Pour @tudier les convolutions et demi-convolu- 

t ions de R ?jk par P Fpq , on majore d'apr@s (25) le i er facteur par 

c(1 + IXI n) F j , k+ l ,  et  le 2 nd facteur  par c(1 + IYI n) Up,q+ I ,  avec c, n l i~s  

R,P seulement. De (26) (21) on d@duit a lors sans au t re  c a l c u l  un polyn0me H ne 
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d~pendant que de R, P tel que pour 0 < k, q < N+9 on a i t  

(27) 

( I  R r j k l  * IP £pql)_ ~ Ujp IHI £j+p+2,1+ k vq 

+ 
(IR ?jk I * IP £pq l )+~  Ujp IHl r j+p+2,1+kvq 

I R FjKI * I p Fpql ~ Ujp IHl Fj+p+2,1+kvq 

pour j > - I ,  pET7 

pour jE77,  p > - i  

pour j ,  p >__ -1. 

A.2.9. Majoration des d~riv~es de 

noyaux (16) les noyaux 

Q ( s t x y )  - ~ ( t -s )  ~st(C,y) 
(28) m m 

D - (2~) 2 ~ Q et W ~ T 2 

y et q : 

(cf .  (8)) 

exp(-QV 2) 

Ajoutons ~ la panoplie de 

ce qui permet (cf .  (8)) d '~c r i re  la param~trix y sous la forme 

(29) T ~ DW 

Pour tout noyau ~ d~pendant du param@tre E , on note L i j  

~i ~J ~ ( s t x y )  . De (4) (8) (26) on t i r e  
E X 

i k i j  Q1 ~ c(1 + IYI i )  pour i , j ~ m .  (3O) 

Comme Q est globalement minor6 (cf .  (4 ) ) ,  on t i r e  de (28) (30) 

c, n > 0 te l l es  que 

IL i j  D I ~ c ( l  + IYI ni) pour i , j ~ N  (31) 

tandis que (16) donne t r iv ia lement  

le noyau 

des constantes 

(32) Lio V z 0 pour i ~ 1, et Loj V ~ 0 pour j ~ 2. 

Une r~currence banale u t i l i s a n t  seulement (32) donne pour tout i , j  

(33) 1 Lij(exp- Qv2) ~ (exp-QV 2) x Pij(V ; ~x V ; Lili2Q avec il+i 2 ~ i+j} 
t o~ Pi j  est un polyn6me universel ~ coef f ic ients  constants, de degr~ j en ?x V- 

i 
Puisque (16) donne @x V = -T 2, (30) fournit~ c, n > 0 constants te ls  que le dernier 

facteur de (33) v~ r i f i e  I P i j { . . . } I  < cT -~ (1+ IV1 n + IYI hi) pour i ,  j < N. 
m - -  _ ~ - -  

Par d~ f in i t i on  W = T -~ exp(-QV2), et (33) implique alors ILijWI ~ cT 2( l+IvIn+IYIni)w 

pour i ,  j < N. 



485 

D'apr~s (29) (31) la param~trix y v~ r i f i e  donc 
J 

(34) Ikij YI c T-2(I + Iv} n + IyIni)w pour i ,  j < N. 

Les d~f in i t ions  (8) (5) de Ost et mst donnent grace ~ l'encadrement (4) de A t 

(35) Vl mst ~qst (c'y) ~ V2mst pour tout c s t x y  . 

Les d~finitions (28) (5) (19) de W, Gp, Foo et l'estimation (22) de det mst 

donnent alors c > 0 constant tel que 

1 
(36) E Gv 2 -  < W_< c G i ~ c Foo . 

Par (36) (23) (34) (16) (20) on obtient ~l~mentairement 

n i 
(37) ILij Y1 ~ c(1 + IYI ) F_j,I pour i ,  j ~ N. 

Soit gs(C,x) l'un quelconque des coefficients {A~&(c,x), B~(c,x)} , 

I < r, ~ < m, du g6n~rateur infinitesimal A c's de X c d~crit par (7). Posons 
- -  - -  X 

(38) ~(s t x y )  : gs (C ,x ) -gs (C ,y ) .  

Grace ~ l 'hypoth~se (3) on a directement 
1 

ILio ~I ~ c l X - Y I (  1+ I x I i + I Y I  i )  = c T 2 V ( I + I X I i + I Y I  i )  pour O < i < N  

(39) { 
I L i j  ml < c(1 + IXI i )  pour 0 < i < N, I < j < N. 

2 Par la formule de Leibn i tz ,  L i j (m ~x Y) est une combinaison l in~a i re  f i n i e  univer- 

~ y ) ]  avec i + i 2 = i ,  J l  + J2 = j Par su i te ,  se l le  des [ (L i l J  I m)(Li2J 2 1 " 

(39) (37) (23) (20) fournissent c, n > 0 constants v~ r i f i an t  

2 n. iy{ni 
ILij (~ @x V)l ~ c(i + IXI I + ) F_(j+I),2 pour 0 ~ i,  j ~ N. 

Le m~me calcul donne 

"i iYlni I L i j ( ~  ~x Y)I ~ c(1 + IXI + ) F_j,2 pour 0 ~ i ,  j ~ N. 

Par la d~ f in i t i on  ( i i ) ,  q est combinaison l in~a i re  f i n i e  de termes du type 

22 x Y et ~ ~x Y" En tenant compte de (20) on en t i r e  c, n > 0 te ls que 

i ni iyi ni (40) IL i j  nl ~ c(1 + IX + ) F_( I+ j ) ,2  pour O ~ i ,  j ~ N .  
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A.2.10. D6riv6es des noyaux translat6s de y et q : Pour tout noyau 

definissons les noya~ translat#s ~@ et -1~ par 

(41) m # ( s t x y ) =  # ( s , t , x , y+x )  et  % - l # ( s t x y )  = # ( s , t , x , y - x )  

Pour ~ quelconque la translation "[ ne commute pas avec les d6riv#es ~J. Par 
x 

contre il y a commutation #vidente dans le cas particulier suivant 

Si le noyau ~ ( s t x y )  ne d6pend pas de x on a L i j m #  = m L i j ~  pour 
(42) 

tout  i , j .  

De (42) (30) (31) on t i r e  c, n v ~ r i f i a n t  

ni)  
(43) IL i j  • QI + I L i j ~ D I  ~ c(1 + ITYI pour i ,  j ~ N. 

Puisque TV ~ -Y on a ~ TV ~ 0 et  (33) donne 
~T x 

L i j~W ~ (roW) Pij{mV ; 0 ; L i l i  2 mQ avec i l + i  2_< i + j }  

d 'o0, d'apr~s (43) et  la descr ip t ion  de P i j '  des constantes c, n t e l l es  que 

n .  

I k i j ~Wl  ~ c ( 1  + ImvIn + I~YI I)  (roW) pour i ,  j ~ N. 

Le m~me calcul que pour (37) donne alors c, n te ls  que 

n .  

(44) i k i j ~ Y  I ~ c ( Z + i ~ v i  n + i~Yi l )  (~w) pour i ,  j ~ N  

et  donc par (36) (23) (20) 

(45) I~ - I  n i )  L i j  ~ Y I ~  c ( l  + IYI Fol pour i ,  j ~ N. 

Par (33) ~2 " x ¥ = RW o0 R est un polyn6me universel  en 

{V ; ~x V - ~i Q, 3~ D avec 0 < i ,  j < 2},  de degr~ 2 en a V. Comme 
' X  - -  - -  × 

i on vo l t  que mR = ~ R I , avec R 1 polyn6me universel  en ~x v = _  _ 

{~ V • ~ • T ai Q ~ J  D 0 < i ,  j < 2}. Mais ~V = ~ ne d~pend pas de (e,x)  ; 
, X ~ X  -- __ 

donc L i j  R 1 est un polyn6me en {~ V ; ~ ; L i l J l  m Q, Li2J2 • D avec J l '  J2 ~ j+2 

et  i I ,  i 2 ~ i } .  De (43) on conclut  alors que 

i k i j  ~R I = ~ iL i j  RI 1 ~?c (1 + I~V [  n + ImYI hi)  pour i ,  j _< N. 

Par (44) et  la formule de Le ibn i tz  on a alors 

n .  

(46) I L i j m s 2 ~ l =  ILi j [ (mR)(~W)]I < c T - l ( l  + Imvln + ImYI i)(row) 
X - -  " 
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Prenons m comme en (38) pour obten i r  

m ( s t x y )  = gs(E,x) - gs(~,x+y) 

d'o8 faci lement grace ~ (3) et  ~ IYI e v~ IzVl ,  pour i ,  j ~ N 

I k i j ~ m ]  ~ c lV l (Z  + IXI n + IYI n) ! c ~ ITVI ( I  + IX1 n + I~VI n) 

La formule de Le ibn i tz  et  (46) donnent a lors ,  pour i ,  j ~ N 
i 

JLij ~(m ~2 x ¥)J - < cT-~(1 + lx ln  + JTvJn + JTyjn)(TW) 

d'o~ puisque TX z X, et  par (36) (23) (20) (19) 

(47) IT -1 L i j  T(m ~2X Y) l  _ < C(I + Ix l  n + IYl n) r _ l , l .  

Un calcul analogue donne pour i ,  j < N 

(48) I T-1 k i j  T(m 8 x Y)l ! c ( l  + Ixl n + Ivl n) r o 1 

2 Par combinaison l i n~a i re  f i n i e  de termes du type (~ ax Y) et  

conclut,  grace ~ ( I i )  (47) (48) (20) 

(49) IT -1 k i j T n l  ~ C(1 + IXI n + IVl n) F_ I , I  pour i ,  j ~ N. 

(m ~x Y) on 

A . 2 . 1 1 .  Eta lonna@e des s i n @ u l a r i t 6 s  : Nous dirons qu'un noyau $ ( s t x y )  

d~pendant du param~tre ~ est de singularit~ (q,k) avec q > -1,  k > 0 s ' i l  

ex is te  un noyau polynSme fixe R te l  que 

(50) IL i j  $I ~ IRI Fq_j, k pour 0 ~ j ,  k ~ N, 0 < ~ < I 

ce  que  n o u s  n o t e r o n s  sing $ = (q ,k ) .  Remarquons qu'a lors (c f .  (20)) on  a a u s s i  

sing $ = ( q ' , k ' )  pour tout q' ~ q, k' ~ k, i l  se ra i t  f a c i l e ,  avec un vocabulaire 

ad~quat, d ' ~v i t e r  que sing $ so i t  mu!tivoque, mais ce f a i t  ne g@ne pas dans la su i te .  

En p a r t i c u l i e r  les formules (37) et  (40) donnent sing y = (0 , i )  e t  

sing n : ( -1 ,2 ) .  

A.2.12. Aplatissement des sin~ularit6s par convolution : 

Th6or~me : Sous les hypotheses A.2.1, les convolutions par y et  

propr i~t~ suivante : pour tout  noyau $ de s ingu la r i t~  (q,k) avec 

2 < k < N+9 on a 

(51) s ing(y , $) = (q+2, k+l) 

rl ont la 

q > - I ,  
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(52) sing(q . @) : (q+l, k+l).  

Preuve : Les d~monstrations de (51) et (52) ~tant identiques t rai tons seulement (52). 

= ai ~j avec i ,  j < N La convolution ILn[ * l@I est en g~n$ral Posons L = L i j  ~ x -- " 

divergente d~s que j ~ 2 ce qui emp~che de remplacer L(~ , ~) par (L~) , @ . 

Soit ~ de singular i t~ (q,k) avec q ~ - i ,  2 < k < N+9. Posons 

H(su t  x zy )  = q ( s u x z )  @ ( u t z y )  . 

La formule de Leibnitz donne c constant tel que pour i ,  j < N 

(53) ]L i jH(s u t x z y ) l  ~ c Z IL~jn(s u x z) I ILi_z,o@(U t zy)  I 
O<~<i t 

Puisque (n * ~)+ = Is+t du I dz H, on a donc ~m 
2 

t 
IL i j [ (q  * @)+]I ~ Is+t2 du IR mdz IL i j  H I _< c O<£<iS (IL£j nl ILi_z,O@])+ 

pour i ,  j < N et tout ( s t x y ) .  Mais (40) (50) fournissent un noyau polynOme R 

tel que C < i < N, j < N 

Ik~j ql ~ IRI £_( l+ j ) ,  2 et Iki_£,O ~I ~ IRIFqk 

d'oO grace a (27) un noyau polynOme P tel que 

IL i j [ (q  * @)+]I ~ [PI ?q+1-j,k+l 

ce qui s ' 6c r i t  

pour i ,  j < N 

(54) sing(n . @)+ = (q+l, k+l).  

Rappelons que pour tout noyau on a 

r~(s u x z) - ~ (s , v , x , x  + z).  

Associons a x, ~ les noyaux 9x, 91x J suivants 

(55) I ~x (U tzy )  - ~ (u , t , x+z , y )  

! 9ixJlUtZyl    lu,t,x+z,yl 
Le changement de variable z -~ z+x dans (14) donne les identit@s 

(56) I [~ o @]u ( s t x y ) -  [T~OCx] u ( s t x y )  S < U < t 

{ (9 * @)_ ( s t x y )  - (9 * @x )_ ( s t x y )  

De (55) (56) on t i re  (formule de Leibnitz) l ' i n~ga l i t~  vraie en tout  point  (s t xy) 
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pour 

(57) 

i , j < N  

L i j [ ( n  . @) ] < c . ~ ( Tnl  *I@~2321) 
- _ { i  i+] 2=1 ,31+J2=j} I L i l J l  

avec 

R > O  

c 

te l  que 

constante un iverse l le .  Par (49) (55) (50) on obt ient  un noyau polyn6me 

I L i l J l T q  I ~ T(R F_ I , I )  

]@~2J21 ~ [R ?q_j2,k] x 

d'oO par (56), en tout point ( s t x y )  

( I k i l J z  T n l *  ~2J21)- _ _ < (I R F_1,11 * I R Fq_j2,k l )  _" 

Le second membre est ,  grace a (27) et  J2 ~ j major~ par IPI Fq+l_j,k+ 1 , avec 

noyau polynOme f i xe  quand j < N, 2 < k < N+9. Mais (57) donne alors 

I L i j [ ( n  * @)_]I ~ clPl Fq+l_j,k+ 1 pour i ,  j ~ N 

c ' es t - a -d i r e  sing(n • @)_ = (q+l ,  k+ l ) .  D'apr~s (54) on vo i t  donc que 

sing(n • @) = (q+l ,  k+l) d~s que sing(@) = (q,k) avec q ~ - l ,  2 < k < N+9. 

A .2 .13  Les d ~ r i v ~ e s  de ~ * r  n = Z n : La re la t i on  (40) f ou rn i t  

te l  que 

(58) Inl < c F_I,2 . 

D6finissons par r~currence des constantes v r v ~ r i f i a n t  

(59) v 1=1 ; Vr+ 1 = U_l,r_2 v r o~ les Ujk 

(Co)r 
= ~ , avec c O = Gama (~). d'oQ imm~diatement v r (~_2)! 

par r~currence une constante c t e l l e  que 

c constant 

sont donn~s par (17) 

Alors (21) (58) fournissent  

(60) In* r l  ~ c r v r Fr_2, 2 pour tout r ~ 1. 

D'apr~s (25) (40) i l  ex is te  un noyau polyn6me R(X) > I te l  que 

l~Is n I<R(X)  F_I,3 pour 0 < i < N .  Par (25) on trouve un noyau polyn6me 

tel  que 

P(Y) > i 
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(61) R(X) Fjk <__ Fj,k+ I P(Y) pour tout j677 et 0 < k < N+9. 

En p a r t i c u l i e r  on aura 

(62) l ~ n l  <__R(X) F_1,3_< F_1,4 P(Y) pour O < i < N .  

Prouvons par r~currence sur ( i , r )  l ' ex is tence  d'une constante ×_> I t e l l e  que 

pour 0 < i <N et t o u t  r > i on a i t  

(63) ] ~ ! ( n . r ) l  <_ xr  Vr Fr_2,i+4 p (y ) i  . 

Pour 0 < i < N et r = i ceci r#su l te  de (62) (20) prouvu que X so i t  assez 

grand. Pour i=O et r > i .  Ceci r6su l te  de (60) (20) pourvu que X so i t  assez 

grand. Supposons (63) vra ie  pour i+r  < L et donnons nous i > i ,  r > 2 avec 

i+r = ~+i. Notons que les constantes c O c I c 2 c 3 ci-dessous ne ddpendent pas de r. 

La formule de Le ibn i tz  donne pour 0 < i < N, r > I 

(64) l ~ ; ( ~ * r ) l  < co E l ~ n l ,  l ~ ( ~ * ( r - 1 ) ) l .  
-- j+k=i 

De (62) (63) on t i r e  pour k < i - i ,  j < N, r > i 

• r-1 Isaeql la~(n*(~l)) I < ×  Vr_ 1 [R(X)F_Z, 3] * [Fr_J,k+4P(Y)k]. 

D'apr~s (26) (21) la derni~re convolut ion [ . . . ]  • [ . . . ]  ci-dessus est major6e 

par Cl U_l,r_3R(X ) Fr_2,k+4 p(y)k ; a f o r t i o r i  d'apr~s (61), e l l e  est major~e 

par Cl U_l,r_ 3 Fr_2,k+5 p(y)k+ l .  La d 6 f i n i t i o n  (59) des v 3, la re la t i on  k < i - l ,  

et (20) entra~nent donc 

• ~ k  * ( r - l ) ,  
(65) l ~ n [  * ~ ( n  )I ~ c o c I c 2 

Le dern ier  terme (k = i )  de (64) vaut 

r-1 p(y) i  
× v r Fr-2, i+4 

1~1 * ] ~ ( ~ r - 1 ) ) l  et se majore 

de fagon ident ique, grace A (58) (63), sans in tervent ion  de R(X) ni de (61), par 

c3 × r - 1 V r  Fr_2,i+4 p ( y ) i .  GrAce A (64) (65) on conclut A la v a l i d i t 6  de (63) 

pour i+r  = ~+i, donc f inalement pour tout  i ,  r te l s  que 0 < i < N, r > I .  

Comme la s6r ie  num~rique Z v r X r converge d'apr~s (59), la majoration (63) et 
r> l  

(20) donnent 

% l ~ ( n * r ) [  £ c  C-Z,i+4 p (y l i  pour O < i < N .  
r> l  
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Par consequent on a cons t ru i t  un polyn6me f i x e  P(Y) > 1 te l  que 

I ~ , r  C ~ ~ i le noyau q = S q est e n c  et v ~ r i f i e  18 ~ l ~ c  F_I, i+4P(Y) 
(66) r~Z 

pour 0 < i < N. 

Notons aussi que la s~rie Z n ~r est d~r ivable terme ~ terme. 

A.2.14. Les d6riv6es de la densit6 : preuve du th. A.2.2 : On a vu 

en A.2.11 que 

(67) sing(~) : (0 , I )  et  s ing(q) : ( -1 ,2 ) .  

Le th~or~me A.2.12 entra~ne alors par r~currence sur r 

(68) sing(q ~r) = ( r -2 , r+1)  pour I < r < N+9 

et donc, en appliquant encore le th6or~me A.2.12 

(69) sing(? ~(n~r)) = ( r ,  r+2) pour O<r<N+8.  

Par d~ f i n i t i on  des s ingu la r i t~s  (c f .  (50)) on a donc 

(70) 

avec 

I L i j (Y  * ( q * r ) ) l  ~ IRI Fr_ j , r+  2 pour 0 < r < j < N, i ~ N ,  

R noyau polyn6me f i x e .  Par (20) on en conclut que 

(71) ILia( Z y ~ ( q ~ r ) ) l ~  cIRIF_j,N+2 pour i , j ~ N .  
O<r<j 

D'autre part  le noyau K = ¥ ~(q*J)  v ~ r i f i e ,  par (70) 

(72) IL i j  K I <__ IRI FO,j+ 2 pour i , j  < N. 

Par la formule de Le ibn i tz ,  K et  q = Z n * r  v ~ r i f i e n t  
r>Z 

(73) I k i j (K  • ~)[ < c Z K I ~ k O<q<i Ikqj i i - q , o n l  

Mais (66) (72) fourn issent  des noyaux polyn6mes R, P 

ILqjKI • ILi_q, 0 ~I<_I R FO,J+21 • IP F_1,i+41 

d'o~ par (73) (27) (20) un noyau polynSme R I te l  que 

(74) I L i j (  K ~ ~)I  _< IRI I r1,N+ 5 pour i ,  j <__ N, 

La formule e x p l i c i t e  (12) donne la  densit~ 

pour i ,  j < N .  

te l  s que 

pour q < i  <N, j < N 

C p = S y~(n * r )  = Z ~ ( n  ~r) + K • q 
r>O O<r<j 
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d'oO par (74) (71) (20) (25) un noyau polyn6me f ixe R 2 tel que 

E 
(75) ILijP I Z IR21 r-j,N+5 pour i ,  j zN 

et bien s~r 0 < c < 1. D'apr~s (25) le second membre de (75) est major~ par 

c(1 + IYI n) r_j,N+6 ce qui d~montre enfin le th6or#me A.2.2, grace ~ la d ~ f i n i t i o n  

(19) des r j k .  

A.2.15. Minoration de la densit6 : Preuve du th. A.2.3 : D'apr~s 

I (76) 
G~ 2 - _ 

tandis que, d'apr~s (60) (20) et  

(77) 

< y < c G 1 = c too 

g v c r < ~ , le noyau 
r>1 r 

I~l <_ c r_1,2 

* r  n = ~ n v ~ r i f i e  
r> l  

d'oO par (21) 

(78) 

L'expression (12) de pC donne 

l 'encadrement, va lab le  pour tout  

IY * ~I < c ?1,2-< ClTG 
Pl 

pC y + 7 • q , d'oO par (76) (78) (20) (19) 

E [0 1] , 

(79) ~ G - c T G  < p < c G . 
c v 2 ~ i -  - Vl  

L 'op~rateur  A E's d~f in i  en (7) v ~ r i f i e  
X 

A c~S" £'S (80) (~s + x )p ~ t x y ) ~ O .  

it -1 Classiquement la d ~ f i n i t i o n  ~st = [ a (u)du]  donne 
S 

~slog det ~st = t race [a(s )  ~st ] , ce qui apr~s 

montre que, en un po in t  ( s t x y )  a r b i t r a i r e ,  

un calcul  banal u t i l i s a n t  (5) (7) 

[(~s + Ac'S)Gp ] vaut 
X p 

(81) ~(x-y) p *mst[~As(C,x)-a(s)]mst(X-y)+~tr[(a(s)-PAs(c,x))ast] -PBs(c,X)ast(X-y)* . 

P2 
Mais on a P2As - a(s) ~ ( ~  - 1)a(s) d'apr~s (4) et P2 > v2 f ix~, tandis que 

est born~ et ast ~ ~ " D'oO des constantes c 1, c > 0 tel les que, lorsque 

= P2' (81) soit minor~e par c l ( t -s ) -2 [ Ix -y l2  - c(t-s)(1 + Ix-y l ) ]  pour tout 

s t x y .  Comme (t-s) < i le crochet ci-dessus est sQrement posi t i f  d~s que 

Ix-yl 2~  c2(t-s ) avec c 2 assez grand. A f o r t i o r i  on a doric au vu de (22) une 

(29) (31) (36) on a c constant te l  que 
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constante 

(82) 

Pour ~ t y 

m(s,x) par 

(83) 

K o t e l l e  que 

(~s + A t ' s )  G v 2 ( s t x y ) >  0 pourvu que ~ 2 x - <~st(X-y ) ~K o pour tout c s t x y .  

Soient K~  K o, × > 0, ~>0 t r o i s  constantes que nous pr~ciserons plus bas. 

donn6s on d ~ f i n i t  deux ensembles U(K,T), 0(K,T) et une fonct ion 

I U(K,T) = {(S,X) E[01] 

0(K,~) = {(s,x) E [0 i] 

1 2 x R m I t-T !s<t ; ~ ast(X-y ) > K} 

x ~m I t_T !s<t ; ~ mst(X-y) 2 ! K} 

(84) ~(s ,x)  = pC (s t x y ) -  X G 
P2 

De (80) (82) (83) (84) on d#duit 

(s t xy )  , 

(85) (~s + AxC'S) m(S,X) _< 0 pour (s ,x)  EU(K,T) et  K_> Ko 

D'autre part  (5) (79) donnent 

(86) 
I l im ~(s ,x)  = 0 uniform~ment tant que Ix -y l  

s+t 
l im ~o(s,x) = 0 uniform#ment pour s E [ 0 t [  . 
x-~oo 

Montrons que pour ~, X assez pe t i t s ,  on a 

minor~ par un nombre> O, 

(87) 

En e f f e t ,  la minoration (79) de p 

(88)  m > ] G 
- -  c v 2 

Posons v = ~ ast(X-y) 2 ; lorsque 

par m 
-~ -v2v -~1 v 

(89) c l ( t - s  ) (e - c 2 ~ e 

avec c I ,  c 2 > 0 constants. Imposons maintenant 

_~2v -p l v  
facteur ( . . . )  de (89) par ( e - c 2 T e ), 

sur 

(90) 

m(s,x)LO sur 0(K,~). 

donne pour tout  c s t x y  

c ( t - s )  - X G 
G~I P2 

( t - s )  ~ ~ le second membre de (88) est minor~ 

-~2 v 
- c 2 X e ) 

1 × < ~ pour minorer le dernier  

expression certainement pos i t i ve  

U(K,~) pourvu que 2c2 % e (~2-~1)K !  I .  Finalement on vo i t  que la r e l a t i o n  

I e-(V2-Pl )K 1 
o < e t  × = 

garantit la validit~ de (87). 

Fixons provisoirement un compact U de ~m 
o 

l 'encadrement (4) de A, et le th.  7.5, i l  ex is te  

et e dans [01].  D'apr#s 

TI(C ) > 0, XI(C ) > 0 te Is  que 
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-~ d 2 (x,y) 
(91) pC(s txy )  _> Xl(C)( t -s ) 2 exp(- s,c2(t_s) ) 

pour tout yEU o, 0 ~  s < t ~ 1, ly-xl Z TI(C), I t -s l  ~ ~i (c)" Ici ds,c(x,y ) 

est la distance sur ~m associ~e ~ la m~trique riemannienne x ~ [As(c ,x ) ] - l .  

L'encadrement (4) de A s donne d~,c(x'Y) ~ ~2 a(s) - l " (x -y)2"  Fixons v 3 tel 

que v 2 

d'o0 

< ~3 < ~2" II existe clairement ~2 > 0 constant tel que 

I v_2 - i  pour v 2 t a(u)du = v3 ~st t - s~2  ( t -s )a(s)z  ~ s 

d~c(x ,y )  
t -s ~ v3 ~st (x-y)2 pour 0 Z t - s z ~ 2 ,  0 z s < t ~ l ,  0<c< 1 

et (91) devient avec c > 0 constant 

(92) pE(stxy)_> c ×l(C) Gv3(s txy)  

pour y6U o, 0 ~ s < t Z I ,  ly-xl Z ~1(c), I t -s l  ~_~3(c). 

fourni t  d'apr~s (5) (90) une constante c 3 > 0 te l le  que 

(93) cXl(C) G~3 
X G ~ c3 XI(~) 

v 2 

et le second membre de (93) est sOrement 

choCsCsse Kl(C ) tel que 

exp(~2 - v3)v 

> 1 sur {v < Kl(C )} 

Un calcul ~l~mentaire 

pourvu que l 'on 

(94) c3 Xl(C) exp[(u 2 - v 3) Kl(C)] Z 1 ; KI(E) Z Ko • 

D~finissons maintenant 

[ 1 e-(V2-~l)Kl(C) ] 
(95) ~4(~) = ~3(~)^ T~ 2 

de sorte que (K1,%4) v~r i f ient  (90) ; par (92) (93) (94) 

Y(Uo, 0 ~ s < t ~ 1, 

(96) 

on voi t  que pour 

~(s,x) Z 0 sur U(KI(C ), ~4(c))n { Ix-y l  ~ ~1(c)} 

et (95) garant i t ,  via {(90) => (87)} , que 
A 

(97) ~(s,x) Z 0 sur U(Kl(C),~4(c)). 

Pour c t y  provisoirement f ix6s,  les relations (96) (97) (86) (85) permettent 

d'appliquer le principe du maximum ~ la fonction ~ sur l 'ouvert  W cC [01] x ~m, 

avec W c = U(KI(C), T4(c)) n {Ix-Yl > TI(E )} . En effet ~ est continue sur W c 
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et posit ive sur la f ront i~re parabolique de W e (cf .  [9 ] ) .  On en d~duit que 

~(s,x)  > 0 pour (s,x)  EWe ; au vu de (96) (97) on vo i t  donc que 

(98) ~ ( s x )  ~ 0 pour { t - T 4 ( e ) < s < t ,  xE~m} 

et ceci pourvu que 0 < e < 1, 0 ~ s < t ~ 1, yEU o . 

1 e -(w2-pl)K° est une vraie constante ind~pendante de Le nombre T O = 

s t x y  ; le couple (Ko,To) v~r i f ie  (90) donc aussi (87) ; par construction de 

T4(e ) on peut toujours garant i r  0 < T4(E ) < T O . Consid~rons l 'ouver t  

W = { ( s , x ) ] t - ~  o < s < t ,  ~ ~st(X-y) 2 > K o} 

qui est inclus dans U(Ko,To) par construction. 

sur W. De plus ~ est continue sur W U([01] 

t i~re parabolique de W, grace ~ (98) (87) (86). 

donc la pos i t i v i t ~  de ~ ~ tout 

On a donc (a s +A~ 's) m(sx )~0 

x {~}) ,  et posi t ive sur la fron- 

Le principe du maximum propage 

W ; conjointement avec (98) (87) ceci entraine 

ko(sx) >__0 pour t-To_<S<t, xE~R m 

et finalement, le compact U O contenant y ayant disparu du r~sultat ~ ce stade, 

on a 

(99) p e ( s t x y ) ~  × G ( s t x y )  
~2 

pour 0 < e < I ,  t - T o ~ S < t ,  0 ~ s < t ~ l ,  x, yE~m avec 

t ives.  

×, T O constantes posi- 

La re lat ion de Chapman Kolmogorov propage t r iv ia lement  (99) par i t e ra t i on ,  

d'o0 pour tout k > 1 ent ier ,  

p e ( s t x y )  X k ( s t x y )  
Gp2 

pour 0 < e < I ,  t-kT o ~ s < t ,  0 ~ s < t ~ l ,  x, yE ~m oe qui aoh~ve la preuve 

du th~or~me A.2.3 en choisissant k = k ° avec ko~ o > 1. 

A.2.16. Calcul explicite des d6riv6es de pC(0100) en E = 0 : 

Ce calcul est u t i l e  pour avoir le d~veloppement de Taylor en 0 de pE(0100) qui 

in terv ient ,  dans le corps de l ' a r t i c l e ,  lors du calcul du d~veloppement asymptotique 

de ~(0,c2,~,q). Plaqons nous dans le cadre du § 10 00 
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(100) S t (e ' x )  = ° (E2 t '  f t  + e x )  et  Bt (E 'x )  =eb (E2 t '  f t  + e x )  

avec a, b C °o ~R m sur [01 ]  x , apr~s mod i f i ca t ion  standard (c f .  § 6.1) de { ,  b. 

C °° , , I c i  f t  est  une fonc t ion  de t f ix~e ~ valeurs dans IR m 

Notons n E le noyau n d~ f in i  par (11), pour rendre e x p l i c i t e  la d6pendance 

en E . D ' ~ r ~ s  ( i i )  e t  ( I00) q o e s t  i d e n t i q u e m e n t  n u l .  D'autre part  les ca lcu ls  

de A.2.15 montrent que pour tou t  e E [ 0 1 ]  

~i[ S ~,(n*r)] = ~ ai[y*(n*r)]  
r> l  r> l  

et que ~ ( y , ( * r ) )  se ca lcu le  comme si # t a i t  un produi t  non y , ( q , r )  commutatif 

"o rd ina i re "  de ( r+ l )  fonct ions de ~ . Mame r~su l t a t  pour ~ ( q * r ) .  

En p a r t i c u l i e r  on a donc en ~ = 0 

~ [ y , ( n * r ) ]  - 0 pour i < r.-  I 

et par su i t e ,  en ~ = 0 

~i pC = a~[ Z y * ( q * r ) ] .  
0<r<i 

• 

Le calcul des Pi =[~Ic PC(OlO0)] se ram~ne ~ celui des (~ Y)c=O et 
c=O k (~ n)~=O pour 0 < k < i suivi d'un nombre f in i  de convolutions de tels noyaux. 

D'apr~s les d~finitions A.2.7 de y et q on a, grace ~ (100), par un calcul 

~l~mentaire, en  ~ = 0 

(101) 

ou Ri s t et 

coe f f i c i en t s  fonct ions continues born6es de 

Yo(S t x y )  = p ° ( s t x y )  = noyau gaussien 

qo z 0 

( ~ y ) e = 0 ( s t x y )  = R i s t  ( x '  y '  y - x  ) p O ( s t x y )  

( ~ q ) e = 0 ( s t x y )  = Pi s t  ( x '  y '  V-x ) p O ( s t x y )  

Pi s t  sont pour chaque i ~ i des polynOmes sur 
(IRm) 3 , 

s, t avec 0 < s < t < 1. 
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