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0. Introduction.

Sur [01} x U, avec U ouvert de Rr" , considérons 1a solution fondamentale

positive minimale p(stxy) de 1'opérateur parabolique

(1) L. =29_+

S

T a,.(ssx) 5,9, + T b.(s,x)d
l<i,jem 1 X: X X;

i7) l<i<m i
qui vérifie donc Lsx p(stxy) =0 ; on suppose a = (aij) et b= (bi) de classe
®  avee a(s,x) définie positive pour tout s, x. L'étude de p(stxy) quand
(t-s) = 0 est 1iée d'une part aux métriques riemanniennes ds(x,y) définies

par les champs x = a(s,x)"l, et d'autre part aux développements asymptotiques

du type W.X.B.

L'approche probabiliste du probléme introduit la diffusion non homogéne (xt)

sur U donnée par
(2) dxt=o(t,xt) dwt + b(t,xt)dt
avec oo™ = a, dont la densité de transition est p{stxy).

Dans le cas homogéne en temps (00 les coefficients ab,0 ne dépendent pas du
temps), on a p(stxy)zw(t-s,x,y) et dS(x,y) = d(x,y) ; dans ce cas, 1'approche
probabiliste a permis d'abord 1'étude de Tim (t-s) log m{t-s,x,y) par

(t-s5)-0
Varadhan [19], puis Te calcul de 1'équivalent
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m

5 2
(3) TT(t‘S,X,y) L ao(x,y)(t—s) 2 exp(_ 91_(&}'_1)
2(t-s)

par Molchanov [16], précisé techniquement dans le Séminaire Paris 7 [17]1. Quelques
extensions de (3) @ des situations hypoelliptiques trés particuliéres ont été don-
nées par Gaveau [101 f111 pour des diffusions invariantes & gauche sur des groupes
nilpotents et par Chaleyat-Morel-Elie [17] pour des diffusions gaussiennes.

Le calcul de développements asymptotiques du type

2
(4) T{t,X,y) = t 2 exp(- q—%%lxl) (uo—+t agpte.. +tN aN-+Reste)

a eté abordé par Kifer et Kanai ; dans [13] un calcul non probabiliste efficace
mais plutdt formel de Kanai fournit le développement (4) et les équations aux
dérivées partielles en cascade vérifiées par les uj(x,y), sans donner d'estimation
du reste ; dans [14] Kifer traite essentiellement des situations ol a_l, a, b

et toutes leurs dérivées d'ordre N sont uniformément bornés sur U ; le calcul
des coefficients oy est trés explicite, par contre un bon nombre d'estimations
techniques cruciales sont données sans aucun détail de calcul ; 1'utilisation de
développements de Taylor stochastiques qui est 1'un des aspects essentiels de notre
méthode est d'ailleurs évitée explicitement par Kifer comme présentant "de réelles
difficultés techniques".

Last but not least, un travail massif et tout récent de Bismut [8], preprint
non disponible au moment ou nous rédigions ce travail, semble faire avancer large-
ment la question et donne des calculs intrinséques élégants.

Dans cet article, nous traitons complétement le cas de coefficients a,b
non homogénes en temps, et localement elliptiques, & 1'aide d'une technique qui
s'est montrée efficace pour trois autres problémes asymptotiques délicats du type

W.K.B. (cf. Azencott [2] [4], Azencott-Doss [6]). Nous calculons ainsi le dévelop-

pement 2
3 ds(xy) N fisd
(5) p(stxy)= (t-s) exp(—m ) [oc0+(t-s)a1+...+(t-s) onN+O(t-s 1.

La valeur en (s xy) de chaque coefficient a;  ne dépend que d'un nombre fini

de dérivées de a,b calculées aux points (s,z) od z décrit la géodésique mini-
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misante joignant x & y pour la métrique ds'

Nous obtenons des formules probabilistes du type

- EredZ%) -
a; = Ele P21(J3"'J21+2)] pour i>1

et a = E[eQ(ZO)] avec les notations suivantes :
Q est somme d'une forme quadratique déterministe en (Zo,dZO) et d'une forme
affine deterministe en 2°.
7° est la trajectoire sur [01] du pont gaussien d'un processus gaussien
explicite.
les variables aléatoires numériques Jj s'obtiennent en résolvant un systéme
en cascade d'équations d'Ito, ce qui se raméne a un nombre fini d'intégrations
browniennes successives.
les PZi sont des polyndmes universels 3 coefficients entiers.

N+1 et des coefficients

Enfin nous donnons des estimations du reste O0(t-s)
|ai], qui sont robustes en o, b, c'est-a-dire contrélables (cf. § 2 ) pour des
familles raisonnables de coefficients o, b. L'ensemble de ces résultats ainsi
que ceux de [2] [4] ont été annoncés & Oberwolfach [3], et plus sommairement au
séminaire de Strasbourg-Grenoble 81.

Notre méthode a deux avantages : elles n'utilise aucun des résultats antérieurs
[19] [16] [14], donc traite le probléme “from scratch” ; elle manipule une techni-
que simple et intuitive, qui procure trés vite les résultats formels exacts, et nous
semble désormais & spectre large d'application (cf. [2] [4] [6]1). I1 s'agit de

la méthode de Laplace sur l'espace R x € , oi € est 1'espace des chemins conti-

rus sur [017 & valeurs R", appliquée & des intégrales du type

FeaZio 3 ) .
J GXp[—ZJ dP quand €¢€R tendvers 0 . Ici F: Rx€ = R est
9] €

une fonctionnelle, (2,P) un espace de probabilite, Zt’ 0<t<1 une diffusion &
valeurs dans R" , batie sur (Q,P), paramétrée par e, et Z?O 1 s@ trajectoire
giobale.

La méthode de Laplace est systématiquement combinée avec la formule de Girsanov

Cameron-Martin qui permet de se restreindre aux trajectoires de 1 voisines de
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WEE, ou © s'obtient en minimisant une fonctionnelle d'action X 1iée au
comportement asymptotique d'un systéme dynamique faiblement perturbé (cf. Varadhan
{19] Ventsell-Freidlin [20] Azencott [1] [2]).

Le troisiéme ingrédient est Te développement en puissances de e , a coefficients
semi martingales, et le contrdle précis du reste pour les diffusions paramétrées
par ¢ : il s'agit de la formule de Taylor stochastique {cf. Malliavin [15] Bismut
[7] Azencott {2]) et des systémes d'Ito en cascade qui Tui sont 1iés (cf. Azencott
[21).

La mise en oeuvre rigoureuse de ce programme, ainsi que les estimations détail-
lées des restes, demandent par contre des calculs longs et méticuleux. En effet yAS
se trouve étre Ze pont d'une diffusion X® démarrant en O au temps t=0, c'est-
a-dire X® conditionné par Xi = 0. Les coefficients de 1'équation d'Ito de X
c®

sont des fonctions et bornées de (t,e,x), mais ceux de * impliquent

€ est la densité de X ; or ¢ est une fonction

¢t(e,x) = ax log pE(tl x0) ol p
a priori désagréablement singuiiére quand t - 1 et x = 0, sans parler de la
présence du paramétre ¢.

Du point de vue technique 1’os du probléme est 1'estimation efficace des
a; Bi log pe(t 1x0) quand t = 1 et x -> 0, puis, ce qui ne manque pas de
charme non plus, celle des moments du type E|8; ai log pa(t IZEO)|Q.

C'est pourquoi nous consacrons une partie non négligeable de ce travail a
1'étude quantitative systématique des ponts de diffusions non homogénes (cf. § 5),
ainsi qu'ad d'indigestes calculs utilisant la paramétriz (cf. § A.2) pour contrdler
les a; Bi log p (stxy) et les ai ai p {stxy), de fagon robuste par rapport
aux coefficients de X%,

Un autre noeud de difficultés est débrouillé aux § 7, 8, le contrdle des mo-
ments des restes de Taylor stochastiques du développement de Z%. Nous avons di
pour cela perfectionner et préciser au § A.1, th. A.1.8, 1'dcriture formelle des
systemes d'Ito en cascade vérifiés par la suite des restes de Taylor stochastiques

(cf. [2]).

L'ensemble de méthodes rassemblées ici nous a permis, avec quelques aménagements
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inévitables, d'aborder sérieusement le cas ol la diffusion initiale est seulement
a coefficients hypoelliptiques (cf. [5]) (condition de Hormander forte) malgré

quelques problémes techniques encore en suspens.

PLAN COMMENTE

1. Densité en temps petit : le modéie et les résultats qualitatifs essentiels.

2. Robustesse : Stabilité des "constantes” pour des familles de coefficients

o,b 3@ rigidité et distorsion bornées.

3. Temps petit et systémes dynamiques perturbés : passage de la diffusion

initiale (xt) au systéme perturbé  x° = x 5 avec s fixe et e = 0 ;
) s+et
fonctionnelle d'action A du systéme x°.
4, Partie évanescente de la densité : la densité #5(01 gn) de x* est

scindée en 7% = [7°1 + (#5- [v5]1) o0 [v%] est la partie principale de ©° quand
2

€ €
e =0 et W—&Eﬂ—l tend vers 0 & vitesse exp(- %).
s €

5. Le pont d'une diffusion : @étude systématique des familles de diffusions X

conditionnées par X0 = X1 = 0.

6. Partie principale de la densité : on introduit la diffusion X* Jiee

simplement & x® et & la géodésique f Jjoignant & & n ; quand ¢ = 0, X6 - x°

gaussien ; on exprime [n°] & partir du pont Z% de X® sous 1a forme
J.(e,2%) N
[7%] = E H(eZ®) exp(- ———) avec H¥1 et th(e,ZE) = a(e,2%)dz%+8(e,Z5)dt,
€

o0 o, B sont des fonctions explicites simples des coefficients o, b.

7. Le premier terme de la partie principale : on montre que
d2 X,
2

£

€

(1] v e ™ p®(0100) exp(- } ¢(e,E,n) ol p% est Ta densité de X%, avec ¢

et (% bornés quand ¢ — 0.
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8. Développement de Taylor stochastique : écriture du systéme d'Ito en
cascade vérifié par z.(t) = (3128) et m (t)= (31J (e,ZE)) ; estimation
1 et =0 1 et e=0

des moments de Zi(t) et mi(t) quand t = 1.

9. Moments des restes de Taylor stochastiques :estimation des moments

de ﬁxjﬂ(e,t), ij+1(a,t) dafinis par

€ _ j i+l :
PASES z, + €24 +...+ € zj + € zJ.+1

€y o 3 i+l -
Jt(e,Z ) m, tEM +...t € mj + e LR
10. Développement asymptotique de la densité :avec J. =m.(1), on

J J
P 2 2 N+3 4 - :
ecrit Jl(s,Zg) = Jo + e J2 +...4 €N+ € JN+3 et on deve?qppe rigou-

J +

N+2
reusement [7°] & 1'aide des formules

l(g,zg) J

r\)IO

z -J
e © ] =e© E[e 21 -cdy+o €K P (Jge-Jpsp) +...)}

Py tEPy *eoot ekpk +... ol les Pk sont des polyndmes universels
et les Py des nombres calculables explicitement ; d'ol

m

2
[r1~ e exp(- d—é—g—é—m] [“o + ey +...] [pO +epy +o..]
£

-J
2
avec My = Ele Pj(J3...Jj+2)] ; on montre que Mg+l et p2j+1 sont nuls,

d'ot finalement

2
7= [e" exp(- d_é%ﬂ'l)] (ao+ezal+e4cxz +.0.).
€

APPENDICE.

A.1. Calcul formel des restes de Taylor : identités polynomiales pour formes

multilindaires et systéme en cascade pour les restes de Taylor stochastiques des

équations d'Ito paramétrées.

A.2. Diffusions paramétrées : méthode de la paramétrix et estimations de

a; ai Tog p&(stxy), 3;&% p (stxy), pour la densité p®

de diffusions uniformé-

ment elliptiques 1iées au paramétre ¢ ; calcul explicite des (a; pE)€=0.
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1. DENSITE DES DIFFUSIONS ELLIPTIQUES EN TEMPS PETIT :
RESULTATS CENTRAUX.

1.1. La diffusion initiale : Sur 1'ouvert U de R"™ considérons la diffu-
sion X 0<t<1, non homogéne dans le temps, solution de 1'équation stochastique
d'Ito

(1) dx; = c(t,xt}dwt + b(t,xt}dt

Le brownien w est k-dimensionnel ; les champs b({t,x) o(t,x) sont supposés
de classe C® sur [01] x U. La diffusion X; est supposée localement elliptique,

c'est-a-dire que les matrices

*
(2) a(t,x) = o(t,x) o (t,x)
sont inversibles pour tout t,xe€[0,1] x U.

Appelons w(stxy) la densité de transition de (Xt)' Le résultat essentiel
de cet article est le théoréme suivant.

1.2. Théoréme : Soit (Xt) une diffusion sur 1'ouvert U de R", a coefficients

¢®, Tocalement elliptique, comme en 1.1. Appelons dS la distance riemannienne

associée a la métrique a(s,x)_1. Alors pour tout N>O pour tout compact U, de U

il existe T > 0 tel que pour
(3) £,n € Uy, 0<s<t<t, [en] < 1o t-s <o

Ta densité m de la diffusion (x;) admette le développement suivant

d_(g,n)?

(4) w(stgn) = (t-s)_ 2>[exp - _%Tf:§7~] [ao +ag(t-s) +...+ aN(t—s)N + 0(t—s)N+1]

Les coefficients Ggse--50y sont des fonctions de (s &n), explicitées plus
bas, qui ne dépendent que de la ds-géodésique f Jjoignant & a n , et des valeurs

des dérivées 313) de o,b, 0<i+j<N+2 calculées en (0,f,) avec OKu<t.

£
Enfin i1 existe une constante C telle gue sous 1'hypothese (3}, on ait les

bornes uniformes
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N
(5) I ool <c et l0(t-)" 1] < c(-s)N!

i=0
ce qui permet d'intégrer en n le développement (4) , sur les compacts bien
entendu.

Preuve : Elle occupe essentiellement tout le reste de 1'article. En raffinant Tes
méthodes utilisées ici mais sans en changer 1'esprit on peut obtenir Te théoréme sui-

vant qui traite le cas o &,n sont "éloignés".

1.3. Théoréme : (points éloignds) : Les hypotheses sont les mémes qu'en 1.2.

Considérons s€[01[ et &,ngU non conjugués pour dg tels que
(6) dg(£,n) < dg(£,8U) + d(n,dU)
(7) 11 existe une unique géodésique minimisante (pour ds) allant de & a n.

Alors sous les hypothzses (6) (7), la densité w(st&n) admet le développement

asymptotique (4) valable quand (t-s)-+0 .

Preuve : Les compléments nécessaires aux ingrédients présentés dans cet article seront

publiés dans [51 .

1.4. Robustesse : Les constantes T et ¢ qui contrdlent Te développement asymp-
totique 1.2 restent stables lorsque les coefficients o,b varient de fagcon adéquate.
Cette propriété de robustesse est précisée par le théoréme 2.4 aprés quelques défini-

tions.

1.5. Calcul : Les expressions explicites (probabilistes) obtenues ci-dessous pour

les coefficients o sont du type

- Q
(xj = E(e Pj)

ol Q est une fonctionnelle quadratique explicite d'un pont gaussien, et les Pj des

polyndmes (universels) en un nombre fini de semi-martingales browniennes obtenues par

résolution (explicite) d'un systéme d'équations d'Ito en cascade.
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2. ROBUSTESSE

2.1. Translations dans le temps :Soit (x¢) Ta diffusion sur UeR™ intro-

duite en 1.1, et soit = sa densité de transition. Pour étudier quand t-+0 le
comportement de m(v,v+t,&,n) ol ve[01] et &,n€ U, remplacons les coefficients

o,b par Oys bV avec

(1 ov(t,x) = o(v+t,x) et bv(t,x) = b{v+t,x)

Ceci raméne a étudier la nouvelle densité wv(Ot £n) associée a ov,bv. Pour
avoir des résultats stables quand ve[01] i1 nous faudra donc étudier d'emblée
m(0t&n) mais pour une famille de diffusions. Pour éviter des sur-paramétrages
encombrants, et obtenir des résultats plus généraux introduisons une terminologie

adéquate.

2.2, Rigidité et distorsion : Soient o,b des coefficients comme en 1.1. Soit

A 1'ensemble des compacts de [01] x U. Pour tout K€ , ne N posons, avee
*

a = oo

_ - -
@) riglonl =t ysall o + U1 apadbll o
(3) dislolK)= el o + 11 i

On définit ainsi sur A deux fonctions que nous appellerons n-rigidité de
(0,b) et distorsion de (o,b) ; la rigidité de (o,b) sera la fonction
{n,K) ->r'ign(o,b|K). Nous dirvons que (o,b) est @ n-rigidité et distorsion bormées
lorsque rig (o,b[[01] x U) et dis(o|[01]xY) sont finis.Ces deux nombres sont

alors appelés n-rigidité globale et distorsion globale.

2.3. Robustesse : Nous introduirons sous peu une foule de "constantes" ¢ > 0
qui sont en fait des fonctionnelles numériques de o,b. Une telle constante c sera

dite robuste en (o,b) Torsqu'il existe n entier, K compact de [01] x U, et une
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fonction continue ¢ : R x R* +RY  tels que ¢ et 1/c soient majorées par
plr,d) avec r = rign(o,b|K), d = dis(o|K). 5¢ @ ne dépend que de la distorsion
(deuxiéme variable) alors ¢ sera dite ultra robuste en (ob) .

Quand (ob) sont a distorsion et n-rigidité bornées on peut remplacer le
compact K par [01] x U dans les deux derniéres définitions et définir ainsi les
constantes robustes globales et wultra-robustes globales ; notons que ces deux

propriétés n'impliquent pas la robustesse tout court.

2.4%. Théoreme : Avec les hypothéses et notations du théoréme 1.2, une fois fixé
le compact U0 de U qui doit contenir £, n, les constantes ¢ et 1 qui in-

terviennent dans le théoréme 1.2 sont robustes en ¢,b
Preuve : Elle est donnée au § 10.3.

2.5. Majorants usuels de la densité : Appelons noyau gaussien tout noyau du

type suivant, avec 0<s<t{1 et x,y€ R"

2
(4) G(stxy) = c(t-s)™? exp(-u l§%¥£_)

ou ¢>0 et u> 0. Classiquement on a (cf. appendice A.2.3 et [9])
(5) lemme :

pour toute diffusion X sur R"', a distorsion et 2-rigidité bornées, la densité
p de X est majorée par un noyau G du type (4) ou u (respE c) ne dépend que de

Ta distorsion globale (respE des distorsion et 2-rigidité globales) de X .

Localisons ce résultat.
(6) 1emne : Soit (xy) 0<t<t une diffusion sur ucmm)
localement elliptique, & coefficients o,b de classe 2 sur [01] x U ; alors pour
chaque compact K de U i1 existe un noyau gaussien G du type (4), avec ¢ ro-

buste et u wultra-robuste en (o,b), tel que la densité o du processus (Xt)

tué a la sortie de W vérifie nw < G pour tout ouvert WcK .

En effet, fixons un voisinage compact L de K dans U. Soient des coeffi-

LAV
cients o,b de classe 2 sur [01] x R" coincidant avec o,b sur [01] x K 5 il
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existe une évidente constante universelle c¢(L,U) telle que 1‘on puisse choisir
NN

o,b vérifiant

v
- dis(o][0,1] x R™) < 1+dis(o{[01] x L)
7

n

LAV}
rig,(o,b[[01] xR") < c(L,U) rig,(o,b|[01]xL)
av)
p oli p est la densité de Ta diffu-

W

Alors pour tout ouvert WcK ona 7
Y] [AVINAV) v
sion X de coefficients o,b ; 11 suffit d'appliquer (5) & X et de tenir compte

de (7) pour conclure.

2.6. Majorant usuel de la probabilité de sortie d'une boule : Soit (Xt)

une diffusion sur UcR" , a coefficients o,b continus sur [01] x U. Alors pour
tout compact K de U i1 existe une constante c¢ > 0 ne dépendant que de la

0-rigidité rigo(o,b|[01]xK) et vérifiant

exp(-c +—

(8) P, sup [x,-€ OR) < ¢ R

s<uct

pour tout 0<s<t<1, tout £€K, et tout R > 0 tel que la boule W de centre &

et rayon R soit dans K.

Ce résultat est classique (cf. [18]) sous des formes un peu moins précises.

Renvoyant a ([ 2] prop. A.2) pour les détails.
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3. TEMPS PETIT ET SYSTEME DYNAMIQUE PERTURBE

3.1. Changement de temps : Soit (x,) 1la diffusion initiale sur Uc]Rm, véri-

t
fiant 1.1. Pour étudier la densité w(0u&n) quand u—>0 on pose € = YU et on

introduit (cf. [ 1] [19]) Ta famille gi 0<t<1 de diffusions sur U définies par

(1 £ = X 0<t<t

tez
€

Alors &£° a méme loi globale que la diffusion non homogene xg  0<t<t solu-

tion sur U de

26, x)dw, + e2b(c,xE)dt

(2) dxi = eole t

En particulier si n(stxy) est la densité de x¥ ,ona:
(3) w(0,e2,6,m) = 7°(01¢&n)

Désormats nous étudierons w(0 1 £En) a l'aide de (2) .

3.2. Fonctionnelle d'action : Le systéme dynamique perturbé (2) a pour limite

quand e¢+0 Te systéme déterministe trivial dxg = 0. Les probabilités d'événe-
ments concernant la trajectoire globale x81 ont, pour €~0, un comportement contro-

1é au premier ordre par une fonetionnelle d'action (ou d'énergie)

Xt C£(01,U) + [0,+o0 ]

ol CE(Ot,U) est 1'espace des fonctions continues sur [0t] & valeurs dans U, valant

& au temps 0.

Rappelons (cf. [20]1 [ 1] [171) e calcul de x . Soit CIE(M’U) 1'espace des

f€C£(01,U) telles que f'el,[01] . Alors A(f) vaut +o st f;EC('E(OLU);

lorsque fECé(U?,U) on a, avee a = GG*

e -1
(4) Af) = ?J froa(0,f,)7 fL dt
0

Pour toute partie A de C€(01,U) on pose
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(5) A(A) = inf A(f)
feh

Alors pour une bonne classe d‘ensembles A (cf. [1 1 [41) la probabilité
A(A)
=71

€

P(x81€1A) est "de 1'ordre de" [exp -

. ., . TN py s -1
Appelons d la distance riémannienne sur U associde & la métrique a(0,x) .

Si an est 1'ensemble des ge:c£(01,u) tels que 9o = & 9y =n ona (cf. [V ] 17D
bien sir
(6) AF, ) = L ine [d®le,n), d4(E,00)]

gn ‘2’ 3 Ed s

et donc pour d(gn) < d{g,3V)

1 .2
7 Foo) o= ) = A(f
(7) A(gn) 7 d°(g,n) (f)
ol f est une géodésique minimisante joignant £ a n . On s'attend donc {cf. [16]
[17]1 [191) & ce que log n5(01&n) soit de 1'ordre de - —17 dz(g,n) et 3 ce que
2¢e
Tes trajectoires voisines de f fournissent "1'essentiel® de «5(01&n) quand
e~>0 .
3.3. Robustesse et systéme perturbé : Imposons la condition
(8) £,n€l, compact fizé de U.

2¢,x)

Notons o%(t,x) = eo(et,x 2t,x)

et b¥(t,x) = el b(e“t,x) les coefficients de

x® . 11 existe trivialement des constantes universelles C(n,K) telles
que pour tout n entier, tout compact K de [01] x U, tout 0<e<t Tla distorsion

et la rigidité de o%,b% soient contrélées par
rig,(o%,b%[K) < C(nK) rig,(a,b]K)

Les "constantes" c(e) 1iées 4 la seule rigidité de 6%,b% sont done

remplagables par des constantes ¢ <indépendantes de € et lides 4 la seule

rigidité de g,b .

En particulier 2.4 impiique pour chaque compact L de U 1'existence d'un

noyau gaussien G du type (4) avec ¢ robuste et u ultra-robuste en o,b tel

€

que la densité wﬁ du processus x~ tué a la sortie de W vérifie
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W; (s,t,x,y) = G(es,et,x,y) pour tout W ouvert
de L, tout <1

De méme 2.5 entraine facilement, pour chaque compact L de U 1'existence

de ¢ > 0 robuste en o,b tel que

2
(10) P. [ sup xF-g] > R] < lexp(-c R
st 4T T ¢ e?(t-s)

pour 0Ks<t<1, O<Ke<1, et £€K , R> 0 tels que 1a boule de centre & et rayon

R soit contenue dans L .
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4. PARTIE EVANESCENTE DE LA DENSITE.

4.1. Partie principale et partie évanescente : Les trajectoires de x©

voisines de la géodésique f joignant & a n fournissent 1'essentiel de 1a proba-
bilité d'atteindre n. Traduisons ce fait bien connu (cf. [161[17]) en termes de
densité.

€

Soient (Xt) la diffusion initiale 1.1 sur UcR™ , 7w sa densité, x& 1le

€

systéme e-perturbé associé (cf. 3.(2)) et w° sa densité. Notons X Le volume de

la boule unité de R™ de sorte que

(1) 1(0,6%,8,m)=1(01€n) = Tin Lm P(Ixf-n| < r)
r->0 yr

£ _ -
ol x, = € presque silirement.

Donnons-nous un niveau de troncature p > 0 et une fonctionnelle de troncature
continue H : C0(01,Rm)-+ [01] telle que H(g) =1 pour |lg||<p et H(g) =0
pour |lgll> 20 . Appelons partie principale de ﬂ(O,ez,E,n) associde & la tronca—

ture (p,H) la quantité [7%] définie par

(2) €1 = Tim — E[H(xE-f) 1
o 0 xr” e |x§-ni<r

ot f est la géodésique minimisante joignant & & n. Nous verrons en effet au

§ 6 que cette limite existe pour p assez petit fixé et est de 1'ordre de
2
e ™ exp(- g_i%zﬂl)_ Appelons partie évanescente de n(O,EZ,E,n) la quantité

£
7€- [nf]= 7(0,e2,2,n) - [#%] = 7®(01&n) - [«®] qui est (cf. plus bas) négligeable

devant [n%] .

4.2. Estimation de la partie évanescente : Théoréme : Soient (Xt) la

diffusion initiale 1.1 de coefficients o,b , x* 1e systéme perturbé associé, et
7 la densité de x® . A tout niveau de troncature p > 0 associons (cf. 4.1) Ta
partie évanescente (% - [WE]) de 7% . Pour chaque compact UO de U il existe

alors des constantes P> € > 0 robustes en og,b telles que pour tout ¢ < bg ON ait
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2 2
(3) 0<n® - [n®] g_%—exp (- g—iél%l4ifll>
2¢
pour g,n € Uy, e o/8 , [E-n| <cp
Preuve : Elle sera donné en 4.5 aprés étude des oscillations de x restreint par

une condition sur x? .

4.3. Amplitude maximale conditionnée : Lemme : Soit X une diffusion non

homogéne dans le temps, a valeurs dans U U {®m} . Soit & 1le point de départ de
X. Posons
(4) M(s,t) = sup [X,-¢]

s<ut

Soient wv, W, des boules de centre n et de rayons v,2v avec

v

0<r<w<2v<R. Appelons t(t) 1'instant de premiére entrée de X dans W~ apres
T'instant t, et ©6(t) 1'instant de premigre sortie de Wy, aprés 1'instant t.

Définissons les probabilités suivantes (1iées au processus X),
alt,x) = P [t(t)<1]
(5) B(t,x) = P [M(t,c(t)) > R 5 w(t)1]
A}
Yt = Py Xl < r]

ol X est le processus X tué a l'instant 06(t). Enfin posons

a = sup {a(t,x) | 0<t<1, x€ oy, }
(6) B = sup {B(t,x) | OKt1, x€ L
Y = sup {y(t,x) | 0<t<1, x € oW}

Alors si |g-n| + 20 < R et 0<r<R, on a
(7) 8(R) = P { sup [Xe-£[ DR 3 [xq-n| < r} < LB
0<t<1 (1-a)

Preuve : Définissons les instants d'oscillations successives
0<04<1p<8 <. - <1 <8 KT <o e

par e1=e(o) > O, =8(r ), T 17 T(Gn). Soit K Tle plus grand entier tel que 7, <1;

1'événement {M(0,1) > R ; |X1-n| <r} implique {2<K<w} . Pour K fini on a
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M(t,1) < [&-n] + v et M(0,8,) < [E-n]+ 2v
Imposons la contrainte |£-n| + 2v < R pour en déduire

®(R) = P [M(e,51,) > Rs [Xy-nf <r]= 2 »p avec
127k’ = 1 - K52 k

P =P[MO,LT) >Ry 1 <158 > 15 [X=n| <]
La propriété de Markov au temps T et la définition de y donnent pour

k>2

P <Y P(A) avec A= M{8y,T ) >R 1 <1}
Comme M(rk,ek) < |g-n] + 2v < R, 1'événement Aoq est inclus dans la réu-
nion des deux événements
M8y, >R 5 1 <0 <7, 4<1T et M6>T 2R 5 B < 4 <TD
La propriété de Markov au temps Oy donne alors par (5) (6)

P(A 1) < E[1Ak u(ek,xek)] + E[1ek<1 B(ek,xek)] <a PAI+B P(g<1)

pour k > 2 ; de méme

P(6) 1<) < P(B <1y, 1<) <o P(B<T) pour k > 1.
D'ou par récurrence P(8,<1) S_&'k'1 puis
P(A) <& X2 p(ae(k-2) G5 E pour Kk > 2

La propriété de Markov au temps 61 donne

P(Ay) = P [M(84,7)) > R 5 1, <1]< B

d'ou P(A) < (k-1) Z¥2 % et par sommation

o(R) < £ p, <y I P(A)KL 7_§
oz KT g K T ()2

4.4, Application au systéme perturbé x® : Lemme : Soit X le systeme

perturbé associé a la diffusion initiale (Xt) vérifiant 1.1. Pour U0 compact de

U donné, il existe une constante ¢ > 0 robuste en o,b telle que
2
r

(8) P€{02221|xi-£|2R ; |x?-n|§r} < % (5)m exp(-c 57) pourvu que
€
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(9) E.U), 0Ke<v, OKRO2KR,  |Em|+2uR, Rs2v <k d(U_,30)

Preuve : 1 suffit d'appliquer 4.3 avec X = x® . Quand (9) est vraie, les wz\)
HY

restent dans U1 compact fixe de Uo‘ Le processus X induit par x&  sur wz\)

a donc une densite & majoree comme en 3.(9),

A fortiori il existe ¢ robuste tel que

Pt 1xn) <

pour 0<eg,t<1, x€W, ,nel
Ix‘ﬂ| — 2v 0
La définition de v(t,x) et un calcul élémentaire fournissent alors cqy ro-
buste tel que pour tout r,e on ait
- rym
y < C1($)
Pour R+2v < 71[ d(UO,aU) les boules de centre xeawz\) et de rayons v ou R

sont contenues dans U1-. D'aprés 2.6 , on a donc

_ 2 _ R2
a <exp(-c, =) et B < expl-c, =)
€ €

avec ¢, > 0 robuste en ,b. Appliquons maintenant (7) apres avoir imposé ¢ < v

ce qui garantit L_ _Tp(——c—f = Cy avec cq robuste ; on obtient immédiatement
2
(8).

4.5. Preuve du théoréme 4.2 : Gardons toutes les notations du § 4. La partie

évanescente de la densité vérifie par construction

(10) 7e-[1%] < Tﬁ—— Pg{ sup |x |Zp ; [x?-n| <r}
r-0 xr 0<t<1

Soit R < p-d(g,n) et supposons (9) vérifiée. Alors (8) (10) impliquent

immédiatement

2
1 -m R
<oV exp(-c —2)
r>0 xr £

n&-[1*] < Tim — m PE{ sup |x§-g|ZR ; ]x1 n|<r}
0<t<1
. 1 s
Les choix R = g , v =§ , d(g,n) 5% s |&n] <2p[ » 0 <3 d(UO,aU) véri-
fient bien (9) et la contrainte supplémentaire imposées trois lignes plus haut.

D'ol C1» puis ¢, robustes telles que
2 2
7%= 7t < c1p_m exp(-c 4—22) <c exp(-c 2_52) pour ¢ < p/8

Si on impose d(&,n) Sﬁ%p\/‘c on aura a fortiori
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2 2
n&-[n%] < cq exp [- §—£§%Dl-— < pz] pour e < p/8
2¢ 10e

d'oll Te théoreme 4.2.

4.6. Oscillations conditionnées des diffusions uniformément elliptiques:

Corollaire :

Soit Xt une diffusion sur R", non homogéne en t, a coefficients S,B de
distorsion et 2-rigidité bornées, de point initial 0. Alors i1 existe une constante
¢ > 0 robuste globale en S,B telle que

. 1. m 2
(11) P {sup [X;[>R; [Xy[<r} < o r" exp(-c RY)
0<t<1 n

pour tout r,R tels que 0<Kr<1 et R>2.

Preuve : I1 suffit de recopier mot pour mot la preuve de 4.4 avec £ =n=0, v = 1,
Uy = Wy, UO = Wy, d(Uo,BU) = +® et e=1. L'estimation (8) coincide alors aux nota-

tions prés avec (11)
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5. LE PONT D'UNE DIFFUSION

5.1. De 1'utilité des ponts : La partie principale [r°] de la densité

75(017n) fait bien sdr intervenir un conditionnement par x?=n . A cet effet,
nous introduisons pour calculer [ﬂe] une famille de diffusions X% de point ini-
tial 0 liées simplement au systéme perturbé x® et les ponts Z% des X& ,i.e. Tes

diffusions X* conditionnées par X? =0.

Aprés une localisation convenable, les X¥ seront a distorsion et rigidité
bornées sur R" . ce paragraphe, complétement indépendant du corps de l'article,
regroupe des estimations précises concernant des familles de ponts. IT est donc
suggéré en premigre lecture d'ignorer largement les détails des calculs du § 5 dont

certains sont sdrement dispersés dans la Tittérature existante (cf. [8 ] par exemple).

Toutes les diffusions en vue sont a priori non homogénes dans le temps Ce que
nos notations camouflient le plus possible en reléguant le temps t en indice, in-
dice qui reste muet (i.e. absent !) dans la plupart des équations d'Ito, intégrales,

etc...

5.2. La diffusion de base : Sur 1'ouvert U de R"™ considérons la diffusion

Xt’ 0<t<1, non homogéne en t, solution de 1'équation d'Ito
(1) dX = S(X)dw + B(X)dt

Les champs B (x) et St(x) sont supposés P sur [01] x U. De plus

* - * . -
A =SS est supposée inversible et nous posons T = A 1. (sS) 1.

Le générateur infinitésimal LSx de X est 1'opérateur paraboligue

SX X

(2) Lo=o0.+4 7 aAd(x) a9 + 5 Bl(x) 3
S Q'i’j 3 X; X5 S j

Le processus X admet classiquement une densité p(stxy) > 0 analytique

en s,Xx , solution fondamentale minimale de
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(3) Lo Plstxy) =0  OKs<t<t 5 x,y€l

Pour toute fonction u : U~R" borélienne, la fonction
v(s,x) = Ju p(stxy) uly)dy

est analytique sur JOt[xU si et seulement si elle est partout finie ; elle vérifie

alors

(4) L, v(s,x) =0 pour 0<s<t, x€U

Enfin si u est continue a support compact, on a

(5) T9m v{s,x) = u(x) pour Xx€U
stt

En particulier soit h(s,x) une fonction borélienne positive finie telle que
pour 0<s<t<1, xeU
h(s,x) = jU p(stxy) h(t,y)dy
(fonction X-invariante, ou encore parabolique selon Doob).
D'apreés ce qui précéde on voit que
h est analytique sur J01[ x U
et L. hi(s,x) =0 sur [01[ xU

Noter 1'exclusion du temps 1.

5.3. Diffusion relativisée par une fonction invariante : Théoréme

Soit X une diffusion non homogéne comme en 5.2, et h(s,x} > 0 une fonction in-

variante pour X. Pour 0<s<1 considérons Te drift complémentaire Vs défini par

(7) Vo(x) = A(x) 3, Tog h(s,x)  0<s<1, x€U
et Ta diffusion Yt’ 0<t<1 solution sur U de 1'équation d'Ito
(8) dY = S(Y)dw + [B(Y) + V(Y)]dt

Alors Yt n'explose pas pour 0<t<1, et sa densité de transition q vaut

(9) glstxy) = F(lT p(stxy) h(t,y)

De plus pour toute fonctionnelle borélienne positive
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6 :C(0t,0)»R"

onapour t<1 et XOEx,

(10) CE 80V ] = ey E [6(X0,) h(t,X,)]
0t h{0,x) 0t t

On dit que Y est la diffusion relativisée de X par h ; noter que Y1

n'est pas défini a priori.

Preuve : (classique). L'existence et Ta continuité de la solution Y, de (8) sur

t
0<t<z résultent de la régularité des coefficients, en notant ¢ le temps d'explo-

sion de Y. D'autre part la fonction q définie par (9) vérifie clairement
(11) J glstxy)dy =1 pour  0<s<t<1
ce qui, avec (5) montre que pour f continue & support compact

(12) 11’mJ al{s txy) flyddy = f(x) pour x€U
s+t ‘U

Enfin un calcul banal basé sur (2)(3)(6)(9) montre que pour 0<s<t<1 et
X,y €U

(13) [Lsx + V(x) 3, alstxy) =0

Mais d'aprés (3)(7), 1'opérateur Ly +V (x) 3 n'est autre que le généra-

s
teur infinitésimal de Y. De (11)(12)(13) on conclut que q est bien la densité

de Y, et ensuite au vu de {11}, que Y n'explose pas sur [01] .

Enfin (10) se déduit de fagon standard de (9), en traitant d'abord le cas é1é-

mentaire o ¢ ne dépend que d'un nombre fini de coordonnées.

5.4, Diffusions conditionnées : Soit W un ouvert relativement compact de U.

La diffusion conditionnée de X par {X1 €W} est la diffusion Yw relativisée de
X par hw o, p étant la densité de X, et [W| le volume de W,

_
(14) (2% = i [ ps 1xy) ¢y :

terminologie justiée par (10). Pour zeU donné, Ta diffusion conditionnée de X

par {X1=z} est la diffusion relativisée de X par h ol

(15) h{s,x)= p(s1xy)
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5.5. Les ponts d'une diffusion : Supposons XOEO. Appelons pont Z de X

la diffusion conditionnée de X par {X1=0} . Les ponts approchés Y, 0<r, seront
les diffusions conditionnées de X par {|X1| <r} . Nous adopterons la convention

¥o=7 , et nous poserons

21 . -
(16) hr(s,x) = W Jf[y[ir p(s1xy)dy 3 ho(s,x) = p(s1x0)

ol x = volume de Ta boule unité de R"™ ; le drift de Y™ s'écrit B+V" avec

(17) viix) = A_(x) 3, Tog h (s,x)

5.6. Hypothéses globales : Jusqu'd la fin du § 5 supposons désormais XOE 0,

u=R" s et les coefficients S,B de X @ distorsion et 2-rigidités bornées. 11
existe alors (cf. appendice A.2.2 et A.2.3, ou [ 91) un noyau gaussien G du type
2.(4) avec ¢ robuste globale et p ultra-robuste globale en S,B, tel que en

tout point (stxy)
(18) plstxy) <G{stxy) et |3x p(stxy)] < (t—s)'”2 G{stxy)

Désormais, les constantes (c, Cys CZ"") et (u, Uys uz...) introduites
Jusqu'd la fin du § 5 sont 1r=espE robustes globales et ultra-robustes globales en

S,B.
La constante €y définie par

€y =, inf p(010x) >0
[x]<1

a un statut particulier ; d'aprés (18) ¢, est majorée par une constante robuste

glotale. Plus bas nous verrons, justement & 1'aide du théoréme 7.5 que % est
aussi minorée par une constante robuste globale, donc est en fait robuste globale.
Mais nous n'utiliserons pas ce fait avant d'avoir obtenu la minoration robuste glo-

bale adéquate de p(stxy).

5.7. Lemme : (hypotheses et notations 5.5, 5.6). Il existe une constante ¢y ro-

buste globale en S,B telle que pour tout t < 1, toute fonctionnelle borélienne

2

F:cot, R")>R" , tout 0<r<! on ait
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(19)

¢
ELIFOR TV (VDT < o (=™ IF (g 1|y
o
(20) ELIF(YE,) |1 < % (-0 IFXg) | 5y
Preuve : Soitv> 1. D'aprés (18), [p{s1xy)]V et [(1-5)1/2 a,p(s1 xy) [ sont

2
majorées par c”(1-5)™™ Y2 exp(-pv l%{%l—
2

) ; la majoration p < G donne a fortiori

p(0s0x) <c s"m/2 exp{-pv lél—) d'ol
2 m
IXe-y | - 2 2
S 7 X X-
E exp(-uv ——T:E——) <{cs J exp[-uv(lgl—-+ iT:%l')] dx
R"
m
- (“)7 c(1-5)% exp(-uv]y|%)
et par suite Ta majoration
1 m(1-v)
2v _ 2
(21) [lp(s 1Xg I, + 1(1-5)7 3,p(s 1X ¥, < cq(1-5) exp(-uly|©)
avec ¢, robuste globale. Prenons v = 1 + L our avoir m{1-v) - -1 La
1 uste g . = m=1 P Y &
définition (16) donne alors pour r > 0, 0<s<1,
1 -1/4
(22) I (s Xs)“vipf Ipts 1x W, dy < cqt-9)""
(23)

3 h (s, X)L <
relations vraies aussi pour

D'aprés (10)(17) on a

h.(0,0) E[| F(Yg)l Vo (Y])
On majore le an
(19).

E[FG) 1] < gy (X0 1,

Lm J fla pls 1X Y, dy < cql1-s)

[1= B[R VEC

membre par 1'inégalité de Hlder car

De méme par (10)(22) on obtient pour 0<r<1,

[[F(x

-3/4

r=0 d'apres (18)(17)

X¢) ]hr(t

X,)]

SIAfly ELF (gl Tah(t,X,)]

+ 2L-: et on uti-

<=

lise (23) ainsi que la minoration évidente hr(0,0) > ¢, pour 0<r<t, pour obtenir

0<t«t,

4>La

o)l 2 < C—Wt [IF(x

“Zm
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5.8. Moments exponentiels du pont : Lemme : Soit X une diffusion comme en

5.6 et Z Te pont de X. Alors il existe des constantes Cps Hy >0 respE robuste

et ultra-robuste globales en S,B telles que, avec ¢, comme en 5.6,
24) LN 0
( E [exp(u1 _TiTTJ] S»E;' <t<1

En particulier on a

C
2
(25) Elz, 4" ¢ N = (1-9)™  pour 0K, n>0
(0]

Preuve : La densité q(0t0z) de la v.a. Zy, explicitée par (9) admet gréce &

(18) 1a majoration
(0t0z) p(t120) 2 - g B g 2
_pl0t0z) p(t1z C _ _ z
(26) q(0t0z) = S0 T00) <= (1-t) t exp (-u T%T£ET

_CO

D'oli 1a validité de (24) pour u, = ’12 "

5.9. Convergence des ponts approchés : Théoréme : Soit X une diffusion

sur R™ comme en 5.6. Soient Z=Y° le pont de X et Yr, r>0, les ponts appro-
chés de X. Alors P-p.s. les limites Z, = 1imZ, et Y' = lim Y, existent, et

1 1 t 1 t>1 T
on a Z1 = 0. De plus quand r—+0 Tles lois des y" convergent étroitement sur

C (01, R™) vers la Toi de Y°=7 .

Preuve : D'aprés (19) le drift complémentaire V' de Y' vérifie

o 4 -3/4 . .
E IVt(Yt)I <o (1-t) , d'ob par 1'inégalité de Holder, pour 0<r<i, O<s<t<d,
0

t 8c
(27) 3 US |V:(Y:)|du] gc_; (t-s)1/7
Puisque
(28) dY™ = S(YM)dw + [B(Y") + v (¥Y")]dt

avec S,B bornés, (27) implique que les limites Y? = Tim YE existent P-p.s. pour
t>1

tout r>0 et que tous les Y, r>0, ont un méme "module de continuité en proba-

bilité". Ainsi les lois Q" des Y' forment sur C(01, R™) une famille relative-

ment compacte pour la convergence étroite.

Quand r~0 Tles coefficients de dY" convergent vers ceux de dY®, uniformé-

ment sur les compacts de [01] x R" ; ceci suffit classiquement a identifier toute
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loi Timite des Qr avec la Toi QO. D'ol la convergence étroite de Qr vers Qo.

Enfin (25) implique que Z1 = 0, P-p.s.

5.10. Moments exponentiels des ponts : Théoréme : Soit X une diffusion

comme en 5.6 ; soient ZEY0 le pont de X et YO, v0 Tes ponts approchés. Alors
il existe des constantes C3s T >0 robustes globales en S,B telles que pour tout

ref01 , Y vérifie, avec ¢, Ccomme en 5. 6,

(29) E [exp T J [Y |2dt] _§
o
et quelle que soit la fonction ¢ borélienne sur [01] x R" a valeurs matricielles

(1,m)

1 c
E [exp'rlf wt(YE)dYgl] S-Eé’ pourvu que wt(z) < z partout
a0 ; :
2 3
E [EXPT oo (YD)dy!| ] < == pourvu que ¢, (z) < 1 partout
I, P S e A

Preuve : Pour alléger 1'écriture, fixons re[01], Y=Y", et h =h . Toutes les

constantes ci-dessous sont indépendantes de r . De (20) on tire pour 0<o<u/ 4m,
c
(31) E (expo |¥, 19 < L (1-6)7V% flexpalx, |2 <— (1-t)7 /4
t = C4 2m =
avec ¢y robuste globale, car la densité de Xt est majorée par G(0tO0x) d'aprés
(18). D'ou
1 1 2¢c
E [exp f oY |2dt] <E H (expa |V |2)dt] —4J (1-t)"V/4ap < 4
t - t [ - C
0 0 o070 0

ce qui prouve (29).

Le Temme 5.7, 1'existence pour Yt de moments de tous ordres intégrables en
t
t d'aprés (31), et 1'expression (28) de dY montrent que J @(Y) dY est bien
0
définie, p.s. convergente quand t-—1, et admet des moments de tous ordres pour

0<t<1 Torsque q%(z) reste majoré par un polyndme fixe en |z| , & coefficients

constants.

Pour ¢,y semi-martingales vectorielles notons f ¢ dp le processus
t
t- J y o do et |y la v.a. sup |¢,| . Classiquement i1 existe une constante
o U4 ® Kt ¢

universelle Cg > 0 telle que
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(32) P (] ﬁ#dw|a) > R) S.E%-exp(-CGRZ)

pour tout R > 0 et toute ¢ telle que lw]u), P-p.s. Les coefficients de X
étant bornés, i1 existe (cf. § 2.6) c; robuste globale en S,B telle que
2)

(33) P ([X[4 > R) S-E% exn{-c,R pour tout R > 0

Soit ¥ tel que |wt| S_]Xt[. Pour R > 0 notons ¥ le processus trongué

Uy = Uy 1{ sup |XS|§_VF§} ; alors P (|JUJdW|G) > R) est majoré par
0<s<t

P(IX]y > VR) + P(J|jadw|m > R)
et donc au vu de (32)(33) par EL-exp(-c8R) avec cg > 0 robuste globale. Comme
8

YdX = ¢S dw + yB dt avec S,B bornés, on obtient Cq > 0 robuste globale telle
que

pl1fod !

Mw Xl ZR] Sg;exp('ch)
pour tout R > 0 et tout ¢ tel que |y| < |X| . Ceci garantit bien sar 1'existence

de Crp> T 0 robustes globales telles que

| A
><

{|expt| Jw dX|mH4m <y pour [
(34)

2
[lexpt] Iw Al I g < €4 PoUr vl

A

Traitons d'abord le cas de J wS(YS)dYS

t
Posons N(YOt) = exp T {

avec o (x)| < |x| partout.

o(Y)dY, d'ou
0

dH(¥g,) = TH(Yg )0 S dw + (9B + o + 5 Jus[5)at]
ol ®SBV sont calculés en t,Y,. Puisque |o (x)| < |x| onen tire c,y tel

que pour t <1
t
2
E W(Yg,)~1 < cpy E Jo|w<v05)l<1+|vs| Y14V (Y) )ds
d'ot par (19) (20) et le lemme de Fatou pour atteindre t=1,
c 1
12 2 -3/4
E W(Yg,)-1 < J'O (X ) 1+ 1% 1D | (1-5) 7> Ads
La H...I]Zm est ici majorée par 1'expression

2
lexs <l [o00XI g Il gy % 11411211 4
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€

w

|

qui (cf. (34)(33)) est bornée par une constante robuste globale. D'ol E N(Ym) <

(=]

avec C,s robuste. Le méme résultat s'applique a -cpt(z) et puisque elvliev+e'v,
1a premigre partie de 1'assertion (30) est prouvée. La seconde partie (cas ol

|gps(x)| < 1) se démontre de méme.

5.11. Corollaire : Soit X une diffusion sur R™ comme en 5.6 ; soient y"
Tes ponts approchés de X, et 7=v% e pont de X. Définissons des semi-martingales
locales M; 0<t<1  par M = o (Y") dY" + g(YM)dt, ou ut(x) et Bt(x) sont des
champs de matrices et vecteurs sur [01] x R" , de classe COO, uniformément bornés.
Alors M:‘ = llT ME existe P-p.s., et quand r-0 Tes processus ¥ =(Y",M") con-
vergent étroizement vers %° sur c{o1, R" x R) . De plus pour toute fonction

continue bornée y : C(01,R" x R)> R on a
(35) Tim E [p(Y") exp M'] = E [w(Z) exp M°]

r->0
Preuve : La convergence p.s. de M; quand t-+1 résulte d'une remarque faite au
milieu de 1a preuve 5.10. Par construction ?9{ est alors une diffusion en t,
0<t<1  sur R"x R, et les ‘?92,
Quand r->0 Tles coefficients de " convergent clairement vers ceux de @o, uni-

0<t<1, ont Teurs trajectoires dans C(01,1Rmx R).

formément sur les compacts de [01] x R"xR . Ceci garantit que tout point limite
de la famille des lois des %" quand r->0 coincide avec la Toi de %°. Les majo-
rations (30) et (27) contrdlent évidemment le "module'de continuité en probabilité
des %", uniformément pour 0<r<1 et assurent donc la compacité relative des Tois

r

des #". D'ol la convergence étroite de #" vers %° sur c(01,R"x R).

I1 existe une évidente fonction continue (non bornde) ¢ : C(01, R"x R) R

telle que
o(%") = p(Y") exp M

si ¢ est comme dans 1'énoncé 5.1%1. Pour prouver (35) i1 suffit donc d'établir un

résultat d'intégrabilité uniforme du type
E [tb(?/r)z] uniformément borné quand r-0.

Majs 1y étant bornée, ceci résulte de (30) et de la définition de Mr .
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5.12. Amplitude maximale du pont : Théoréme : Soit X une diffusion sur

R™ 3 coefficients S,B comme en 5.6, de densité p. Alors il existe une constante

c > 0 robuste globale en S,B telle que le pont Z de X vérifie

(36) P ( sup ]Zt] > R) < 1 exp(—cRZ) pour tout R > 0

0<t<t “cp(0100)
Remarque : Nous verrons plus bas en 7.8 que p(0100) est aussi une constante

robuste globale en S,B .

Preuve: Le corollaire 46 fournit 14 > 0 robuste en S,B tel que pour OKr<1 et
R>2 on ait

m

1 2
(37) P {sup [X.| >R, [X;] <r} <— r" expl-c,,R")
0<t<1 th = 1= =~ Cqy 14

La définition des Y" donne alors pour <1 et R>2
P (sup [YI]>R)< i exp(_cMRZ)
o<t b5 g PUXY I
Et classiquement la convergence étroite de Y© vers 7 quand r-0 donne,

en posant p, = p(0100)

(38) P (sup [Z,] > 2R) <TW P (sup [Y] > R) < exp(-cy 4R%)

1
0<t<1 r0 0Kt Po14

pour tout R>2. Remplacons Cqq Par c15§c14, robuste global et assez petit pour

1
que 1<
Pob1s
que p, est majorée par une constante robuste globale. Alors (38) entraine

exp(-4 c15) ; ceci est toujours possible car on sait déja (cf.2.5)

P { sup ]Zt! > 2R) < ! exp(—c15R2) pour tout R > 0

0<t< Po1s
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6. PARTIE PRINCIPALE DE LA DENSITE

6.1. Modification standard des coefficients : Sur 1'ouvert U de R"

soit (Xt) la diffusion initiale 1.1 & coefficients o,b. Pour £&,n € U appelons
f la géodésique minimisante joignant £ a n (points proches) et fixons des compacts
Uo’ U1 de U avec U1 voisinage de Uo‘ I1 existe alors des constantes c1,p1>0

robustes en o,b telles que Tes relations

M £n €U, le=n] <cqp u 0 <oy

garantissent [g-ftl < ppour 0<t<! et 1'inclusion dans U, de la boule eucli-
dienne de centre & et rayon 8p . Mais alors Ta relation ]xi-ft| < 2p force

|Xi-£| < 3p , et la partie principale [n°] de la densité n5(01 £ associde d

la troncature (o,H) (cf. 4.1) ne dépend que de la loi du processus X% tué a la

sortie de la boule W centre & et rayon 4p.

"

Construisons de facon systématique un processus x& sur R" ayant de meilleurs

v
coefficients que x® et tel que Tes processus induits sur W par x& et x® aient
méme loi. Fixons jusqu'a la fin de § 9 une fonction de classe C® u : R++[01]

valant 1 sur [01] et 0 sur [2,+w[. Posons %(x) = u(%ﬁl) et

p
N n
(2) b(t-x) = w(x) b{t,x} 5 a(t,x) = ¥(x) alt,x) + [1-p(x)] I
n
ot I est la matrice identité d'ordre m. On définit les (m,k)-matrices o par
n, VALV

la décomposition en blocs o = (vfg [ 0). Nous dirons que (o,b) est une modifica-

tion standard de o,b associée ¢ la troncature o.

LAVEAY)
I1 est évident que o,b sont a distorsion et n-rigidité borndes ; de plus on

a quand (1) est vraie

(3) dis(;|[01] xR") <2+ dis(a|[01]xUy)
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et pour p U0 U1 fixés i1 existe a constant tel que
AV}
(4) rig, (o,b|[01] x R") < o" rig, (a,b[[01] x Uy)

quels que sotent g,b.

En particulier Uo, U1 étant fixés et (1) étant supposée vraie, les constantes
N
ultra-robustes globales en o,b sont a fortiori ultra—robustes en o,b ; et d'apres
N

(4), une fois p choisi les constantes robustes globales en o,b deviennent robus-

tes en 0O,b.

Une fois calculée la géodésique f et fixé le niveau de troncature p , Ze
Ny

caleul de [ﬂe] peut se faire aprés remplacement de x© par x€ , ¢'est—-d-dire

aprés modification standard des coefficients. Dans toute la suite nous ne prendrons
v

as la peine de distinguer obx® et obx® ar des notations différentes.
p p g 14

LAVIRAV)
Pour les calculs délicats des § 8 et 9, nous choisirons o,b comme ci-dessus

mais avec la contrainte supplémentaire suivante
1 Y] 4Y 1 v
(5) e alt,y) < a{t,x) <1 a(t,y) pour 0<t<1 5 x,y € R" ,

ol v est fixé d'avance avec 0 <\)§-%5 . I1 est évident que pour chague tel v ,
[AVINL W}

i1 existe po(v) > 0 robuste en o,b tel que le choix (2) de o,b garantisse (5).

MV VS
Nous dirons alors que (o,b) est une v-modification de (a,b).

6.2. Ecart normalisé entre trajectoire et géodésique : Partons de la dif-

fusion initiale (Xt) sur U vérifiant 1.1. Associons-lui le systéme perturbé x€
donné par 3.1 et soit f la géodésique de & a n . Nous allons nous intéresser

aux processus
(6) K = 1 (x-)

conditionnés par K? = 0. Fixons un niveau de troncature p et £ , n vérifiant (1).

Cherchons & calculer [7%] . Aprés modification standard des coefficients (cf. 5.1)

une translation par é f dans 1'espace des trajectoires ramenera {(formule de Gir-
sanov) 1'étude du pont de K® a celle du pont de X%, ou X® vérifie sur R", et

pour  0<t<1
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dX® = S(e,X®)dw + B(e,X5)dt  avec XS =0 et

Sg(esx) = oty Fyrex) 5 Bylex) = & b(elt, forex)

*
Appelons p® la densité de X% ; introduisons le champ de matrices A=SS

et Te drif complémentaire V donnés par
(8) A (e,x) = a(lt, forex) 5 Vile,x) = Ale,x) 3, log pE(t1X0)
L'équation du pont Z% de X® s'écrit alors (cf. § 5) sur R" et pour 0<t<1
(9) dz® = S(e,2%) + [B(e,2%) + V{£,2%)]dt
La formule de Girsanov aménera a associer a toute semi-martingale brownienne

adéquate Zt sur [01[ et a tout ¢ > 0 Ta semi-martingale numérique t+Jt(a,Z)

vérifiant JO(E,Z) =0 et 1'équation d'Ito(indice t muet)
(10) d34(«2) = £ 1(e,2) [ £'dt + e(dZ-B(e,2)dt)]
avec Sy(e,x) = [A(e,)]!

Les notations (7) (8) (9) (10) permettent de donner la formule, essentielle
dans la suite, exprimant la partie principale [TTE] de Ta densité a partir du pont
z° .

6.3. Calcul de la partie principale : Théoréme : Soit (x;) une diffusion

sur Ue R™ , vérifiant 1.1. Soit x% Te systéme perturbé associé. Soient
£,n€U et un niveau de troncature p vérifiant (1). Alors la partie principale
[r®] de 1a densité =5(01&n ) est donnée par Ta formule suivante, aprés modifi-

cation standard (cf. 6.1) des coefficients a,b ,
(11) [1°] = €™ p(0100) E [H(eZ%) exp(- 5 J,(e,2))]

£
ol p%, 7% sont la densité et le pont du processus X& donné par (7), J1(E,ZE)
est la v.a. numérique donnée par (10), et la fonctionnelle continue

H:c(01, R")»[01] vaut 1 pour <p et 0 pour [lglf > 2e.

Iyl
6.4. Commentaire : Esquissons le comportement de X%, 7%, p%, J1(g,Z€) quand
e~+0. Par (7), X converge étroitement sur C(Ol,]Rm) vers le processus gaussien

centré X° donné par (indice t muet)
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(12) dx® = 5(0,f)dw

La densité p0 de X° s'écrit donc

- 2
(13) (stxy) = (2m) m/2 (det O'St)1/ exp[- % ast.(x-y)z]
olt les formes quadratiques agy valent
t -1
(19) sgp = || at0.fau]

s
Le pont VoS converge étroitement sur C(01, R™) vers Te pont % de Xx°,

donné par (indice t muet)

0

(15) dz° = 5(0,f)dw - a(0,f) agy 2° dt

et est donc aussi gaussien centré. Nous verrons plus bas que pE(O 100) est c®
en £ , et par (13) converge donc quand >0 vers

1
(16) p°(0100) = (ZH)'m/Z[detJ -1/2

a(O,fu)du]
0

Quand a J1(€,ZE) gui est aussi ¢® ence , sa limite pour >0 vaut
A(f) = -12 dZ(E,n). Ceci fait pressentir pour [7%] un premier terme du type

2
pO(O 100) ¢ exp [- gﬁ’zﬂ} , ce aui sera précisé complétement plus bas.
2¢

6.5. Preuve du théoréme 6.3 : Commengons par faire une modification standard

de g,b. Pour r < 2p posons

(17) 0. = —Lm £ [H(xe—f) 1

Toxr IX?'EIS*“]

avec H comme en 6.3, et x = volume de la boule unité. 11 s'agit de calculer

lim o, = [7%). Dans cette prewve tout le calcul se fait domc & e fizé.
r-0

Posons x% = f+g K& ; Ta diffusion K& vérifie ngo et (notations (7))
(18) dK® = S(e,KE)dw + [B(e,KE) - 1 £t

Seit X 1a diffusion (7). Sur la tribu fﬁt des événements antérieurs a t,

Tes lois PK et PX de K5,XF vérifient pour t <1
dPK 1 €
(19) ;r;xlyt = exp(- z Ji(,X%)) avec J, donné par (10)

Ceci entraine, en posant r =cu, avec u > 0 tendant vers 0,



-1 3 1. £ _ -2 e
) oy s e[ H(ek®) el e[ (ex®) g SO n]
- PUXT 1<) .
= e L EH(eX®) exp(-e 780, (£,X5) 05 [<u}]
X U

Notons YY 1a diffusion X® conditionnée par {[X?|§u} ; bien entendu Y

dépend de £ . De (20) on tire

o POIXE <) -
(21) o, =M1 E[H(e YY) exp(-¢ 2 (e,Y))]
€u X Jm 1
La densité de X é&tant p® on a
P(]X?]gy)
(22) lim ————— = p© (0100)
u-+0 X u

Puisque [wg] = lim ®, = Tim O, il ne reste plus qu'ad démontrer (23) ci-
r+0 u~0
dessous, ot Z® = YO est le pont de X%,

(23) Vi E[H(e,YY) exp(-c"20,(e,Y))] = E[H(e2®) exp(-c20,(e,2))]
u-0

Comme ¢ est fixé dans ce calcul, la forme (10) de la fonctionnelle
Z->J1(e,Z) permet d'appliquer aux ponts approchés Y te providentiel corollaire
5.11, qui est valide ici car, gréce & la modification standard de (o,b), b est

borné et o est de distorsion bornée. Ainsi (23) est prouvé,

6.6. Robustesse et diffusions X° : Les diffusions X® sur R™  introduites

plus haut (cf. (7)) pour calculer [7%] aprés modification standard des coefficients

initiaux (o,b) ont donc en fait leurs coefficients S%,B% donnés par

o2
sE(t,x) = St(e,x) = o(e"t, ft+ex)
(24) .
BE(t,x) = By(e,x) = eb(e?t, firex)

vy
avec (cf. 6.1) ob modification standard de ob . Pour 0<e<1 Tles distorsions

globales des S sont évidemment simultanément contrdlées par la distorsion globale
4

de o , et donc a fortiori (cf. (3)) par la distorsion de o sur [01] x U, .

Pour n entier fixé, les n-rigidités globales des {S%,B%) sont de méme,
LAVERAV]

avec 0<e<1, simultanément contrdlées par Ta n-rigidité globale de {o,b), et donc

(cf. (4)) une fois fixé le niveau de troncature p , par la n-rigidité de (o,b)
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sur [01] x U1. D'oli Ta conclusion essentielle plus bas :

(25) Les constantes ultra-robustes globales (respz-robustes globales) en S%,B%
pewvent étre prises indépendantes de €€ [01] et ultra—robustes en o,b

(respz»robustes en o,b).
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7. LE PREMIER TERME DE LA PARTIE PRINCIPALE

7.1. Stratégie en deux temps : Partons de la diffusion initiale (x;) véri-
fiant 1.1. Pour développer la densité n(O,ez,g,n) quand e+0, on s'intéresse au
systeme perturbé x® donné par 3.2,et & la partie principale [ve] de sa densité
7%(01 £n) associé & une p-troncature. Une modification standard (cf. 6.1) des
coefficients o,b de (xt) permet d'exprimer [ﬂe] par E[¢(e,2€)] oli ¢ est une

fonctionnelle numérique et Z° Te pont d'une diffusion explicite X® (cf. § 6).

Techniquement i1 est efficace de développer d'abord o(e,Z) a 1'ordre 2 en
€, quelle que soit la semi-martingale Z, et ensuite seulement (cf. § 8, 10) d'uti-

lTiser le développement de Taylor stochastique de 2% ence .

Une expansion brutale de ¢(e,2%) en puissance de € aboutirait au méme résul-
tat formel & condition de mener le calcul formel avec un certain doigté ; mais pour

démontrer la validité des développements obtenus la tactique & deux stages est utile.

7.2. Les différentielles de 1'action : Rabpel ons que Cé(01,U) est 1'espace

ges f : [01] U telles que f'€L2[01] . L'espace C(')(O‘l ,R™) qui sera noté

T«
désormais Cé , est muni du produit scalaire hilbertien <@,y> = J @ Y'dt et

0
Cé(01 ,U) est muni de la structure de variété hilbertienne évidente pour Taquelle

1'espace tangent en tout point s'identifie a Cé

A partir des coefficients initiaux o,b, on définit les champs de matrices
* 1

carrées a=oc et y=a = sur [01] x U, et (cf. § 3.2) 1la fonctionnelle d'action

P Cé(O 1,U) ~[0,+00 ] donnée par

1
_1 ¥ .
(1) AME) = % J'o £17 v(0,£,) fidt
Sur la variété hilbertienne CL (01,U), A est clairement de classe ¢® puis-

12
que v(0,x) est C® en xeU.
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Donnons nous feCL(01,U), qui sera bientdt assujettie & étre la géodésique

g

minimisante de & & n , et posons

Y1 (3 ij o1 i3
(2) AT AR et vt s gy 9y 9y v(0,F)

Un calcul €élémentaire & partir de (1) donne pour tout gEC(‘)

1
(3) A9 = f 7 [y%g + 5 %9 f1dt]
0
1 "
2 * 00, 2
(@) RS I LR P

avec la définition

L
(5) At = J 7 [y"g.dg + 5 %87 51at]
0

Soit Z, , O0<t<1 un processus aléatoire continu quelconque & valeurs dans R",

vérifiant les conditions (6) avec a,B8 processus quelconques adaptés a Ta filtration

brownienne :
dZ = adw + Bdt pour 0 < t <1
1 A
(6) J dt (E |B|+ E [cxlz) < ® P-p.s.
)
Z,= Zy = 0
Les formules (3) (5) gardent un sens évident quand on remplace q par 1 et

n
définissent des v.a. numériques K1Z et AZZ .

Prenons maintenant pour f Tla déodésique minimisante de & a n pour la mé-
trigue d associée au champ de formes quadratiques +v(0,.). Puisque (cf. 3.2)
f minimise A{g) sur l'ensemble des € C"E(01 ,U) tels que 0, =& @ =7,

on a alors

(7) AMg =0 pour geC) et g, =g4=0

Puisque fi et ygo = (0,fy) sont a dérivées bornées en te[01] , une inté-

gration par parties montre & partir de (3) que Ay C(')(01 ,R") > R se prolonge
de facon unigue en une fonctionnelle continue sur C0(01 ,R™)  définie par une me-
sure 3 densité bornée sur [01] . En particulier si g, €C, (01 ,R")  converge

simplement vers g€C (01 ,R™) , avec lignll o borné, alors X, tend vers x,g.
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Soit maintenant Z un processus vérifiant (6). I1 existe alors une suite
gn<£C$ d'approximations polygonales de 7 avec gn(O) = gn(1) =0 et s:p Hgnlla!

fini P-p.s. 0On alors P-p.s. A1Z = lim A1gn et donc d'aprés (7)
n-m

(8) MZ =0, P-p.s., pour tout Z vérifiant (6).

Enfin remarquons que pour & , r1€U0 compact fixe de U, il existe une constante

¢ = c(Uo) robuste en o,b telle que la géodésique f de £ a n vérifie
(9) 1] & < c dlEam)
En effet, f étant géodésique minimisante on a classiquement

*
fo v(0.f,) fL = d?(£,n) pour 0 <t < 1.

7.3. Développement & 1'ordre 2 pour Jt(e,Z) : Lemme : Partons de coeffi-

cients initiaux o,b vérifiant 1.1. Apreés modification standard de o,b considé-
rons la fonctionnelle aléatoire Z-*Jt(e,Z), 0<e, t <1 définie par 6.(10), ol

Z vérifie (6). Alors on a :

(10) I(e,2) = 1, + f1,(2) + ¥ 14(e,2)
avec (cf. (2) (3} (5))
_ 1 .2
IO = )\(f) = ? d (?ZJ])
V2
(11) IZ(Z) = XpZ° + uy, ol u, est déterministe donné par

1 * 10
uy =J dt £' [t v £ - v(0,f) b{0,f)]
0

et olt le reste I3 est contrglé comme suit ; pour tout entier M > 1 donné, tout
compact U0 de U, i1 existe des constantes CqsC > 0 robustes en o,b telles

que les conditions

(12) Enely, [enl< ey 0<e <pgey

impliquent

(13) IH(eZE) exp |elq(e,Z€) <—C&
i Ielgte |I|""“pe(moo)

v
lexp |2, (Z5,75)| || y ¢ —S
2 M= 0100)
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Comme plus haut H : CO(01 ,RM -0 1] sert a tronquer au niveau p , Z° est

le pont de X® dintroduit en 6.2, et p® est la densité de X% .

Preuve : Si 72, q”f 0<t<1 sont des processus a valeurs dans des espaces eucli-

diens, dépendant des paramétres e,£,n, nous dirons que
(14) V= 0(%) quand | ¥, | < |@W£| pour O<t<1, et tout 0<e<t, En el .

Aprés modification standard de o,b 1a formule de Taylor usuelle fournit c
robuste tel que pour tout Z vérifiant (6) on ait, avec F(e,x)=y(52t, ft+ex) et
les notations de 6.2
%

10 02,2

+ oy %) + ce3

r(e,2) = v(0,F) + &%z + e2(ty o(1+]z]%)

2

B(e,Z) = eb(0,f) + ce 0(1+|Z|)

pour 0<e, t<1, g,n€l, 5 rappelons que 1'indice t est muet (= absent) le plus

souvent possible. Par substitution dans 6.(10) on obtient directement
(15) Ii(e,2) = 1+ el (2) + €21,(2) + 2 1,(e,2)
1h= 0 1 2 3=

avec, grdce aux formules (2) (3) (5), Te nombre Io et la fonctionnelle IZ(Z)
donnés par (11), et
(16) I1(Z) = MZ =0 gricea (8)
- 1 3 5
(17) I,(e,2) = ¢ J [0(1+]2])ds + 0(1+]212)dz]
0

ou ¢ est une constante robuste en a,b .

La fonctionnelle de troncature H (cf. 4.1) est nulle hors de la boule de rayon
2p . Sur l'événement {M(eZ) %0} on a donc ||eZ]| o $ 2, dlob
e 0]z1%) <20 o(]z|*"), et par (17) des que € < 2p

- 1
(18) lely(e,2)| < 2cp J [0(1+1Z|2)dt + 0(1+[2])dz]
o]

D'autre part pour d(g,n) <1 et g,ne€ Uo’ les formules (9) (5) fournissent

¢ robuste tel que

(19) 2,(79)

1t

! 2
caamj [0(]2])dz + 0(]z|)dt]
0]

Appliquons au cas Z = vAs , pont de la diffusion XE, introduit en 6.2. D'apres
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Te théoreme 5.10 i1 existe des constantes c¢,t > 0 robustes en S%,B® (coefficients
de XF), et donc a fortiori indépendantes de €€[0,1] et robustes en 0,b grdece d

6.6, telles que pour 0<e<1,

E[exp T Jl 0(|Z€|2)dt] + E[exp T Jl 0(|z%))dz®

c
Y
] ~p%(0100)
ou p° est la densité de X% . De (18) (19) on conclut alors immédiatement que

pour tout M > 1 donné, on peut trouver CqsC > 0 robustes en o,b tels gque (12)

implique (13).

7.4. Premier terme de la partie principale : Lemme : Soit (Xt) la diffu-

sion initiale de coefficients o,b vérifiant 1.1. Associons-lui, apres modifica-
tion standard de o,b, la diffusion X* et son pont Z® définis en 6.2. Soit
p8 la densité de X® . Alors pour tout compact U0 de U, il existe des constantes

€5Cq5Cp > 0 robustes en o,b telles que les conditions

(20) Enely 5 emn| Cepo 5 O<edodey
c
(21) ey _ 2
_ €7 p5(0100)

garantissent pour la partie principale [7%] de ﬂ(O,ez,g,n) 1'expression

2
(22) [»%] = e'm[exp - Q_ﬁﬁﬁﬂl] a(e,E,n) avec

2¢
(23) c[pS(0100)]1% < ale,&,m) < 1/c
Remarque : Bien entendu, nous verrons plus bas (cf. 7.8) que p€(01 00) est mino-

rée par une constante robuste > 0 ; mais pour le démonter nous aurons besoin de 7.4
et 7.5qui n'utilisent pas ce fait ; ceci justifie le soin avec lequel nous manipu-
Tons pour le moment p€(01 00) alors que le lemme classique 7.6 fournit directe-
ment lim p&(0100) = pO(O 100) > 0. Le but de ce détour est donc de garantir la

>0
robustesse en o,b du minorant de p=(0100)

Preuve : Donnons-nous M > 1 et U . Les conditions (12) et 6.(1) regroupées sont
certainement impliquées par (20) avec un choix convenable de 4 robuste. Imposons

donc (20) ; on a alors d'une part Ta formule 6.(11)
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(24) [7] = ™ p€(0100) E [H(eZ®) exp - :%-J1(E,Z€)]

et d'autre part le développement {10) de J1(€,ZE), avec les estimations de moments
(13). Substituons (10 dans (24) pour obtenir

- 2
u2 d (E,T])) E[H(EZE) EQ]

['ITE] 0100) exp(-~—27—
(25) " 3 €
Q= -2y (25,2 - elgle,29)

L'inégalité de Schwarz donne en éerivant H au lieu de H{(eZ®)
(N2l o < o) < E[H(eZ%)] < [EHeD T2 [E(ve )]/
d'ol par (13) 1'encadrement
1 & € 2 Q c
(26) <P (0100) [P lez”|| ; <p]” < E(He™) < ———
p=(0100)

Le théoreme 5.12 appliqué a X% et son pont Z%, et la remarque 6.(25)

fournissent ¢y > 0 robuste en o,b tel que

(IIZEIIGJ > R) 5_—-7;A1————— exp(-c, R?) pour tout R0, et 0<e<1
c,p (0100)
D'aprés (12) qui garantit 2-2_1, on en tire c3>0 robuste tel que

3
pc(0100)

(Rez) g 2 o) <

[od
Puisque EL-exp(-csz) §>7§» avec Cq robuste, R quelconque > 0, on voit
C4E
que  P()]ez®] © 2 P) {———— . Imposons alors
p=(0100)

2c3

~p%(0100)

mio
v

pour garantir “P( ||Z%|| o 2 °) SA% et donc par (26)

(27) L p(0100) < E(he) < <5
4 e pE(0100)

B'autre part 1'expression (t1) de |u2| montre que u, est majoré par une

constante robuste, de sorte que (26) {27) entrainent immédiatement Tes assertions

(22) (23).
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7.5. Equivalent de la densité : Théoréme : Soit (Xt) une diffusion non

homogéne sur U€ R" , a coefficients o,b localement elliptiques et ® sur
[01] x U. Pour chague u€[01] soit du(.,.) la distance Riemannienne définie

par la métrique x-+a(u,><)'1 avec a = 00*. Notons ¥ e noyau

2
28 /2 du(E,n)
(28) pluven) = (v-u) exp [- _?TV:UT]
Alors pour tout compact U0 de U i1 existe des nombres c¢,t > 0 telles que
lorsque
(29) gnel , Kuv<r, fv-ul<r,  [emn[<a

la densité 7 de (xt) vérifie

(30) cpluven) <aluven %W(Uvin)

Remarque : A ce stade on ne peut pas encore garantir la robustesse de c,t en o,b;

ce point sera une conséquence de 7.8.
Preuve : Pour ue[01] considérons les coefficients
ou(t,x) = o{u+t,x) bu(t,x) = bu+t,x)

et les diffusions associées Xyt o uct<1. Les densités m et m des diffusions

(Xt)’ (xu,t) vérifient w(uvin) = vu(O, V-u,£,1).

. s N < €
Pour chaque u, on considére les systémes e-perturbés x comme en 3,2

u,t
. . [ P . P
de densités Ly vérifiant évidemment

w(u,use?,u,n) = m(01En)

Le processus X& de 6.2. dépend raintenant du paramétre supplémentaire u ;

on le note X% ; soit pu’E sa densité. Soit fY 1a géodésique minimisante de
£ an pour la métrique du ; les coefficients de xU€ gtécrivent
sE(t,x) = O(U+€2t, fleex)

t
Bt x) = gb(u+€2t, f¥+gx)

La métrique du est a coefficients C® en u et variable d'espace ; clas-

siquement du(g,n) est donc continue en u, et pour U0 compact fixé i1 existe

>0 robuste en o,b tel que pour &,n € U, et |g-n| < T, la géodésique f% soit
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¢® en u,t. Les coefficients SsY°%, B> sont donc €® en (u,e) 6[01]2.
D'aprés le classique Temme 7.6 ci-dessous, ceci impligue que la densité pu’8 est

aussi ¢® en U,e . Par suite, i1 existe un nombre 6 > 0 (pas question de robus-

tesse cette fois) tel que

(31) o <p"c0100) <1
pour 0<u, <1, &nel , [en] <t
FPizons u€ [01[; appliquons 7.4 et 4.2 a “5 . Les constantes qui inter-

viennent dans 7.4 et 4.2 dépendent alors a priori du paramétre u ; mais elles sont
par construction robustes en (ou,bu) ; comme la distorsion et la rigidité des
(o,sb,) » 0<u<l, sont simultanément contrélées par celles de (o,b), toute constante
liée @ u mais robuste en (ou,bu) peut étre remplacée par une constante indépen—

dante de u et robuste en o,b.

Les conditions de validité de (31), 7.4 et 4.2 regroupées, sont donc certaine-

ment satisfaites quel que soit ue€[01[ pourvu que, avec Cy- €y robustes en o,b

(32) E,n(:‘UO, jg-n]| < cqp .+ 0<e< —1go§ <

c
(33) By 2 pour tout ue[01]
70" %0100

D'aprés (31), la condition (33) est slrement vérifiée si e ici o . Les
2
estimations (22) (23) pour [115] et 4.(3) pour la partie évanescente ‘ITE—['ITEJ ,
le changement de notation 52 = v-u, et 1'encadrement (31) de pu’E démontrent alors

1'assertion (30). Reste a prouver le lemme bien connu 7.6, utilisé plus haut.

m

7.6. Lemme : Soit ¥ une diffusion sur R dnnt les coefficients S(t,x),

B(t,x) sont Tocalement ellintiques, et @ en (t,x,0), avec «c RY paramétre
supplémentaire. Alors pour chaque (stxy) fixé, 1a densité p(stxy) de X

est €O en o .

Preuve {classique) : On sait que p(stxy) vérifie LoP=0 ol L.~ est 1'opéra-

teur narabolique 5.(2), a coefficients COO. Au sens des distributions, aap Vé-

rifie donc trivialement 1'équation hypo-elliptique L 3 p=q ol q est combinai-
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son linéaire des 3,p , 3§P, 3,p a coefficients C®. Puisque L vérifie la

condition d'Hormander, et comme q est C®, on en déduit (cf. [12] [171) que

aap est CP en S,X. Méme argument itéré pour agp .

7.7. Minoration robuste de la densité : Corollaire : Scit X une diffu-

sion non homogéne sur R", & coefficients S,B de classe €% sur [01] x R", de
distorsion et 2-rigidité bornées. Alors il existe des constantes c,u > 0 respt
robuste globale et ultrarobuste globale en S,B telles que pour tout x, Yy €]Rm,

0<s<t<1 la densité p de X vérifie

2
X-y )
t-s

)-m/2

plstxy) > clt-s exp(- u

Preuve : Ce résultat est une conséquence du théoréme A.2.3. donné en appendice, et

dont Ta démonstration utilise de facon cruciale le théoréeme 7.5.

7.8. Conséquence : Robuctesse de certaines constantes : Grdce a 7.7, 2.4
on voit que la constante ¢ _ = inf  p(010x) <introduite au § 5 est robuste glo—
[x[< 1

bale en S,B, ainsi que la constante p{0100). En particulier 6.(25) implique
alors que, p8 étant la densité de X%, diffusion donnée par 6.(7) aprés modifi-
cation standard de (o,b), les nombres p*(0100) restent, pour 0<e<1, majorés

et minorés par des constantes > 0, robustes en o,b.

De méme, dans Ta preuve de 7.5, les pu’€(01 00) sont pour 0<e<1 majorés
et minorés par des constantes 1iées a u, wmais robustes en Ou’bu’ et donc a for-
tiori par des constantes indépendantes de u et robustes en o,b ; le nombre 6
dans (31) peut donc &tre remplacé par une constante robuste en o,b, et finalement
le théoréme 7.5 fournit un équivalent robuste de la densité, avec des constantes

c,t > 0 robustes en o,b.
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8. DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR STOCHASTIQUES DE Z% ET J(e,Z5)

8.1. Equations d'Ito en cascade pour les dérivées de 2% et J(e,78)

Partons de la diffusion initiale (Xt) sur UcR", & coefficients o,b vérifiant

1.1. Aprés modification standard de (o,b), Tle calcul de la partie principale

[7®] utilise une diffusion X% , sa densité p® et son pont Z% , vérifiant (cf.

*
6.2) avec a = go

dX® = S(e,XE) dw + B(e,XE)dt
(0)

St(e,x) = 0(€2t,ft+ex) ; Bt(e,x) = eb(ezt,ft+ex)
(1) dz® = 5(e,Z%) dw + W(e,Z%)dt avec
(2) Wile,x) = By(e,x) + Vile,x) = eb(ezt,ft+cx) + a(ezt,ft+ex) 3, Tog pE(t 1x0)

D'autre part 6.(10) définit la semi-martingale locale Mi = Jt(g,ZE), qui
vérifie Mg =0 et
(3) dMe = £ r(e,2) [§ Fdt + e(dZ5-B(z8)dt)] avec
Ft(a,x) = y(ezt, ft+gx) et y=a

ce qui donne

(4) dM® = K(e,Z%) dw + 0(e,2%) dt avec

n

Kt(e,x) ef%* y(ezt,ft+£x) c(ezt,ft+sx)

(5) | e P . .
0,(esx) = » fi y(e"t,firex) f'y + efp 3, Tog p(t1x0)

Le couple (ZS,MQ) est donc une diffusion sur R™ x R a coefficients @
en t,e, et variables d'espace. Par suite (cf. [15] [71 [2]) Tes trajectoires
de (Z%,M%) sont presque sarement C® en ¢ et les processus

1

(6) ;1) =Ll 7D o s omiw = 6l

sont pour 0<t<1 des semi-martingales locales qui vérifient les équations d'Ito
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obtenues par dérivations formelles en ¢, & partir de (2) (3). Pour manipuler ces
équations, introduisens quelques conventions.

Conventions : A toute fonction différentiable ¢t(a,x) a valeurs vectorielles,

on associe les fonctions ¢1J(e,x) et les semi-martingales vectorielles w%J défi-

nies par
ij _ 1 i.J ij _ i) 0
(7) 0t" = FTIT %% 0 ot @ = ¢y (0,z))
ou 2% est le pont gaussien Timite des Z® quand e€-+0 (cf. 6.4). Le code utilisé

ietl est d'associer d la lettre majuscule ¢ la minuscule ¢ correspondante.

J sont des fonctionnelles multilinéaires symétriques (aléatoires) sur

Les w;
(IRm)J dont la valeur sera notée de facon monomiale évidente. Définissons les semi-

martingales vectorielles JVj(¢,Z) par

(8) pour j=1 ; 9’1(¢,Z) = !0
(9) vpour j>2 éPJ(¢,Z) = qgo + I wj-r,r.zi . ¥
- {"'}j 1 r
ol la somme est étendue a 1'ensemble d'indices
(10) {"'}j = {1Kr<d s 1§j1,...,1r§j-1 ; i1+...+ir=r}

Quand ¢ est donnée, 57j(¢,2) ne dépend que de ZO=Z0 et Z1"'Zj-1

Par dérivation formelle de (2) (3) (cf. appendice A.1.8. et [ 2]) on obtient

le systéme en cascade suivant, 4 lire avec les strictes conventions (7) (8) (9),

(11) dz; [g?j(S,Z) + 5012j] dw + [5rj(w,z) + w012j] dt

(12) dn = [#3(K,2) + k" 2] aw + [9)00,2) + 012 at

Notons bien (cf. [21) que Zes z; et My ne sont a priori définis et conti-

nus que sur [01[ opuisque, en tant que diffusion au sens Tittéral du terme, 7° est
de temps de vie 1. Mais on verra plus bas que les zj(t), mj(t) convergent p.s.
quand t-+1. Les équations (11) (12) se résolvent par une suite finie d'intégra-
tions stochastiques browniennes explicites (cf. [2]1). Clairement, les coefficients

de dw et dt dans {(11) {12) sont des polyndmes en 2y...25, de degré j sion



448

pose dozi = i, a coefficients déterministes dépendant du temps. De plus grdce a
(0) (2) (5), ces coefficients ne dépendent que des dérivées en t,x de o(t,x),

b(t,x) caleulées aux points (O,ft) ou f est la géodésique de & d n .

8.2. Moments des polyndmes de Taylor stochastiques de ZS,J(E,ZE)
Y y qu

Théoréme : Soit (Xt) la diffusion initiale 1.1, & coefficients o,b loca-
lement elliptiques Tisses. Imposons §&,n € U0 compact de U. I1 existe alors des

constantes robustes en (o,b), notées 1 et Cja » 320, o >1 ayant les propriétés

suivantes

Considérons aprés modification standard de {o,b) 1le pont Z% et la semi-

martingale Mi = Jt(e,Ze) solutions de (1) (3), soient z mj les coefficients

j’
des polyndmes de Taylor stochastiques de Z%,M® en € = 0, donnés par (11) (12) ;

alors pour |£-n|< T, on a presque sdrement convergence de zj(t), mj(t) quand

t->1, et lim zj(t) =0 ; de plus on a les majorations de moments
t->1

(13) ”Zj(t)Ha <oy VL et |[mj(t)Ha <S5y

pour 0<t<1, j>0, o>f.
Preuve : Montrons d'abord par récurrence sur i>1 que

”zi(t)”(x <c:, VT-t pour 0OKt<1, o>t

(14) !

Tim Zi(t) =0 P.p.s.
t1

Ceci est vrai pour i=0 car zo=Z° est un pont gaussien explicite (cf. 6.4).
Soit donc j>1 et supposons (14) vraie pour 0<1<j-1. Donnons-nous g>1. Les cal-
culs de moments menés plus bas au § 8.5 dans le cadre e>0, (cf. (41) (45) (49))
donnent en particulier quand =0 des constantes robustes en (o,b), notées ici
c et C1=c1(j,q) telles que pour O0Kt<1 on ait, avec les conventions (7) (8) (9)
et l'indice t muet partout,

s < c

* 01 1

(15)
VWi v {mqmp v ¢ opour tout veE R" de norme 1
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™, + kT < g pour i+r<j, oL(j+1)q
(16) ' _ _ b
Hw1r|hx + ||e1r||(1 <ey(1-t) z pour i+r<j, oa<(j+1)q

Pour un mondme typique de 5?3(N,Z) on a en chaque instant te€[01] 1'inéga-
1ité de HOlder, avec 1<r<j, 1<y 1,451

Wz Lz I

i Mg € W
i, iflg =

lhz; |l o lzy ]
q(r+1) i q(r+1) i q(r+1)
Mais 1'hypothese de récurrence {(14) vraie pour 0<ij-1} et la majoration

|

de ||w tirée de (16) fournissent alors c,=C5(j,q) robuste en (o,b)

qlr+1)

tel que
1

Jor.r, ) 4, o<t

{|w z; cozy | <ep(1-t

i =
1 r q
(indice t muet). Le terme de degré 0 dans #J(W,Z) s'écrit w® et a donc une

majoration identique par (16), d'ol c3=c3(j,q) robuste tel que
1

(17) PR g < c3l1-t) 7 it

Un calcul analogue basé sur (16) et 1'hypothése de récurrence fournit

c4=c4(j,q) robuste tel que
(18) lled(s,2) || ¢ <<

Grace a (15) (17) (18) qui contrdlent tous les coefficients de 1'équation

d'Ito (11) de z; , on peut appliquer le lemme 8.3 ci-dessous pour obtenir

J
cg=c5(j,q) robuste tel que sz(t)Hq §_c5(1-t)1/2, 0<t<1, et la convergence p.s.

de zj(t) vers 0 quand t->1.

Ainsi (14) est prouvée pour tout >0 o>1. A 1'aide de (14)(16) on peut main-

tenant reprendre un calcul analogue & (17)(18) pour obtenir c6=c6(j,q) robuste

tel que

1930, 2) [l ¢ < cg(1-6)77% pour <t

93D < <

I~

(19)

N

De (12) (16) (14) (19) on tire alors dmj = adw + B dt , avec

Hatllq <y et llstllq §_c7(1-t)-1/2 pour 0<t<1
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. . 1 »
avec ¢y = c;(j,q) robuste. D'ou la finitude de Jo (]Iut[]q + HBtllq)dt, ce qui
entraine classiquement la convergence p.s. de mj(t) quand t->1 .

D'autre part on sait que
1 o ol o
o dw < & sup a, 0<t<1
JO q - [0t] q

olt § = 8{q) est une constante universelle ; ceci montre que les Hmj(t)[]q restent

bornés par une constante robuste c8(j,q) pour 0<t<1,

I1 ne reste plus qu'a prouver le lemme technique crucial utilisé dans la dé-

monstration ci-dessus.

8.3. Lemme technique : Considérons pour 0<t<1 une semi-martingale locale X

sur R™  vérifiant XOE(J et
dX = (R+U)dw + (T+M)dt

ou R,T,U,M sont des semi-martingales Tocales a valeur matricielles définies sur

[01] . Supposons 1'existence de r>2 et c>1 tels que pour 0<t<1 on ait
AR

Xy M, < [- e+ ] [X, |2
tMe ST t

(20) c
IR 5 < € , el 2r5—1— =
C
My = Ny« WX, avec |Nt| <c X ] et ||wt||2r STx
16 kzrzc2 s
Alors le nombre K = e , ol k = dimension du brownien w, vérifie

Xl 5 < K VT-E pour 0<t<1
En particulier X, tend presque sirement vers 0 quand t-1 .

|2 atteint

Preuve : Soit D>0 quelconque et soit t le premier instant ou |Xt

la valeur D. Posons Y = X La formule d'Ito donne d'abord

tat
d]Y[2 = 2(Y*R+Y*U)dw + L2007 M) + trace [(R+U)*(R+U)]}dt

puis en posant H Iler

(21) dH = 2r[¥) 272 [(VReY U)W + VM dt] + 2r|¥]2 " eat
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avec
(22) 8= |¥]2 YT+ |Y|? trace [(R+U)"(ReU)] + (r-1) trace [(ReU) YY" (R+U)]
Par intégration de (21) et passage a 1'espérance E{.) on tire

(23) E(H

t
o = B =2 [V PR e (12T a
S

La fonction o E(Ht) est donc différentiable et vérifie

(24) o = 2r E[IVIPT2 Y M e Y12 ket

D'autre part (20} donne pour 0<t<1,

2r-2 1

(25) ELIYFT2 M) < (- gl v ©) oy

Puisque |trace A*A| <k |A|2 pour toute matrice A d'ordre (m,k) on majore
facilement |8| par (22) (20) pour obtenir

|2r-4 2r-1

Iy 18] < rkc?]Y |2+ (|T]+2rke|R]) Y] 2" Lerk|R] 2] Y| 202

D'oli par 1'inégalité de Holder et (20), pour 0<t<1,

(26) E[ller-4IB|] S rkCZLD + (L + 2Y‘kC2)(D1-1/2r . rkC2@1"1/r
V-t
Chrke? [o + St/ G 1=1/r
vV i-t

De (24) (25) (26) on déduit en posant x = 8 rk2c?

(27) (DI S (_ 12_7_'? +X)¢'t + gp;l:‘1/2)" +th1‘1/r

vV i-t
Posons @ = (1-t)" iy, avec 8 = Xt dion par substitution dans (27)

1 - -1/2r 1-1/2 =1,1-1/r 1-1
(1_t)r etwt S _ T;f wt + —_ij (1_t)r 1/2 el /2r wt 1/2r + X(1_t)r et /rwt /r

Puisque et > 1 onen tire a fortiori,

1-1/2r

W g Byt

- rwt]
Pour by > 1 le crochet est toujours < 0, car r > 2. Mais les propriétés

vo=0 et {y <0 dés que ¢, > 1} impliquent évidemment supy< 1 d'ol finale-
o} t t [01]
ment

t

o, < (1-t)" X" pour 0<t<t
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et donc

Xy 1 oy = wl/Zr S.ex/zr V-t pour 0<t<1

On fait tendre le niveau de troncature D vers +o et donc T vers 1 pour
obtenir

(28) I x <X yITE

t|[2r
D'aprés (20) (28) on a

R+U <c(1 + ex/Zr) <t
r'__ —_—

Ml < —S— (142 X/FT) octay
A B

1
d'oli 1a convergence de J ClIR+UIL . + [IT+M[| )dt  ce qui classiquement implique la
0

t
convergence p.s. de X, J [(R+U)dw + (T+M)dt] quand t~1. La limite X, des
0

Xy quand t=1 vérifie d'aprés (28) et le lemme de Fatou ”X1||2r =0 d'ol

X1=0 p.s.
8.4. Robustesse et v-modifications : Pour €tudier les moments de
z; = (3;25)€=0 nous avons eu besoin d'estimer ceux de 1'équation d'Ito vérifiée

par z; ; Tle méme probléeme se pose plus bas pour étudier les restes de Taylor de ZE.
Ces estimations reposent sur des calculs substantiels concernant les dérivées

alai Tog pS(t1X0) ol p® est la densité de X® . Nous donnons ces calculs en
appendice (cf. A.2.4) lorsque le coefficient de dw dans dX® est comparable a un
coefficient matriciel indépendant de ¢ et de Ta variable d'espace. Pour garantir

v
cette propriété, la modification standard o,b des coefficients initiaux o,b (ef.

6.1) va désormais &étre astreinte d étrve une v-modification (cf. 6.1}, pour un cer-
tain v fixé 0<v§_%%—. Ceci est toujours possible (cf. 6.1) pourvu que le niveau

de troncature p vérifie p < p (v) avec p_(v) robuste en o,b quand v est fixé.

LAVEV)
Rappelons (cf. 6.1) que les constantes ultrarobustes globales en (o,b) peu-

vent étre prises indépendantes de wv,p et ultrarobustes en {o,b) ; et que une fois
[AVEN4V}
v et p < p,(v) fizés Tes constantes robustes globales en (o,b) sont en fait

robustes en (o,b). Comme en 6.6, en notant SE, B® les coefficient de la diffusion
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X® vérifiant (0),on en conclut que toute constante a priori lide @ ¢ et aux choix
N

de v,p,0,b, mais ultrarobuste globale en (SE,BE), peut en fait étre prise indé-

pendante de €,v,p et ultrarobuste en o,b ; de méme une fois v,p fixés avec

p < po(v), les constantes robustes globales en (s€,8%) peuvent étre prises indé—

pendantes de ¢ et robustes en o,b.

En principe v et p sont fixés dans tous les calculs ci-dessous, mais le
bon choix de v ne sera précisé qu'en fin de § et ne dépendra que de Ta dimension
m, de 1'ordre N des développement asymptotigues, et de constantes ultrarobustes glo-
bales en (S%,B%). D'aprés ce qui précéde, le choix de v sera donc ultrarobuste
en (o,b), indépendant de ¢ , et toutes les constantes robustes globales en S
introduites en cours de calcul "deviendront” dont indépendantes de & et robustes

en (o,b).

NNy
Comme auparavant, i1 sera donc inutile de distinguer o,b de o,b par des

notations différentes. Tous ces arguments ont bien sir comme prémisse minimale la

restriction (1) de 6.1 que nous rappelons ici
(29) g,nel  compact de U ;5 |e-nf< cqo s p <oy
avec C1,p1 robustes en g,b.

8.5. Moments des coefficients du pont 7% et de leurs dérivées

Fixons un entier M qui ne dépendra que de 1'ordre N des développements asympto-
tiques cherchés. Fixons v > 0 trés petit et (cf. 6.1, 8.4) une v-modification
de o,b. Aprés cette v-modification, a = oo* vérifie d'apreés 6.(5)

1

T a(t,y) pour 0<t<1 ; x,y€ jirdd

(30) 7,1—\) a(t,y) < alt,x) <

On en déduit élémentairement 1'existence de g 2 robuste en o,b tel que le

coefficient A (e,.) donné par

(31) Alex) = 5,5(e.x) = alelt, Fyrex)

vérifie pour e < g, 0Kt<1, x€R"

1
1-2v

(32) T 2(0,F) < Ale,x) < = a(0,F,)
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Notons Lij 1'opérateur différentiel Lij = 3; Bi . Grdace a 1'encadrement
(32), et au fait qu'aprés modification standard de o,b Tles coefficients SE,B€ de
dX® sont a n-rigidité bornée pour chague n, on peut appliquer le théoreme A.2.5
(donné en appendice) au drift complémentaire Vt(e,x) = At(s,x) 3, log pE(t1x0) du
pont Z% . D'aprés les théoremes A.2.4 et A.2.5 ci-dessous, on a donc pour 0§g§e1,
0<t<t, x€R", i+j<N+3
it 2

ILij Vile,x)| < c(1-t) z exp (Ny 4%%—)

(33) _ !

|Lij 8, Tog p“(t1x0) | < c(1-t) 'z exp (Vi i?lg)
avec des constantes u > 0 et ¢ respt ultrarobuste globale et robuste globale en
(s%,B%). D'aprés 8.4, on peut donc prendre u indépendante de ¢e,v,p et ultraro-
buste en (o,b), tandis que une fois wv,p fixés ¢ peut étre prise indépendante de
e et robuste en o,b. Cet argument ne sera plus répété explicitement jusqu'd la fin
du paragraphe, nous nous contenterons des qualificatifs "ultrarobuste" et "robuste"

sans précision

Avec les conventions (7), on écrit ¢.% = L.. ¢, pour toute fonction ¢,(e,x).
t ij 't t

Les formules (0) (5) et la construction des modifications standard (cf. 6.1) mon-

trent élémentairement que pour i+j<N+3, 0<e,t<1, X € R",

(34) 1533 (eax) |+ 1B (enx) |+ [KI3(en)] < (14 )x|T)

avec ¢y robuste. Puisque W=B+V, (33) et (34) donnent
. R 2
(35) e, 0] < epti-t) 2 explomu 1)

avec ¢, robuste, dans les mémes conditions. Enfin (5) (33) donnent directement,

dans les mémes conditions, C3 robuste tel que
.. AL 2
(36) ol (e | < cy1-t) 2 explut 4210
On a vu (cf. § 5.8 et 7.8) que Te pont 2% de X® vérifie, avec des cons-

tantes My > 0 ultrarobustes et Cq raobuste
2
bad
(37) E [exp(u4 “Tgf_)] <y pour 0<t<1, 0<e<1



455

Imposons done désormats
(38) v §_u4/2MNu

Alors (33) (35) (36} {37) garantissent, avec ¢g robuste

i+t
(39) Vel (e, 2y + W2 (2D 1y + g (eaZD) Iy < e5(1-1)

pour i+j < N+3, 0<e<ey, 0KtKT. De plus (cf. 5.8) les E[Zi[j restent bornés par

une constante robuste quand 0<e, t<1 et j < (N+3)M ; de (34) on tire alors
ij ij ij €

(40) 1547 (e My + B2 (€2 [y + 1IKEH e ZD) M1y < 6

pour 0<e, t<1, 1+j<N+3, avec c¢ robuste.

Faisons maintenant e=0 dans (39) (40). Remarquons que le pont gaussien Z°
de X° est bien sir complétement indépendant de v et du choix de v-modification,
car dx® = o(O,ft)dwt. Par suite lorsque =0 (39) (40) s'appliquent quels que

soient M,N & condition de remplacer CgsCq Par cg (M,1,3), c6(M,1,j) constantes

robustes. Avec la convention (7) ol ¢EJ(0,22) = @%J appliqué & la lettre, on a

donc

| A

N y
”th ” M + HetJ ”M
(41)
y N
Nsed 11y + keIl y

pour O<t<1 et tout i,j,M, avec ¢

WS
O

iM robuste en ¢,b. Ceci peut se voir plus

directement bien sfir, mais reste non trivial pour Tes w1J’91J .
L'évaluation des restes de Taylor stochastiques (cf. 8.6) nécessite 1'estima-
tion de moments pour des enveloppes convexes de dérivées. Adoptons la convention
. . - ij. 1 i.J
pour toute fonction ¢t(g,x) a valeurs vectorielles on pose bp= ?TﬁT'aeax¢t
et
(42)

¢;J(e,y,x) = 02u21 |¢1j(Ue,uy + (1-u)x) |
u

i3 _ i3 € 50
(-pt - ¢t (S’Zt’zt)

de sorte que les fonctions ¢EJ et les processus ¢%J sont a valeurs dans R*

Par convexité en x de leurs 2M9S membres, les inégalités (34) (35) (36) im-

pliguent d'aprés (42)
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éij(e,y,x) + élj(e,y,x) + lzij(e,y,x) < c1(1+|x|i + Iyli)
L . it : 2
W%J(eg,x) + O;J(eq,x) < cgll-t) [exp(uNu %%%—) + exp(wNu 4%%—)]

pour i+j < N¢3, 0Kt<1, O<ee,, x,y € R' ,avec cg robuste. De (37) (38) (42)

(43) on tire avec le code rigoureux {majuscule ¢ donne minuscule @} .

sy + 1b (i + IlktJ Iy < cq
(44) Jj+1

iy 188y < egti-ny 2

pour 0<t<1, O<e<e,, i+j < N#3, avec cg robuste.
s . 01 _ 01,4 -0 01 _ 01,4 -0 o
Précisons le cas crucial de s¢ = St (O,Zt) et Wy o= wt (O,Zt). D'apres

(0) et Ta définition 6.1 des modifications standard, [S.(e,x)| est majoré par c,q

t
robuste quand 0<t, <1, x€R", d'ou

(45) [sg1| < ey pour 0<t<1.

D'autre part la densité po du processus gaussien X° a été calculée en 6.4;

d'oll immédiatement
1

-1
3, Tog p(t1 x 0) = 0pqX AVeC oyg = “ a(O,fS)ds]

t
(46) Vt(O,x) = - a(O,ft) oy qX
01,0y i
Ve (0,x) = 3y Vt(O,x) = - a(U,ft) Gy

et par un calcul élémentaire 1'existence de 11 robuste tel que, I étant la ma-

trice identité d'ordre (m,m),

01 1 m
(47 Ve (0,%) + ¢ I} < ¢y pour 0<t<1, x€ R

Puisque |Bg1(e,x)] est, d'apres (0) et la définition 6.1 des modifications

standard, borné par une constante robuste, le champ W=B+V vérifie avec 12 robuste

01
{48) W, (0,x) + Ti—t Il <eyp pour 0<t<1, x€ R"
et donc, pour tout vecteur VER" avec v =1

* 01 1
(49) VWV < g Oy pour 0<t<1
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Enfin de (43) (37) (38) on tire immédiatement
(50) 1519, 28,20y + 10,25, 2Dy < ©
t o A AN | t it Adat RN g, K

pour 055561, 0<Kt<1, avec 13 robuste.
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9. MOMENTS DES RESTES DE TAYLOR STOCHASTIQUES POUR 2% et J(e,Z%)

9.1. Choix d'une technique : Pour la diffusion (Z%,M%) considérée en 8.1,

écrivons zj(t) = j#—(agZE)ezo, mj(t) = SLA(BiME)E:O et les formules de Taylor
stochastiques

€ . J j+1

YA zo + 921 +...+ ¢ zj + ¢ 2j+1
(1) . -

€ _ J J+1

M= = m, + €My +...+ € mj + € mj+1

Les restes z. .(e,t) et m. ,(e,t) peuvent &tre estimés a 1'aide de 39%1Z°,
J+1 i+1

i+ . . . . R s
oY 1ME ar des formules classiques ; mais ces expressions font intervenir les déri-
q

vées de Z%,M° en des points &8¢ avec s€[01] aléatoire et se révelent ici plutét

inutilisables vues les estimations (35) (36) du § 8.

Comme nous 1'avons déja constaté dans [2 1], 21 est bien plus efficace d'étu—

(e,t) et m.

J+1(e,t) comme semi-martingales en t .

dier directement les Z.
j+1

9.2. Systéme en cascade pour les restes de Taylor stochastigues : Les

équations d'Ito {cf. 8.1) a coefficients c®

@ d2% = S(e,Z%)dw + W(e,Z25)dt
2
dME = K(e,Z%)dw + ofe,Z%)dt

fournissent pour Z%,M® 1les développements de Taylor stochastiques (1) d'ordre j

quelconques. D'aprés le théoreme A.1.8 donné en appendice, les restes de Taylor

(e,t), mj+1(e,t) sont pour 0<t<1 des semi-martingales locales en t, nulles

251
en t=0, solutions du systeme en cascade suivant, pour j>0,

(3) dzj+1 =uﬂj+1 (Sz z) dw +u¢j+1(WZ z) dt
(4) dm‘j+1 =,ﬂ3+1 (Kz z) +»uﬂ5+1(Kz z) dt

dans lequel pour toute fonction ¢t(e,x) lisse en €,X la notation uﬂ3+1(¢ z 2)



459

désigne une semi-martingale locale en t, dont la valeur en t se calcule de fagon
universelle explicite a partir de £ , de la fonction <1>t(.,.), de zo(t)...zj(t) et
de 21(£,t)...zj+1(e,t) .

o N LN BN PN . -
Pour decr1re,,{{j+1(¢ z z) , rappelons que 0" = 3T 8.9y o 3 les poly

nomes de Taylor d'ordre j usuels de ¢t(e,y) calculés en (0,x) définissent par
simple différence des restes TAYj+1 ¢>t(e y X} tels que
(5) o lesy) = z a‘qa%Z(O,x).(y-X)l + ] TAY 5 q dple yx)
0<i+4<J
Avec le code rigoureux {majuscule ¢ » minuscule @} associons d ¢ les semi-

martingales locales q)U indépendantes de ¢

ij _ ,i] 0
et les semi-martingales locales [tayj+1¢] , lides d € ,
= € 50
(7) tay,q oy = TAYJ.+1 oy (€,24,77)

D'aprés le théoréme A.1.8. en appendice, on a alors a chaque instant t < 1,

(indice t muet partout)
(8) Jl1(¢ z z) = tay ¢ pour j+1=1

~et pour j+1>2

- 0 - -
(¢z2) =9 Zj,q ¥ tayj 0 ¢ mj”(q) )

(¢ z2) est un polyndme

(9) M

ol la valeur en t de la semi-martingale locale '%j+1
untversel (d coefficients entiers constants) en les variables

(10) (2y(8).24(8) 5 20 (0)...25(0) 5 0", Teagiet)
Pour écrire '%j+1’ posons pour tout multi-indice a = (1'1...1'q)
(1) la] = 1'1+...+1'q, dim o = q, max a = max{1'1,...,1'q}

Pour les LD;I: qui sont des formes L-multilinéaires symétriques ‘aléatoires)

sur  (RM* posons (indice t muet)
(12) wilza;B = (,om(z1 a2y, 2. ...Z. )
1 q I Ir
quand o = (1'1...1'q), B = (j1...jr), dimo+ dimB= £ , avec des conventions triviales

sia=06 oup= ¢.
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Alors (cf. théoréme A.1.8) pour j+1 > 2 on a & chaque instant t (temps t

omis systématiquement en indice)

a0z ) = T
j+1 128
{"'}j+1

ol 1a somme £ est étendue aux (i2oB) appartenant a

(13) P o' *2%2P

(14) {"'}j+1 = {i+2<j; dimo + dimg = & ; maxo <j ; maxB <j}

et les r sont des entiers universels déterminés par J seulement.

ijag
Estimons les moments des 3?j+1 et °IG+1' Rappelons qu'a toute fonction
¢t(e,x) on a associé des fonctions numérigues positives ¢%J(gy x) et des pro-

cessus numériques positifs w13 1iés a ¢ :
t

(1) o (e ) = sup oy (uesuy+(1-0))]
<u<

"1 _ oid € 50
(16) (pt - Cbt (Esztszt)

Les définitions (5) (6) donnent (formule de Taylor déterministe)

(17) ITAY, L gley ) < 2 ol Meyx). (X
j¥1 vt Semjet t e
- £ 50
d'ou par (7) (16) (17) et 1'identite z, = z ;Z
cio - g
(18) tay. 0] < I o *lz,| , & chague instant t<1.
J+1 = 1

i+8=]+1
D'autre part (13) fournit une constante universelle y(j) telle que, a chaque
instant t<1
(19) #4022 <x(@ T o' [21%21®
TES
ol la somme I est étendue aux (iaB ) {"‘}j+1’ ensemble décrit par (14), avec la

convention naturelle

1z | et |z]%= jz; |..
'q B q

Iz|® = |z zg | opour a =(ig...1)

1-1|... q

9.3. Moments des restes de Taylor stochastiques : Théoré&me : Soit (xt)

Ta diffusion initiale 1.1 sur UE€ Rm, a coefficients o,b.

Imposons &,n € U0 compact de U. Soient q, N deux entiers donnés. Posons
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U
M = 4q(N+5)! et v = inf (1—10, ?M—:u) oll HiHy sont des constantes ultrarobustes en

g,b introduites par 8.(38). I1 existe alors des constantes eo,r,c,c1>0 robustes

en o,b ayant les propriétés suivantes :

Si on fixe un niveau de troncature p < T, si on impose {&-n] < ¢t , et si
on choisit une v-modification de o,b quelconque, alors le pont Zi et la semi-
martingale locale Mi = Jt(e,ZE) ont des restes de Taylor stochastiques Zy,3 et
M+ 3 vérifiant

(20) 2y, 3(eat) | gq < g VITE et [lmy,a(e,t) | 4 < cf

pour 0<e< € 0<t<1.

O 2
Preuve : Pour M donné rappelons (théoréme 8.2) qu'il existe des constantes TsCy

robustes telles que pour g;nel, [g-=n| < 1, 0<t<1, O0<i<N+3, on ait
(21) lz; () Iy < ey VTE et [Im(t) ]y < <y

Procédons par récurrence. Soit j € [1,N+2]. Supposons déja prowvée 1'exis-
tence de constantes robustes ¢ = c(j) > 1, gy > 0 et d‘un nombre Rje [2,M] tels

que

l|z; (e, 1) | p<c VTt pour

0CtCt,  O<eCeq,  1CHCT, 1SRy

Lorsque r(j+2) < Rj, les relations (18) (22) entrainent pour toute fonction

lisse ¢t(e,x), a tout instant t<1

R TR
¢ J+1 "ig . 1-£)%/2
=° 1'+9v=§+1 el r(3+2)( :
Pour majorer le terme génériqgue de ,%’j+1(¢z.;_), prenons i2ap dans 1'ensem-
ble {...}, défini par (14) ; d'aprés (21) (22) et 1'inégalité de Holder on a
J+1
pour  0<t<1
ig - ig £ 2/2

(24) 1912141215 < o™l g1y (erep*1-0) Y

pourvu que r(j+1) < RJ. <M.
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Les estimations 8.(44) et (23) entrainent
€2

(25) “tayJ'+15tH r < Co et ||tan+1wt“ r < E

pour 0<t<1, 05;591, r(j+2)§Rj§M, avec ¢, robuste. Les estimations 8.(41) et

(24) donnent pour (iftap)e {...} 0<t<t,  0<e<ey, r(j+1)§Rj§M

J+1’
. - . - [
(26) '}|s1lzuzsl}[r <cgs H|w 77z 5_——§——
- vVi-t
avec cy robuste. De (19) (26) (25) on déduit
||tayj S+ Ry (Szz)|| . < ¢4
(27)
- -1/2
Htayj+1w + 3€j+1 Wz z)| . < cql1-t) /

pour O<t<1, O<e<ey, r(j+2)§Rj§M, avec c, robuste. D'aprés (4) (9) (27) ona

donc

(28) N O L T LI

2 .
avec lagll . < cqs 18I, < cql1-t)7 12 qorsque r(j+2) <R, 0K, 0<egey.

Les majorations 8.(45) et 8.(49) de 1 e ViWOly permettent alors d'appliquer
le lemme 8.3 & 1'équation d'Ito (28) pour obtenir cg robuste en o,b tel que

1 o
HZJ+1 Il . <cg VT-T pour 0<t<1, 0<e<ey pourvu que 4 <r S-HI?'Rj . Ainsi

R.
(22) est maintenant valide pour 1<i<j+1, & condition de prendre 4 Ry = 3%? s
ce qui suggére le choix = 4q %g;%%T et M = 4q(N+5)!. Une fois (22) établie

pour Jj=1 , T1'argument precedent propagera donc la validité de (22) jusqu'a j=N+3
avec une constante robuste adéquate c=c(N) et r S-RN+3 = 4q(N+5).

Ainsi i1 ne reste plus qu'a étudier |[|z,]] . pour r < Ry = 2q(N+5)!. D'aprés
(3) (8) on a

(29) d§1 = (tay,S)dw + (tay,W)dt

et 1l n'est pas possible d'utiliser ici l'assertion (25) dont la validité était liée
g celle supposée vraie de (22). Les définitions (5) (7) de tay,¢ donnent & tout

instant t < 1
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(30) tay o = al¢) + (¢)  avec
1

a(8) = 1 [4(e,2)-6(0,29) s Blo)= L [6(0,2)-6(0,2°)]

Clairement pour 0<e, t<1 on a

la(e)| < '%e,28,75)
18(6)] < 6°%(0,25,2% 151|

(31)

En particulier 8.(50) et 8.(43) fournissent cg robuste tel que

lladS) |y + HalWd ]l y < cq

(32) -
[B(S)| + [B(B)] < cg |24]

pour 0<t<1, 0<e<ey .
D'autre part (30) et 1'identité W=B+V donnent
{33) gluW) = g(B) + (V)

Comme Vt(O,x) est (cf. 8.46)) 1linéaire la fonction linéaire en x sui-

vante
1 -1
(34) Vt(O,x) = -a(O,ft) QX avec ayy = [It a(O,fS)ds]
on a évidemment
1 R

(35) [B(V)]t =< [Vt(O,Zi)-Vt(U,Zg)] = -a(O,ft) Qg q 21(€,t)
clest-a-dire [8(V)], = Fy 2y(e,t) avec (cf. 8.(47))
(36) Fy + o Il <oy pour 0<t<H
ol ¢y est une constante robuste.

D'aprés (29) (30) (33) (35) on a (indice t muet)

dzy = [a(S) + B(S)Jdw + [a(W) + B(B) + F z,]dt

Les majorations (36) (32) permettent d'appliquer le lemme 8.3 & cette équation

d'Ito, et d'en tirer une constante robuste Cg telle que
lzq(est) |l y < cg VI-T pour 0<t<t, O<edey -

Comme on 1'a déja vu, ceci suffit a démarrer la récurrence (22) et a prouver

finalement que
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(37) llz;(est) i sq(nes) < Cg VI-T
pour 0Ct<1, 0<eleq, 1<j<N+3, avec cg,eq robustes en o,b.

Les mémes calculs qu'en (23) (24) (25) (26) (27) fournissent maintenant grdce
a (37), et a T'aide de (21), 8.(44), 8.(41) les majorations suivantes, avec 1o

robuste

[tayy 3k + #yakz)]l

|~

“10

- . -1/2
IItayy, 30 + #y,3(022) ] . < cqgl1-t)
pour 0<t<t, 0<e<eq, pourvu que r<4q. D'autre part 8.(41) et (37) donnent i
robuste tel que

012 012 -1/2
1K 2y sl o gy et 107 zy5ll . < cqq(1-0) /

pour 0<t<1, O0<e<eq, 2r<4q(N+5). Finalement on voit que, avec ¢ robuste,
AN SNESEY X 12

(38) M5 (K22, < cypp

|L41N+3(O z%)[]r §,c12(1-t)'1/2

pour 0<t<1, 0<ecey, r<4q. Ces dernieres majorations contrdlent donc (cf.(4)) les
deux coefficients de 1'équation d'Ito vérifiée par dmN+3 ; on en déduit comme en
fin de preuve 8.2 une constante robuste c,3 telle que HmN+3(e,t)H 4q < ¢qg Ppour

0<t<1, OSESE,I .
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10. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA DENSITE.

10.1. Comparaison des deux développements de Jt(E,ZE) : Donnons-nous

q,N entiers. Les théoremes 8.2 et 9.3 fournissent, pour Uo compact fixé de U,

des constantes T €y Cq v > 0 robustes en (o,b) telles que pour
(1) le-n] <eqp 5 Emely 5 opdt 3 0<eey

et pour toute v-modification de (o,b) , la semi-martingale Mi = J;(e,Z%)  donnée
par 6.(10) admette le développement de Taylor stochastique

N+2 N+3

(2) Jt(E,ZE) = mo(t) + €m1(t)+---+ £ mN+2(t) + g mN+3(€9t)
valable pour 0<t<1 ; de plus on a alors pour 0<j<N+2, 0<t<]
(3) Ims ()1 gq + IImy,3(est) 1l 4q < c4le)
avec Cz(p) robuste en o,b une fois p fixé.
D'autre part sous les conditions supplémentaires
(4) [e-n| < cg 0<e<pLes
avec cj robuste, on a obtenu au § 7.3 Te développement

(5 I (6,2 =1+ e? 1,(2%) + € 15(e,7%)

avec ¢, robuste tel que

(6) exp|12(Z€)] ‘|4q + }H(eza) exp |€I3(€,Z€)| ‘l4q <¢y
Définissons des v.a.numériques Jj et Jy s = JIn.3(e) par
(7) Jy = mj(1) pour 0Ci<N+2 3 Jy.q = my a(e,1)

De (2) (3) (5) (6) (7) et de 1'expression 7.(11) de I,(Z), on déduit élémen-
tairement les identités

o
(8) J 210 5 9420 s 32512(20) = xz(z°,z°) + U,
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avec les notations du § 7, et ensuite

(9) [)(ZF) + ely(e,25) = 0pr edy +evut €dyp + € Jyyg
Posons
4 -

Q = 2,(Z5,7°) + elz(e,Z%)
(10) i

R = 1,(2°) + 813(6,28)
de sorte que par {9) et 7.(11),

- = N N+1 ]

(11) REupy + Q3dy +oour ey, + € Jy,3

10.2. Calcul du développement de [n°] : D'aprés 7.(25) et 1'identité (11),

la partie principale [1%] de la densité n5(01&n) s'écrit

2
(12) [n*] = ¢ p5(0100) exp(- 9—1§§Dl) E(H(ez)e ™R
2¢e
Le développement standard de 1'exponentielle s'écrit
& N NCAS L
e e [kfo 1 R+ —gyT @

avec 0<&<1, et donc par (11)

d(JZ-R)]

-J N -
-R . 2 k N+1
(13) e =e [1+ k§1 €q, * ¢ qN+1] avec
- 8(J,-R)
14 2
¢ ) qN+1 =d+ye

oli ¢ , ¥ sont des polynémes universels en g,J3...JN+2, JN+3 , de degrés <N+1 en
chacune de leurs variables, et ol chaque ay est un polyndme universel
ﬂk(J3...Jk+2), de degré <k en chaque variable. D'aprés (3) (7) on en déduit cg

robuste tel que

llell + vl <c
(15)
||qk||4q/k2 < cg pour I<k<N

D'autre part les expressions (8) (10) de Jys R, Ta majoration
§(J5-R) ) [3,]+[R]
e

e , et (6) donnent
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83,

Iz e % g < (eg)?

et de (14)(15) on tire alors cg robuste tel que

(16) IKEZ%) ay, 29/ ()2 < 6

pourvu que qu(N+1)2' On choisira donc au départ du calcul q=(N+1)2 , et (16)

(13) impliqueront

-J

E [e 2

E [H(eZ®) e ™R N+t

N
(1+ 5 eq) H(eZ®)] + Ofe
(7) N+1 k=1

N+1)] C7 e

avec |0(e

| A

et ¢y robuste en o,b.

Les conditions de validité de (17) sont d'aprés ce qui précéde la conjonction
e (1) (4) et des conditions de validité du développement 7.(25) pour [7®] , c'est-
a-dire de 7.(20). 11 est facile de voir que {(1), (4), 7.(20)} ainsi que les con-

ditions de validité du théoréme 4.2 sont sirement vraies si on a
1
(18) Enely 5 [e-n] Cego 5 0 go<icg
avec cg robuste.
D'autre part, (15) (8) (6) donnent pour 1<k<N+2

(19) le % all 24,2 < S

avec cgq robuste ; comme H(.) est a support dans la boule de centre 0 et rayon 2p,

1'inégalité de Holder et (19) donnent
~J ~J o
2 2 > 2
(20) [Ee “qy) - E(e “qy H(eZ))]| < cq P [ NIZGHl o > 2]

avec % + ga»= 1. Le théoréme 5.12 et 7.8 fournissent 10 robuste tel que

2
P 1 _ P
(21) P LHZ5 1 g > 221 < b explocyq 2)
10 €
Fizons désormais p = Cgs au vu de (18). Alors (21) montre que le an membre
N+1

de (20) est majoré par Cyp € avec  Cyy robuste, d'ou finalement par (17) (20)
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6 Ry Nk o N
E[H(eZ") "] = = w e +0(e ) avec
k=0

(22) jo(M*h | <eyp et et cqp robuste en o,b
-J -J
) 2 ) 2
HO = E(e ) s uk = E(e qk)
On sait déja (lemme 7.6) que p=(0100) est @ ene , et donc admet un
bon développement de Taylor déterministe

(23) pE(0100) = Py * EPqFe..t eNpN + 0(5N+1)

Le théorégme A.2.2 donné en appendice, fournit C13 robuste par rapport aux

coefficients S%,B5 de X (cf. 6.2) et donc robuste en o,b d'aprés 6.6, tel que
(24) [ang(o 100) | <cqy  pour 0<e<ts O<I<N+3
d'olt a fortiori dans (23)

{25) }pj[ <eq3 , o O<G<N+2
N+1

N+1

et une majoration du reste |0(c" )| de (23) par ¢ De (22) (23) (25) et

13%
(12) on tire élémentairement

2
(7] = (= expl- 5] [greny s ey 0]
(26) ©

N+1)l N+1

avec |0(e <cge 5 et |vy] <cgy pour OGN

ol Cqg est une constante robuste en ¢g,b. L'estimation 4.2 de la partie évanes-

cente HE-[HE] » donne évidemment, puisque  est maintenant fixé, 15 robuste

tel que
2
-m d“(g,n) N+1
(27) 0a-[7%] < [ exp{- —2—§2—”~)] (cyge )
Finalement (18) et le choix p = cg garantissent
_ 2
w(0,e2.6.m) = [e" exp(- ﬂézm_))] [Vg + evq +..¥ ENVN + 0(€N+1)]
2e
(28)
avec [0(eN+T)] <eyg M1 et g robuste en o,b .

Les théorémes 1.2 et 2.4 sont & ce point pratiquement démontrés, a condition

de prouver que les v2j+1 sont nuls, ce qui va étre fait au paragraphe suivant.
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10.3. Nullité des coefficients d'ordre impair : Lemme : Avec les hypo-

théses et notations de 10.2 on a P2jeq = Moset = Voje1 = 0 pour 1< 2j+1<N+2,

Preuve : ltes formules 8.(0), 8.{2), 8.(5) qui regroupent les définitions de
S,B,W,K,0 a partir des coefficients initiaux o,b ont a priori été donné pour
e>0. Mais elles gardent clairement un sens pour tout ¢ € R, aprés modification
standard des coefficients initiaux o,b. Par conséquent XE,ZE,M%=Jt(e,ZE) sont

ausst définis pour €€ R, ainsi que la densité }:JE de XE.
On a immédiatement les identités
(29) Sylesx) =8, (~e,~x) B, (e,x) = -B,(-€,-x)

qui par 8.(0) entrainent, w étant la trajectoire globale du brownien, 1'égalité

P.presque sire en w
(30) X%(w) ==X (-w) pour 0<t<1
Donc X @ méme loi que -X° , ce qui entraine
(31) p°(s txy) =p “(s,t,-x,-y)
pour tout 0<s<t<1, Xx,y€ R"™ . En particulier on a
(32) pS(0100) =p %(0100) pour tout e€ R
(33) 8, log pS(t120) = -3 log p"*(t,1,-2,0)
pour tout OKt<1, z€R™, ceR. De (33) (29) et 8.(2) on déduit les identités
(34) Splesx) =S (-e,-x) et W (e,x) = -Wy(-e,-x)
et donc par 8.(1) 1'égalité P.presque sdre en w, pour chaque ¢€ R
(35) Zg(w) =-2.%(-w)  pour 0<t<1
De méme (33) et 8.(5) donnent les identités
(36) Kilesx) 2 -Kil-e,-x) et 0.(e,x) =20, (-¢,-x)
L'équation d'Ito 8.(4), et les relations (35) (36) entrainent pour chaque
e€R, 1'égalité P.presque sire en w

(37) ME(w) =04 (e,2(w)) =0, (=€, 275 (-w)) =M "(-w)
pour 0<t<1 .
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De (35) (36) et des développements de Taylor de Z%,M% on conclut que pour

tout  3>0

(38) le processus {ZO"'Zj ; mo...mj} a méme loi que le processus
- oyt . _1yJ
(-2 524500 (-1) z; 5 Mg s my,...(=1) mj}

En particulier la définition (7) des ‘]j entraine alors pour tout j>0

(39) le vecteur aléatoire (JO,.. . ,Jj) a méme loi que le vecteur aléatoire
- -3
(Jgs=dqseens (=107 35)
Par construction (cf. {11) (13)), les polyndmes “k(J3'“‘]k+2)5qk vérifient

L'identité de séries formelles

. -J
-2 _ 2 k
(40) exp( £ &79,) =e [+ 2 e mlg..ndp,n)]

2 J k>1

De (39) (40) on conclut que pour tout k>0, avec 9, =1
-d -J
(41) e 2 q a méme loi que (-1)k e 2 9

et donc par (22)

(42) =0  pour k>0

Hok+1

Comme (23) (32) donnent immédiatement

(43) =0 pour k>0

Pok+1
1'identité formelle évidente

(z efpp) (2 lup=

Z
k>0 0 ) ko

fournit finalement

(44) =0 pour k>0

Vok+1

10.4. Calcul explicite des Ps Les nombres: Py = j1T [3‘; p€(0100)] e=0

pewvent se calculer explicitement & partir d'intégrales multiples de noyaux du type
[(potyndme) X (noyau gaussien)] . En effet, on vient de voir que les p2j+1 sont
nuls, et Py = p°(0100) a €té calculé en 6.4. Pour les Py 2j>2 on utilise
(cf. appendice A.2.7) la représentation explicite de pS(stxy) obtenue par la

méthode de 1a paramétrix
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* *
P =y+y (3 n")
r>1

ol y,n sont explicites (cf. A.2.7). Les estimations du § A.2.16 montrent que

n=e¢ ol le noyau ¢ vérifie & {¢[*r < @ , ce qui donne (cf. A.2.16)
r>1

] *
= ag [yty» Z n '] enc=0
1<Krdj

J e
Sep
Comme (cf. A.2.15) vy et n vérifient 1'identité naturelle

BE(Y*ﬂ*r) B BEY*ﬂ*r . Y*aen*n*(r‘—1)+“'+ Y*n*(r—1) 3,0
on voit que pj est somme finie de convolutions du type by wee oy ol chaque
noyau W, est soit de la forme (B;Y)EZO avec i<j, soit de ta forme (9;”)5=0
avec 1i<j ; ces deux derniers noyaux (cf. A.2.7, A.2.9, A.2.16) sont de la forme

[(polyndme) x (noyau gaussien)] et s'explicitent élémentairement.
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APPENDICE

A.1. Calcul polynomial formel et restes de Taylor

Nous exposons ici une identité polyndmiale élémentaire, ingrédient essentiel
pour décrire efficacement le systéme en cascade vérifié par les restes de Taylor

stochastiques associés & la solution d'une équation d'Ito paramétrée.

A.1.1. Une identité polyndmiale

Théoréme : Considérons des variables formelles {e 5 1 ; Yy, i>13 Yy j>1}.

Soit & 1'anneau des polyndmes en ces variables, & coefficients dans Z . Alors
pour tout couple d'entiers j, n avec 1l<j<n il existe dans P des polyndmes

universels ¢ .(e,Y) et R (Y,¥) donnés par (6) (7) tels que les (n+l1)

n,J n+l,]
relations polyndmiales
Z=¢c¥Y pour i =1
(1) { ! - -
Z=€Y1 L Y,i_1+e1 Yi pour 2<1i<n+l

impliquent 1'identité dans &

n+l iy

(2) 2= g s(e) + €T R (Y.

NsJ
Remarque : La formulation puriste du résultat précédent devrait se faire en termes
d'idBaux, mais nous préférons un langage plus terre-a-terre.

Preuve : Introduisons quelques notations. Le multi-indice vide est noté @ ; les
multi-indices o # @ sont du type o = (1'1...1'k) avec Kk, il,...,ikzl 5 on pose

alors

(=8
s
=
Q2

|

=k ; max oc=max{1l,...,1k}

n

(3) (T DU T AT 7R 2
'Il 1

k k.
p| =dimp=mxp=0 et Y =V -1

Pour 1<j<n considérons 1'ensemble de paires de multi-indices

(4)  E(n+1,j) = {(a,B)]| o] + |B| = n+l 5 dim a+dim 8=j; dim 8>1 ; max a<n-1}
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et remarguons que 1'on a toujours 1'implication
(5) (a,8) €E(n+l,j) => max o, max B < n+2-j.

Vérifions par récurrence que (2) est vraie avec les formules suivantes ol 1<j<n

(6) 8, (e2Y) = 5o clol yo
J {]a|<n,dim a=j}
(7 R .. (Y,0) = PR ol i
] (a,B)eb(nel,j) @BNJ
oll les entiers caan sont des constantes universelles valant 0 ou 1.

Pour j=1, 1'assertion {(1) = (2)} et (6) {7) sont trivialement vraies

avec

= n » =
(8) ¢n1 = Y1 +...+ € Yn ; Rn+1,1 = Yn+1

Le passage de j & (j+l) se réduit & écrire ZJJrl = ZjZ et a remplacer 7 par

n .
(¢n-1,j+€ an) d'ol
Jj+1 _ n
Z —¢n_1,jZ+s an Z .

Dans anZ on remplace Z par ¢ Y1 ; dans un mondme typique s|°‘] Y 7 de

n-|al n+l-al| oo
¢n-1,j on remplace Z par (eYl+...+ € Yn—}a]+€ Yn+1_[a|) d'ol 1a
bonne valeur (6) de ¢ _ . et la formule de récurrence

n,Jj+1
(9) R . ..=R . ¥, + vy
ntl,j+1 =~ "n,j 1 {Ja|<n-153Tm o=j} n+1-jal
qui permet de vérifier la stabilité de (7).
A.1.2. Formes multilinéaires symétriques : Soit F un espace euclidien ;

supposons les variables 1, Yi’ ?j ad valeurs dans F, et € a valeurs dans R.
Soit Q une forme Jj-multilinéaire symétrique sur FJJ‘ d valeurs dans un espace
euclidien G.

Pour tout i,r,a,f avee r+dima+dimB8 = j posons, quand a = (1‘1...ik),
8= (5yeedy)

(10) L AT PR TS S A SRR ZEN SRR
" W Iy

IT est clair que 1'opération Q ainsi définie se prolonge Z -linéairement aux
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polyndmes de & qui sont combinaisons linéaires de mondmes du type ci-dessus,
et est & valeurs dans G. Le th. A.1.1 implique donc immédiatement le corollaire

suivant.

A.1.3. Identité polynbmiale pour formes multilinéaires symétriques

Théoréme : Dans la situation A.1.2, les (n+l) relations polynbmiales (1) entre
Z, Y, Y, ¢ dimpliquent pour toute forme j-multilinéaire symétrique Q : FU g
1'identité

. ) )
(11) 0 = S €|0L|QYOL + "™ QR . (Y,Y)
{]a|<n,dim a=j} n+l,

avec les conventions (3) (10).

A.1.4, Composition des polyndmes de Taylor : Pour n > 1 considérons le

polyndme "de Taylor" typique

(12) We,Z) = ¢ ey D

_ 0<i+j<n .
ol les w1J sont des fonctionnelles j-multilinéaires symétriques sur 3 valeurs
dans G, arbitraires pour le moment. Supposons les (n+l) relations polyndmiales (1)

vérifiées par LY Ye. Développons w1j2j par (11) en remplagant n par (n-1).

On obtient immédiatement 1'identité en eZVYY

(13) oe2) = 1 o) v ™G (D) avec
O<k<n
(14) Z(v,Y) = I oY% g 3 est restreinte 3 1'ensemble {dim a=j, i+la|=k,
1530

itj<n}

et dans laquelle Te polyndme ¢n+1 s'écrit

] ) ] - A
(15) Yoy (YY) = y° Vo1 T (WY Y)  avec
(16) gzz(q;v?) =0 pour n+l=2
(17) R YY) = R () powr n+l > 3.
n+l {Zigin n+l, j i
1<j;0<i

D'aprés (4) (5) (7) (17) le polyndme universel @ s'écrit encore powr n+l > 3:

n+l

(18) R (oY) = ; v (n) pld yeyB
n+l (i j D€ &(n+1) ijaB
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ol les rs jug(n) sont des constantes entiéres universelles et 1'ensemble d'indices

&(n+l) est défini par

2<i+j<n; i+ Ja] + 8] =ntl; dima+dimg =3 ; 1<dimB ;
(19) - - -

max o < n-1-1 5 max o, max B < n+2-i-j.

En particulier le polyndme @N+1(wYY) ne dépend que de Yy...Y 15 Yy...¥ et

des WU, 2 <i+j < n ; le polyndme @k(w,Y) ne dépend que de Yl"'Y et des

[3
w”, 0 < i+j < k.

A.1.5. Notations liées 3 la formule de Taylor : Soient F, G deux espaces

euclidiens, ¢ : Rx F = G une fonction de (e,x), de classe finie assez grande
pour que toutes les dérivées en vue existent. On définit ¢>1J, et

TAYJ.+1¢: RxFxF -G par

L

(20) o =y 2u0y ¢

(21) sey) = = et g0yt s T Tav s ey 0.
0<i+2<] J

Avec ces notations, les résultats de A.1.4 fournissent immédiatement le théoréme

qui suit.

A.1.6. Restes de Taylor polyndmiaux explicites

Théoréme : Pour tout n>1, Tes polyndmes universels @k’

définis par (14) (16) (18) (19) ont la propriété suivante : quelle que soit la

Of.kf_n’Et‘%ml

fonction ¢{e,x) de classe n, avec e€ R, x€F espace euclidien, & valeurs

vectorielles, quels que soient les vecteurs Z, ZO, ZyeZps 21“'Zn , de F 1iés

& ¢ par les relations

-0 J i+l .
(22) L=17 +ezqg ..t ez5te 2541 0<jz<nm

on a, en posant @1J=¢1J(O,ZO) et o= {(1)1'], 0 <i, J<n}, 1'identité

n+l. 01

n .
(23) o(e,Z) = E e P, (9.2) + ¢ o 2o+ R (0,2,2) + TAY o(,2,2°)]

k=0
o z=(z;...2,), z= (z)...2
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A.1.7. Application aux restes de Taylor stochastiques : Considérons

maintenant une équation d'Ito dz® = 5% dw + WE dt ou les coefficients dépendent

€ par la formule (23)

du paramétre e . Le développement de Taylor précis de sE, W
ci-dessus explicite immédiatement, comme dans [2] Te systéme en cascade vérifié par
Tes coefficients et les restes des développements de Taylor stochastiques de .

D'o@t Te théoréme suivant, qui précise utilement [15] [7] [ 2].

A.1.8. Systéme en cascade pour restes de Taylor stochastiques

P ~ . £ . . ~
Théoréme : Soit Z; une diffusion, non homogéne dans le temps, sur un ouvert

t
U de R" , Vvérifiant Zg = xoelJ, paramétrée par e > 0, et solution pour

0<t<l de
(24) dzi = st(a,zi)dwt + wt(e,Zi)dt
ol les coefficients St(s,x), wt(e,x) sont de classe N+l en €, z, 0<e <1,

z€U, avec toutes leurs dérivées continues en t€[01[ . Alors pour tout O0<j<N,
7% admet en € =0 Tes développements de Taylor stochastiques

€ _ 50 J j+l ¢
(25) Z°=1" + ez) +...+ ¢ Z + e zj+1
1
j! e=0

égal & celyui de Zo, données (cf. [151 [ 71 [2]) par Te systéme en cascade formel-

ot les z; = (82 Zs) sont des semi-martingales locales de temps de vie

lement déduit de (25) par dérivations successives en e = 0 ; de plus (cf. [2])

les restes zj+1(e,t) sont des semi-martingales (locales) en t, de temps de vie
égal & celui de Zo, qui vérifient pour j+1 > 1 Tle systéme en cascade suivant
(26) dz;, =mj+1{Szz)dw + M (Wz2) dt

oli pour toute fonction différentiable ¢t(e,x), la notation 1nj+1(¢ zi) désigne
une semi-martingale ne dépendant que de Zl"‘zj’ 21"'2j+1’ Zo, 7% et calculée
par (indice de temps t sous entendu partout)

(27) mlwz£)=TAY1MeJEJ%, et pour j+1>2

. 01s s
(28) ™, (622) = TAYj+1¢(e,Z€,ZO) v 2y v (022)

avec @ = {@ ; i+j > 0}, et wlj = ¢1j(0,22), et toutes les notations introduites

dans le paragraphe A.1l.
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A.2. Diffusions dépendant d'un paramétre.

A.2.1. Le moddle : Considérons sur R™ une famille de diffusions non homogénes

dans le temps Xi,

0 <t <1, paramétrées par e€[01], solution de

(1) dx® = S(e,X%)dw + B(e,X5)dt

ol w est le brownien k-dimensionnel, et les champs St(e,x) et Bt(g,x) sont
de classe 1 en (t,ex), et de classe N >3 en (e,x). Posons At = StSz et

PN Vayd
notons Lij = ae ax . On suppose 1'existence de constantes Cq V3 Vp avec ¢, > 0

et 0 <v < vy, et d'une fonction continue t — a(t), & valeurs dans les matrices

symétriques définies positives d'ordre m, vérifiant pour tout 0 < e, t <1, x¢€ R"

{2) latAt(e,X)[ +]3; Bt(e,x){4§ <,
(3) Ly jAg(esx) |+ [LyBylesx) | < e (1 + 1x]") pour 0 <i, 3 <N
(4) \)—12 a(t) < A(ex) iv_ll a(t).

On posera dist(a) = |la]j_+ IIa'lllm-

f\) -
Remarque : Par exemple, lorsque o t,x), b{t,x) sont des coefficients matriciels
femarque mple, q

a distorsion et N-rigidité bornées, les coefficients
Y

t(E,X) = g(szt, fti—ex) Bt(g,x) = eb(gzt’ ft4.gx)

N
avec ft de classe 1 en t, vérifient (2) (3) (4). Si de plus 3, b sont dé-

S

duits de o, b par modification standard (cf. § 6.1), les constantes <o et Vvisvss

dist(a) qui interviennent alors dans (2) (3) (4) sont respectivement robuste et
ultra-robuste en o, b.

Revenons au cas général (1) (2) (3) (4) et notons p(stxy) la densité
de X°. Les estimations de p°%, log p%, et de leurs dérivées introduisent les noyaux

gaussiens Gu, p >0 définis par

m m 1
- - = t B
(5) Gu(st xy)= (2m) 2 uz(det ast)2 expl- % oy (y-x)Z] avec o, = [J a(u)du] 1

s
Le noyau Gu est la densité du processus gaussien centré W"  defini par

dwg = = ya(t) th o0 W est un brownien m-dimensionnel. En particulier Gu véri-

1
u
fie 1l'équation de Chapman—Kolmogorov.
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A.2.2. Majoration des dérivées de la densité

© de diffusions paramétrées

Théordme : Considérons sur R" une famille X
vérifiant (1) (2) (3) (4). Pour tout Uy tel que 0 < ug < v il existe alors une
constante ¢, ne dépendant que de m, N, Vs Vgs Hps Cys dist(a), telle que Ta den-
sité pE de X& verifie i
(6) |91 8 pe(s txy)| < c(ts) Z 6 (stxy)
pour Oii,jiN,Oieil,Oisitil,x,yeRm.

Preuve : Elle est basée sur Ja méthode de la paramétrix. Les longs calculs occu-

pent les § A.2.7 & A.2.14.

A.2.3. Minoration de la densité

Théoréme : Considérons sur R" les diffusions X vérifiant (1) (2) (3) (4).
Pour tous His Ho vérifiant 0 < Hy €V vy <l i1 existe une constante ¢ > 0,
ne dépendant que de m, N, Vs Vos Hps Hps Cps dist(a), telle que la densité pE

de X® verifie en tout point (stxy) et pour tout e€[01]

%Gu(stxﬂ ip%stxﬂ <cGu(stxﬂ.

2 - 1
Preuve : Elle utilise le th. A.2.2 et 1a minoration locale 7.7 de pE, qui comme
nous 1'avons signalé au passage a €té prouvée sans faire appel au résultat A.2.3.

La démonstration compléte, basée sur le principe du maximum, est donnée en A.2.15.

A.2.4, Majoration des dérivées du logarithme de la densité

P ~ .= m . . - =
Théoréme : Considérons sur R les diffusions X° paramétrées par € > 0

vérifiant (1) (2) (3) (4). Alors pour tout v > v >0 1l existe des constantes

2™ Y1
¢, n>0 ne dépendant que de m, N, Vs Vps Vs Cos dist(a) telles que la densité

p* de X® verifie pour 1<, j<N,0<e<1l,0<s<t<l, x,¥ er™,
.. - 2 t 1
]3; ai Tog p (s txy)] < c{t-s) Z (1-+]y[n) exp{vNo , (x-y)"] avec a = [J afuydul ",
s

Preuve : Posons L.. = 81
_— ij [

1'existence d'un polynéme universel R1.j a ceofficients entiers, tel que toute

Y s pour i+j > 1 une récurrence élémentaire prouve
x * P J >

fonction différentiable F(e,x) > 0 vérifie 1'identité
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(Tog F)ER..{...,HM,...} ol O0<k<i, 0<2<j, 1<k+t et H

Lij i L F.

=1
ke © F Lk

0'.1 aq
De plus les monfmes de Rij sont de la forme (Hk . )

X...%x {H ) avec
1*1 kql

q
alkl ...t aqkq =i, Ay ..o O‘qzq = 3.

Soit vy > vy-vy > 0. On peut alors fimer uy, u, tels que va>u,-uy et

0<U1<V1i‘)2<“2 . Posons v = Hpmhy et remarquons que (5) fournit ¢ tel que

G
"
G_l {stxy) <c exp[\é) ust.(x-y)Z]
Y2
pour 0 <s<t<l,x, y€ R" . Mais 1a majoration A.2.2 de Lkl p® et la minora-
tion A.2.3 de pe donnent alors des constantes ¢, n > 0 telles que
8
Ly P (s txy)| -5
ke < c(t-s) 2 (1+ |y|n) exp[\é) ust,(x-y)zl

pe(s txy)
pour Oik,JLiN,Oisil,ois<ti1,x,y€]R"'.

La substitution F(e,x) = pE(stxy) dans 1'identité polyndmiale ci-dessus

fournit alors immédiatement des constantes Cys M > 0 telles que

i~ n
Ly Tog PE(stxy) | < ¢ (t-s) sy h exp(3 (i+j) ast‘(x-y)zl

A.2.5. Dérivées du drift complémentaire

Théordme : Soient X° des diffusions parametrées par ¢ > 0, vérifiant (1) (2)
(3) (4). Soit p® 1a densite de X%, et soit

— €
Vo (e,x) = As(e,x) 3, Tog p (s 1x0)

le drift complémentaire introduit par 1‘'équation du pont de x® . Alors pour tout

v > vymug > 0, i1 existe une constante ¢, ne dépendant que de m, N, Vis Vps Vs Cos

dist(a), telle que gl

! 3‘)]; Vi(eax)| < e(1-s) 2 explvN agq - %2 ]

|3
€
pour tout Oi’i,jiN-l,O:eil,Ois<1,x,y€]Rm.

Preuve : La formule de Leibnitz fournit c¢ constant tel que pour 0 < i, j < N-1

et tout e, s, x, on ait



L.V (esx)] <¢ Y L. . A (e,x)] |L;
1378 AL S S

‘j1+j2=‘j

5, 1og p*(s1x0) | .

Fixons ) tel que v > V3 > Vymvg . De (3) et A.2.4 on tire alors cl, n>0

constants tels que dans les mémes conditions que ci-dessus,

il

2 2).

ILigVg (esx) | < eq(1 + Ix|M) (1-s) exp(v N o . X

c
D'aprés (5) on a agq > T—% avec ¢, constant. Comme .1-s < 1, on a clairement

une constante C3 telle que
Ix|" < cg expl{v-va)N o ;. x?1  pour 0<s<1, xeR"

d'oll Te résultat cherché.

A.2.6. Constantes flottantes : Fixons Hps My tels que 0<U1<\’1i\’2<“2;

Jusqu'a la fin de l'appendice, les "constantes" sont exclusivement des nombres posi-
tifs stricts ne dépendant (contintiment) que de Hps Hys Vs Vps €os dist(a), m, N.

Pour endiguer le déluge de constantes, nous les traitons en constantes flottantes ;
ainsi d'une ligne a 1'autre les mémes Jettres ¢ et n représentent des constantes

distinctes.

A.2.7. Densité et paramétrix : La densité p“(stxy) est la solution fon-

damentale de 1'opérateur parabolique (3 + Ai’s) ot A®*% agit sur la variable
d'espace x par

s _ 1 ij i ij i
(1 8% =3 2 AV (e4%) axiaxj * I Bi(e,x)a,  ave A= (A J)lii’jim B=(8) 15 e

D'aprés [9] p® se calcule explicitement & partir de la paramétriz v

m

(s txy) = (2n) % [det o (e.y)]

POl— ot

exp[- % ost(e,y)-(y-X)zl

(8) { t
avec o, (ey) = [J’s du Au(e,)')]_l

Noter que dans (8) ost(e,y) est considéré tantdt comme matrice carrée symétrique,
tantdét comme forme quadratique sur R"

Appelons noyau ¢ n'importe quelle fonction borélienne ¢(stxy) & valeurs

réelles ou matricielles, définie sur & = {0<s<t<l ; x, yE]Rm}. Lorsque 1'inté-
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grale (9) est bien définie, on appelle convolution ¢*¢ de deux noyaur, le noyau
défini par

(9) ¢*w(stxy)=J: du JrIRm dz ¢(suxz) plutzy)

Appelons RE,’S’y 1'opérateur IS coefficients gelés en Yy, qui agit sur la

vartable d'espace X par

1 iJ i
(10) RESS*Y = o 5 AN(e,y) o, 5, + L Bl(e,y) a, .
X 2 i s X3 xj i s X;
Définissons Ze moyau n par
(11) n(stxy) = (Ai’S - Ri’s’y) vistxy).

Alors d'aprés [9) on a la formule essentielle ict

(12) p° =y +yx( 20 )
i1

ol 1a série converge partout sur & et les convolutions sont toutes bien définies.
Les calculs délicats du § A.2.12 utilisent les demi-convolutions (¢ *¢)_

et (¢>*1p)+ définies comme suit : pour 1y, ¢ noyaux quelconques on pose
(13) [$ o v, (stxy) = J' mdz ¢(suxz)y(utzy), pour s<u<t
R

et on définit, quand (14) a en sens, les noyaux (¢ x v)_ et (¢ * q;)+ en chaque

point (stxy) par

st t
(14) (0 *v). = [ Dautoony s (ox ), = [o, duloovl,
s —
2
d'oli 1'identité triviale
(15) Sxu= (6 xu)_+ (6 *0), .

Nous allons introduire une famille de noyaux 1iés simplement aux noyaux
gaussiens Gu, et exhibant toute une gamme de singularités quand (t-s) = 0

ou X, y > o,
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A.2.8. Noyaux gaussiens singuliers : Définissons les noyaux T, X, Y, V,

G5, par
X(stxy) = x 5 Y(stxy) =y
T(stxy) =t-s <1
(16) o
V(stxy) = L%
ij2 Vt-s . B}
Gj,uzT Gu pour JjE€Z, n>0, avec Gu donné par (5).
Définissons les constantes universelles
1 .
2 4 3
u.k~= J t°(1-t)° pour j > -1, k€Z
J 0 -
L4k
+ 2 2 .
{17) g = Jl to(1-t)" pour JEZ, k > -1
¢ ik
S, gy ,
Us = Uy Uyl s ———— pour J, k> -l
ARl
o (z)! est Ta classique fonction méromorphe Gama(z+l) telle que (n)! = n!.

Comme Gu vérifie 1'équation de Chapman-Kolmogorov, (13) (14) donnent d'abord

[Gquu]u(stxy)z Gu(stxy) pour s<u<t, puis

(Gj,u * Gk,u)_ = ujk Gj+k+2,u pour j>-1, keZ

- + ; -

(18) (Gj,u * Gk,u)+ = ujk Gj+k+2,u pour J€Z, k>-1
GJ’u * Gk,u = ujk Gj+k+2,u pour Jj, k > -1.

Rappelons que 1'on a fZxé n, avec 0 <y, < v, ; posons pour 0 < k < N+10 et
F 1 11 ks

tout jez,

{ u(k) = Vi - N-+k1_0 (\)1'111)
T

= 65,00

ce qui par (5) donne ¢ constant tel que

(19)
ik

(20) Fjlkl <c szkz pour tous j2 < jl’ 0 < k1 < k2 < N+10.

De (18) (19) (20) on tire c¢ constant tel que, pour 0 < k, g < N+10,



483

(ij * qu)_ <c ujp Fj+p+2,kvq pour § > -1, peZ

+ i -

(21) (ij * qu)+ <c Usp Fj+p+2,kvq pour jE€Z, p>~1
(I‘jk * qu) 2cuy, Fj+p+2,kvq pour j, p > -l.

Par définition de gy (ef. (5)) omapour 0<s<t<l,

ym < c(t-s)™™ .

(22) %(t-s o <

Ol

< (t-s) e, <c et < det a

st
De (5) (16) (19) (22) on déduit pour chaque entier r > 0 1'existence d'une cons-

tante c(r) telle que

(23) ]V[r ijic(r) Fj kse1 POur tout JEZ et 0 <k < N9,

Appelons noyau polyndme tout noyau du type R = ¢(X,Y) avec ¢ polyndme
i coefficients constants sur R"x R™ et X, Y comme en (16). On a alors avec
c,n constants convenables

(24) RI < c(r+ XM+ [v-x]"y et [R] <c(l+ [¥]"+ [x-¥").
1

Puisqu'ici [Y-X]| = T2|V|i |V]|, (23) (28) entrainent pour chaque noyau polyndme R

1'existence de c¢,n > 0 tels que

(25) R Tj < c(1+ X"y r et [R| Iy <c(l+ (" r

jak+1 j,k+1

pour tout Jje€Z et tout 0 < k < N+9.

Par définition des convolutions et demi-convolutions (cf. (7) (14)), quels

que soient la fonction borélienne positive h : R" = RY et les noyaux positifs

¢,y ona
h(X){¢ = v)_ = [(h(X)$) x vI_ et h{Y)}(® x ¥)_ = [¢ & (h(Y)¥)]_
(26) h(X)(¢ * ¥), = [(h(X)9) x vl et h(¥)(¢ »v) = [¢ * (h(Y}y)],
h(X) (¢ x ) = (h(X)9) x v et h(Y) (¢ x¥) = ¢ * (h(Y)y).

Soient P, R des noyaux polynémes. Pour étudier les convolutions et demi-convolu-

tions de R ij par P I‘p , on majore d'aprés (25) le 1%" facteur par

q
c(1+ X|M Fj,k+1’ et e 2" facteur par c(1+ |Y|™ Fp,q+1’ avec c, n liés a

R,P seulement. De (26) (21) on déduit alors sams autre caleul un polyndéme H ne



dépendant que de R, P tel que pour

I A

(R Tyl = P Tyl

Usp [H| T
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0 <k, g <N9 onait

pour j > -1, peZ

j+pt2,l+k vg

+ .
(27) { (IR rjk] = |p qu[)+.<_ujp ] Tiips2,1ekvg PoUr JE€Z, p > -1
[R ij| * P qul < Uy [H] Pjeps2,14kvq POUr 3> p > -1
A.2.9. Majoration des dérivées de y et n Ajoutons a la panoplie de
noyaux (16) les noyaux
_1

Qstxy) = 3(t-s) og(e,y) (cf. (8))
(28) _m _m

D= (2n) VLT et W=T < exp(-Qvd)

ce qui permet (cf. (8)) d'écrire la

(29)

paramétrix vy sous la forme

vy = DW

Pour tout noyau ¢ dépendant du paramétre € , on note Lij ¢ le noyau

o) a3 o(stxy). De (4) (8) (26) on

(30)

Comme Q est globalement minoré (cf.

c, n>0 telles que

(31)

tandis que (16) donne trivialement

(32) L.

io V=0 pour

Une récurrence banale utilisant seulement (32) donne pour tout

Lij(exp-QVZ) =

(33) {

Puisque (16) donne aXV = -T

ol Pij

2

facteur de (33) vérifie !hjL.J[icf8(1+]Hn+[YWU

m
Par définition W =T 2

pour i, j < N.

2 . -
{exp-QV%) x PV o, Vsl
» (30) fournit

exp(-QVz), et

tire

IL1j Q[ic(1+[YP) pour 1,j<N,

(4)), on tire de (28) (30) des constantes

ns
|Lﬁ Dl <c(l+ |Y|'') pour i,j<N

i . =0 j 2.
i 3_1, et LOJ v pour j >
1,J
. . Q avec i,+i, < i+j}
112 12 =

est un polyndme universel d coefficients constants, de degré j en aXV.

c, n >0 constants tels que le dernier

n.
(33) implique alors |L1jw| <cT 2(1+|V|n+|Y| hw
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D'aprés (29) (31) la paramétrix vy vérifie donc

[ (S

i} n.
(34) ooyl < T oL+ V"« Y] W pour i, § <N

ij ¥

Les définitions (8) (5) de oy et o donnent grdce & 1'encadrement (4) de At

st

(35} vy oy < cst(e,y) < Vy0., pour tout es txy.

Les définitions (28) (5) (19) de W, Gu, Top ©t T'estimation (22) de det Oyt

donnent alors ¢ > 0 constant tel que

(36) G <W<chG =crT

c vy =T vy 00 °
Par (36) (23) (34) (16) (20) on obtient élémentairement

n.
(37) iLij yi <1+ |Y] Yo pour i, j < N.

31

N o)

Soit gs(e,x) 1'un quelconque des coefficients {AS (£4%), Br(e,x)} s

s
1<r, 2<m du générateur infinitésimal Ai’s de X® décrit par (7). Posons

(38) ofstxy) =g (e:x)~9.(es¥)-

Grace a 1'hypothése (3) on a directement
1

ILig ol < Y[+ x| T v[Y) = ¢ T+ X7+ ¥]") pour 0<i<N
(39) { _
lLij o] <c(l+ |X|1) pour 0 < <N, 1<j<N.
Par 1a formule de Leibnitz, Lij(w ai y) est une combinaison lingaire finie univer-
selle des [(Ly . o) (L: .
1 1292
(39) (37) (23) (20) fournissent c, n > 0 constants vérifiant

2 e i
Bxy)] avec i, + 1, =1, ] +p = d. Par suite,

AN
-
-
.
A
=z

2 n. n_i
|L1j(@ o, Y| < el + [X] eyl h T_(j+1),2  Pour 0<

Le méme calcul donne

n_i n,i
Lis(@d, v)| <c(l+ [X] + Y] )T

i pour 0 <1, J <N.

3,2
Par la définition (11), n est combinaison linéaire finie de termes du type

0} ai Yy et o3, v. En tenant compte de (20) on en tire c, n >0 tels que

(40) JL

n. n,
ijnlic(1+|X|1 +3YI1)F4 ,2 bour 0<i, j<N.

1+3)
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A.2.10. Dérivées des noyaux translatés de y et n : Pour tout noyau ¢

définissons les noyaux translatés 1¢ et T_1¢> par

(41) To{s txy}= ¢(s,tyx,y4x) et T_l¢(5t xy) = ¢{s,t,x,¥-x)

Pour ¢ quelconque la translation <t ne commute pas avec les dérivées 8;](. Par

contre 11 y a commutation évidente dans le cas particulier suivant

Si le noyau y(stxy) ne dépend pas de x ona L..Tty =71Ll,.y pour
(42) i 1

tout 1i,j.

De (42) (30) (31) on tire c, n vérifiant

n.
(43) iz T @ + LTl <efls fo¥[ ) pour i, <N
Puisque 1V = i_ on a axTV =0 et (33) donne
VT
Ly TH = (H) PiotaV 505 Lijq, T avec ERAPER N

d'ol, d'aprés (43) et la description de P,

i des constantes ¢, n telles que

n.
LijoHl < e+ [V ™+ JoY| Yy (W) pour i, § < N.
Le méme calcul que pour (37) donne alors c, n tels que
n.
(44) Lyl <c(1+ev|™ 4+ Jay] Ty (W) pour i, § <N

et donc par (36) (23) (20)

n.
{45) |T_1 Lo tyl<c(l+ Y| Ny

ij pour i, j <N.

ol

Par (33), ai Yy = RW ol R est un polyndme universel en

{v ; Vs 8; Q. 3‘)]; D avec 0 <1, j<2}, de degré 2 en BXV. Comme
- 4 i -1 5 i
BXV = T on voit que 1R = ; R1 , avec R1 polyndme universel en
{tvi; /A3l a,tad D 0<i, j<2t. Mais W= L ne dépend pas de (g,x) ;
X X - — /:r
donc Lij R1 est un polyndme en {t V ; /T ; Lille Q, Lizjo D avec Jis do < j+2

et iy, i, < i}. De (43) on conclut alors que

n.
|L1.J.TR| =% Lo Ry <3 (T [ov]"+ oY) pour 4, § <N,

ij 1l
Par (44) et la formule de Leibnitz on a alors

2.
1.J.T8)(y|— L

1

(46) L LR (W)T] < T (1 + |v|" + |rv|n") (TH).

13
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Prenons ¢ comme en (38) pour obtenir
ofs txy) = g.(e,x) - g (e,x+y)
d'ol facilement grace a (3) et & |Y| = /T [tV], pour i, j <N

|LyjTol < clv)(1+ X"+ ™ <o /A v (s XN ™

La formule de Leibnitz et ({46) donnent alors, pour i, j <N
1
Ly o 92 V)| < T 20+ XM [V for ) (aH)

d'ol puisque X = X, et par (36) (23) (20) (19)

(47) |T-1 Lis (0 Bi Y| < e+ X"+ [¥M Tp,1

iJ
Un calcul analogue donne pour i, j <N

-1
(48) 70 L e a, v <o+ X" YY) T

iJ
Par combinaison lingaire finie de termes du type (o Bi v) et (o By y) on
conclut, grace a (11) (47) (48) (20)

-1

(49) ks Lij tnl <c(1+ [x|"+ IY|™ r_q,; pour i, J <N

A.2.11. Etalonnage des singularités : Nous dirons qu'un noyau ¢(stxy)

dépendant du paramétre e est de singularité (q,k) avee g > -1, k >0 s'il
existe un noyau polyndme fixe R tel gue

(50) ILij ¢] < IR] T pour 0 <j, k<N, 0<ec<l

q-J,k -

ee que nous noterons sing ¢ = (g,k). Remarquons qu'alors (cf. (20)) on a ausst

sing ¢ = (q',k') pour tout q' <q, k' >k, il serait facile, avec un vocabulaire
adéquat, d'éviter que sing ¢ soit multivooue, mais ce fait ne géne pas dans la suite.

En particulier les formules (37) et (40) donnent sing y = (0,1) et

sing n = (-1,2).

A.2.12. Aplatissement des singularités par convolution

Théoréme : Sous Tes hypothéses A.2.1, les convolutions par y et n ont la
propriété suivante : pour tout noyau ¢ de singularité (q,k) avec q > -1,
2<k<N+3 ona

(51) sing(y x ¢) = (q+2, k+l)
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(52) sing(n * ¢) = (q+l, k+l1).

Preuve : Les démonstrations de {51) et {52) étant <dentiques traitons seulement (52).
Posons L = L,ij = 3; 8i avec 1, j < N. La comvolution |Ln| * [¢| est en général
divergente dés que Jj > 2 ce qui empéche de remplacer L(n * ¢) par (Ln) » ¢ .

Soit ¢ de singularité (q,k) avec g > -1, 2 < k < N+9. Posons
H(sut xzy) =n(suxz) o(utzy) .

La formule de Leibnitz donne ¢ constant tel que pour i, j <N

(53) ILiJ.H(sut xzy)| < c0 T .|L2J.n(suxz)| |L1_£’0¢(utzy)[
t <2<1

Puisque (n =% ¢)+ = Js+t du J'lRm dz H, on a donc

0<f<i

t
|L1.J-[(n x 6),1] < Jﬂ: du JRmdz “‘1’3‘ Hl <c I (“‘zj nl |L1‘-5L,0¢|)+
2

pour i, j <N et tout (stxy). Mais (40) (50) fournissent un noyau polyndme R

tel que £

A

i<N,j<N

Loy nl < IRI T (145y,2 &t ILig 0 ol < IRIT
d'ol grace a (27) un noyau polyndme P tel que

ILij[(n*¢)+]|_<_|P| r pour i, j <N

g+l-j,k+1
ce qui s'écrit
(54) sing(n « 9), = (a+1, k+1).
Rappelons que pour tout noyau ¢ on a
TP(SuUxXZ) = P(S,UsXs X +2Z).

Associons @ x, { les noyaux by le suivants

(55)

{ bylutzy) = v(u,t,x+z,y)

i i
volutzy)s 3l 3) w(u,t,x+2,y)

Le changement de variable z - z+x dans (14) donne les identités

[ © ¢l (stxy)= [twpeod,] (stxy) s<uc<t
(56) { u X' u

(W xd) (stxy) = (v xo) (stxy)

De (55) (56) on tire (formule de Leibnitz) 1'inégalité vraie en tout point (stxy)
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pour i, j <N

(57) L.lns¢)l<c (I
g - {1'1+1'2=§]:1+j2=j} | 1

avec c constante universelle. Par (49) (55) (50) on obtient un noyau polynéme

R >0 tel que

IL: - Tn] < T(RT_; 4)
i3 — 1,1
153
2v2

]Cbx [ <R FQ'J'Z,k] X

d'old par (56), en tout point (stxy)

idp
(IL Tﬂl*l‘bx |)_i(|R F_1,1|* R T

s ik
143, q-Jo.k'7.

Le second membre est, grace & (27) et j, < j majoré par [P| T 1 » avec P

q+l-j,k+
noyau polyndme fixe quand j < N, 2 < k < N+9. Maijs (57) donne alors

ILis0n = )3

<c|P|T pour i, j <N

q+l-j,k+1
c'est-a-dire sing(n x ¢)_ = (q+1, k+1). D'aprés (54) on voit donc que

sing(n x ¢) = (q+1, k+1) dés que sing(e) = (g,k) avec g>-1, 2 < k < N+9.

A.2.13 Les dérivées de qﬁ = I n*r : La relation (40) fournit c¢ constant
tel que
(58) In| <c 1,2

Définissons par récurrence des constantes V. vérifiant

(59) vi=ls Vg =u_q . ,v,. obles u, sont donnés par (17)
. . (Co)r 1 .
d'ot immédiatement Ve = 05— » avec ¢, = Gama (?). Alors (21) (58) fournissent
(=)!

par récurrence une constante ¢ telle que
*r r
(60) In"l<c v, Tp_p,p Pour tout r > 1.

D'aprés (25) (40) i1 existe un noyau polyndme R(X) > 1 tel que
]al n| <R(X) I_q.3 Pour 0 < i<N. Par (25) on trouve un noyau polynéme P(Y) > 1

tel que
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(61) R(X) ij f-rj,k+1 P(Y) pour tout JjeE€Z et 0 <k < N+9.
En particulier on aura

i .
(62) [3cn] < R(X) T_y 3 < Ty 4 P(Y) pour 0<ic<h.

Prouvons par récurrence sur (i,r) 1'existence d'une constante x > 1 telle que

pour 0 < i<N et tout r>1 onait

i, *r r i
(63) ]af(n )I <X Vr FY‘—2,1+4 P(Y)

<

Pour 0 <3 <N et r =1 ceci résulte de (62) (20) prouvu que ¥ soit assez
grand. Pour 1=0 et r > 1. Ceci résulte de (60) (20) pourvu que x soit assez
grand. Supposons (63) vraie pour i+r < % et donnons nous i > 1, r>2 avec

itr = 2+1. WNotons que les comstantes €y €1 Cp C3 ei-dessous ne dépendent pas de r.

La formule de Leibnitz donne pour 0 < i <N, r>1

(64) 810" < ¢y z . [adn]x [T
J+k=1i

De (62) (63) on tire pour k < i-1, j <N, r>1

k
3

k

[0l 1ol Dy < v RT3 e 1, aP R

D'aprés (26) (21) la derniére convolution [...]7 % [...] ci-dessus est majorée

k T .
par ¢4 u-l,r-3R(X) Fr—2,k+4 P{Y)" ; a fortiori d'aprés (61}, elle est majorée

k+1

P(Y) La définition (59) des Vas 1a relation k<i-1,

par ¢y U.1,r-3 Fr-2,k+5
et (20) entrainent donc

.i

*(r-1 r-1
) sy ey T, Tr2,544 P(Y)

. ‘.
(65) [9dn| « [35(n

Le dernier terme (k = i) de (64) vaut |n| * ]a;(nﬂr'l))] et se majore
de fagon identique, grace a (58) (63), sans intervention de R(X) ni de (61), par
r-1 i . s R  ies
C3 X Ve Fr—2,i+4 P(Y)1. Grace a (64) (65) on conclut & la validité de (63)
pour i+r = 241, donc finalement pour tout i, r tels que 0 < i <N, r>1.

Comme la série numérique I Ve Xr converge d'aprés (59), la majoration (63) et
r>1

(20) donnent

1(n*r)l <CT ) i P(Y)' pour 0<i<N.
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Par conséquent on a construit un polyndéme fixe P(Y) > 1 tel que

N o . .
lenoyau n = zn™ est C7 en ¢ et verifie [3' fi|<c I 1.+4P(Y)1
(66) r>1 € - :

pour 0 < i <N,

| A

. P * P =
Notons aussi que la série I n " est dérivable terme & terme.

A.2.14. Les dérivées de la densité : preuve du th. A.2.2 : Ona vu

en A.2.11 que

(67) sing(y) = (0,1) et sing(n) = (-1,2).
Le théoréme A.2.12 entraine alors par récurrence sur r

{68} sing(n*r} = {r-Z,r+l}) pour 1 <r < M9
et donc, en appliquant encore le théoréme A.2.12

(69) sing(y *(n*r)) = (r, r+2) pour 0<r<N+8.
Par définition des singularités (cf. (50)) on a donc

(70) Loty +(™ ) < R T

j pour 0 <r<j<N,i<N,

r-j,r+2

avec R noyau polyndme fixe. Par (20) on en conclut que

*r ..
(71) ]Lij(0<§<j«(*(n N< c]RII‘_j’N+2 pour i,j<N.

D'autre part Te noyau K = vy *(n*J) vérifie, par (70)

(72) ILij Ki < [R} To,j+2  Pour 1,3 <N,
4
Par la formule de Leibnitz, K et n = I n*r vérifient
rzl
73 Loo(KxsmW)] <c T |L.K L, nl pour i, j<N.
(73) LigterMlce 2 Lkl * [Lig 0Tl P i<

Mais (66) (72) fournissent des noyaux polyndmes R, P tels que
Y . .
|quK| * ILi-q,O n| <|R FO,J+2| * |P F_1’1.+4] pour q<i<N, j <N
d'ol par (73) (27) (20) un noyau polyndme R1 tel que

n . .
(74) [Lis(K* M < [Ry| Ty ys pour 4, 3 <N
La formule explicite (12) donne la densité

=z oy(n*) = T y«(n*) + Kxn
r>0 O<r<j
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d'ol par (74) (71) (20) (25) un noyau polyndme fixe R2 tel que
€ N .
(75) ILijp I < IR, F_jnes Pour 1, g<N
et bien stir 0 <e < 1. D'aprés (25) Te second membre de (75) est majoré par

c(1+ Y| r ce qui démontre enfin le théoréme A.2.2, grice & la définition

-3,N+6
(19) des .

A.2.15. Minoration de la densité : Preuve du th. A.2.3 : D'aprés

(29) (31) (36) ona c constant tel que

(76) S6, <y<ch, =cr
2 1
tandis que, d'aprés (60) (20) et = vrcr < o , le noyau % = T n*r vérifie
r>1 r>1
(77) ] < ¢ T1,2

d'ol par (21)

Y
(78) IY*”|iCT1,2iC1TGu1-
L'expression (12) de p® donne p® = y +y x 1 , d'ol par (76) (78) (20) (19)
1'encadrement, valable pour tout e€[01],

1
(79) 26, ~cTG <p<ch

L'opérateur Ai’s défini en (7) vérifie

(80) (BS+Ai’S)p€(stxy)EO.

t -
Classiquement la définition agy = [J a(u)du ] 1 donne

s
leog det agy = tracela(s) ast} , ce qui aprés un calcul banal utilisant (5) (7)
montre que, en un point (stxy) arbitraire, éL [(aS + Ai’s)GU] vaut

il
* 1 *
(81) %(x—y) ust[uAs(s,x)-a(s)]ast(x—y)+§tr[(a(s)—uAS(e,x))ast] -]JBS(S,X)aSt(X-y).
u
Mais on a uzA - a(s) > (——2 - 1)a(s) d'aprés (4) et u, > v, fix&, tandis que B
S - vy 2 2

. o
est borné et gy v s -

U=, (81) soit minorée par cl(t-s)_2[|x—y]2 - ¢{t-s)(1 + {x-y|)] pour tout

D'ol des constantes Cys C > 0 telles que, lorsque

estxy. Comme (t-s) <1 Te crochet ci-dessus est slrement positif dés que

[x-y|2_i cz(t-s) avec c, assez grand. A fortiori on a donc au vu de (22) une
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constante KO telle que

£,8 1 2
(82) (BS+AX ) Guz(stxy)z 0 pourvu que 5 ust(x-y) iKo pour tout estxy.

Soient K > KO, x > 0, 1>0 trois constantes que nous préciserons plus bas.

Pour ety donnés on définit deux ensembles U(K,t), U(K,T) et une fonction

©(s,x) par
( { U(KyT) = {(s,x) €011 x R" [t-t<s<t ; ; ocst(x-y)2 > K}
83) . -

U(K,t) = {(s,x)€[01] x R" | t-T<s<t % ocst(x-y)zi K}
(84) ©(s,x) = p° (stxy)- x G“z (stxy).

De (80) (82) (83) (84) on déduit
(85) (as + Ai’s) ©(s,x) < 0 pour (s,x)€U(K,T) et K> K0 .

D'autre part (5) (79) donnent

1im @(s,x) = 0 uniformément tant que |x-y| minoré par un nombre > 0,
(86) s>t

Tim ¢(s,x) = 0 uniformément pour se€f0t[ .

Koo

Montrons que pour 1, y assez petits, on a

(87) ©(s,x)>0 sur U(K,T).

En effet, la minoration (79) de p donne pour tout estxy
1
(88) ®>2 G

-c(t-s) G - x6G .
V2 M1 M2
Posons v = % oast(x-y)2 ; lorsque (t-s) <t le second membre de (88) est minoré

par n
=5 VoV MO U,V
{89) cl(t—s} (e -c,te - ¢, xe )
avec cq, C, > 0 constants. Imposons maintenant x < % pour minorer le dernier
T2
1 VY “upv . . s
facteur (...) de (89) par (2 e -cpTe ), expression certainement positive
. (Vo )K
sur  U{K,T) pourvu que 2c2 T e 21 < 1. Finalement on voit que la relation
~{v,y-uq )K
(90) 0<teqpm e &1 et y-oL
-2 2

garantit la validité de (87).
Fizons provisoirement un compact UO de R" et e dans [011 D'aprés

1'encadrement (4) de A, et le th. 7.5, il existe Tl(:e) >0, Xl(e) >0 tels que
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15 '%] dg I (x,y)
(91) Pristxy) >x(e)(t-s) = exp(- —Frr—sy—)
pour tout yeU, 0 <s <tc<l, ly=x]| < 74{e)s [t-s] <7yle). Icd ds,g(x,y)

est la distance sur R"™ associée a la métrique riemannienne x - [As(e,x)]

-1 2

L'encadrement (4) de AS donne dg E(X’Y)i\’z a(s) “.(x-y)~. Fixons V3 tel

que v, < Vs < . I1 existe clairement T, > 0 constant tel que

(satsrs 2 [ stuau - £ o]
t-sas>—jaudu=—a pour t-s<t
~ V3 ) vy st — 2
d'od 2
! dg_(%sy) )
—go— V3 o (xy)" pour 0<t-s<t,, O<s<t<l, O<ec<l

et (91) devient avec ¢ > 0 constant

(stxy)

(92) P (stxy)> ¢ x(e) 6o,

pour yel , 0 <s <t <1, |y-x| <1y(e), |t-s| < 15(e). Un calcul &lémentaire

fournit d'aprés (5) (90) une constante >0 telle que

3
CX1(€) G\;
(93) —XG——3 > cg xp(e) expluy = vy)v
V2
et le second membre de (93) est stirement > 1 sur {v < Kl(e)} pourvu que 1'on

choisisse Kl(e) tel que

(94) c3 xp(e) expl(u, - va) Ky(e)l > 15 Ki(e) > K

0 -
Définissons maintenant

(95) t4(e) = T4(e) A [712 e

de sorte que (Kl,r4) vérifient (90) ; par (92) (93) (94) on voit que pour

—<v2-u1>K1<e>]

y€U0,0i5<til,

{(96) o(s,x) >0 sur U(K () T4(e))ﬂ{|x—y| < Tl(E)}

et (95) garantit, via {(90) => (87)} , que

(97) ¢(s,x) > 0 sur U(Kl(e)’Tll(e))'

Pour ety provisoirement fixés, les relations (96) (97) (86) (85) permettent
d'appliquer Tle principe du maximum & la fonction ¢ sur 1'ouvert Wee [01] x R" ,

avec W = UKy (), T4(€)) N {Ix-y| > T1(e)} . En effet ¢ est continue sur We
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et positive sur la frontiére parabolique de we (cf. [9]1). On en déduit que
o(s,x) >0 pour ({s,x) eWE 5 au vu de (96} (97) on voit donc que
(98) o(sx) >0 pour {t-'r4(e)isit, xe R"}

et ceci pourvu que 0<ex<l,0<s<t<l, yer.

1 vk . .
Le nombre T, = 7. ¢ est une vraie constante indépendante de
2

estxy ; le couple (KO,TO) vérifie (90) donc aussi (87) ; par construction de

14(9) on peut toujours garantir 0 < T4(€) STy - Considérons 1'ouvert

1 2
W= {(sx)|t-ty<s<t, 5 ag(x-y)" > K}

qui est inclus dans U(K par construction. On a donc (as +Ai’s) e{sx)<0

0°To)
sur W. De plus ¢ est continue sur W U([01] x {=}), et positive sur la fron-
tiére parabolique de W, grace a (98) (87) (86). Le principe du maximum propage

donc Ta positivité de ¢ & tout W ; conjointement avec (98) (87) ceci entraine
o(sx}) >0 pour t-TOiS<t, x€R"

et finalement, Ze compact UO eontenant Yy ayant disparu du résultat 4 ce stade,

on a

(99) PE(stxy)>x 6 (stxy)
2X 5,

pour Oi € < 1, t-ro§s<t, Ois<til, X, Y€ R" avec ¥, T, constantes posi-
tives.
La relation de Chapman Kolmogorov propage trivialement (99) par itération,

d'ol pour tout k > 1 entier,
pE(s t xy) > Xk Gu (stxy)
- 2

pour 0 <e <1, t-kt, <s <t, 0<s<t<l, xy€ R"  ce qui achéve la prewve

du théoréme A.2.3 en choisissant k = k0 avec kOTO > 1,

A.2.16. Calcul explicite des dérivées de p°(0100) en e = 0

Ce calcul est utile pour avoir le développement de Taylor en 0 de p€(0100) qui
intervient, dans le corps de 1'article, lors du calcul du développement asymptotique

de Tr(O,ez,g,n). Plagons nous dans le cadre du § 10 ol
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(100) S.(esx) = o(e’t, £, +ex) et B (c,x) = e b(e’t, £, +ex)

avec o, b € sur [01]x R"', aprés modification standard {cf. § 6.1) de o, b.
Ici ft est une fonction C~ de t, fixée, a valeurs dans R".

Notons n. le noyau n défini par (11), pour rendre explicite la dépendance
en e . D'aprés (11) et (100) n, est identiquement nul. D'autre part les calculs
de A.2.15 montrent que pour tout ¢€[01]

r

31[ X Y*(n*r)] = % a;[v*(n* )]

r>1 r>1
r) était un produit non commutatif

] *
et que a;(y x(n ")) se calcule comme si yx(n®
"ordinaire" de (r+l) fonctions de & . Méme résultat pour a;(n*r).

En particulier on a donc en € =0

BZ[Y*(n*r)] =0 pour i<r-1

et par suite, en € =0

3; pt = 9;[ z y*(n*r)].
O<r<i
Le calcul des p; =[a; p®(0100)] se raméne a celui des (at Y).-q et
e=0
(aén)ezo pour 0 < k < i suivi d'un nombre fini de convolutions de tels noyaux.

D'aprés les définitions A.2.7 de y et n on a, gréce a (100), par un calcul

élémentaire, en e =0

Yo(s txy) = po(s t xy) = noyau gaussien
N, =0
ten (3v) (s txy) = Ry (%, ¥5 <25) p%s txy)
_olstXy) =R, Xs ¥s P (stXy
? =0 ist Jis
(3'n) _a(stxy) =P._.(x, vy, LX) p%stxy)
e 7e=0 ist /tTS
ol Ris t et Pis + sont pour chaque 1 > 1 des polyndmes sur (Rm)3, a

coefficients fonctions continues bornées de s, t avec 0 <s <t < 1.



{11

{2]

[3]

(4]

[5]

{61

(7]

(81
(91

(101

[11]

{12y

[13]

[14]

[15]

R. AZENCOTT :

R. AZENCOTT

R. AZENCOTT

R. AZENCOTT :

R. AZENCOTT :

497

BIBLIOGRAPHIE

Grandes déviations et applications. Ecole d'Eté de Saint Flour
VIIT ; Lecture Notes Math. 774 Springer Verlag 1980.

: Formule de Taylor stochastique et développements asymptotiques

d'intégrales de Feynman ; Séminaire Proba. XVI 1980/81,
Lecture Notes Math. 921 p. 237-284.

: Asymptotic expansions for slightly perturbed dynamical systems,

(dlloque "Probability and Math. Stat." Oberwolfach mars 1981.

Petites perturbations aléatoires des systémes dynamiques :
développements asymptotiques. A paraitre.Lecture Notes Math.

Densité des diffusions en temps petit : Partie 2. Work in
progress.

R. AZENCOTT, H. DOSS : L'équation de Schrodinger quand la constante de Planck

J.M. BISMUT :
J.M. BISMUT :
A. FRIEDMAN :

tend vers 0 : une approche probabiliste : A paraitre in
Lecture Notes Math. (editor Albeverio).

Mécanique aléatoire, Lecture Notes Math. 866 (1981).
Grandes déviations et calcul de Malliavin. A paraitre.

Partial differential equations of parabolic type. Prentice
Hall 1964.

B. GAVEAU : Principe de moindre action ; propagation de la chaleur ;

estimées sous elliptiques sur certains groupes nilpotents.
Acta Math. 139 (1977) p. 96-153.

B. GAVEAU : Systémes hamiltoniens associés & des opérateurs hypoelliptiques,

L. HORMANDER

Bul. Sci. Math. 1978 (102) p. 203-229.

: Hypoelliptic an order differential equations, Acta Math. 119

(1967) p. 147-171.

KANAT : Short time asymptotics for fundamental solutions of partial diffe-

rential equations. Com. Partial. Diff. Equ. 2, n° 8 (1977)
p. 781-830.

Y.I. KIFER : Transition density of diffusion processes with small diffusion,

P. MALLIAVIN

Th. Pro. App. 21 (1976) p. 513-522.

: Stochastic calculus of variations and hypoelliptic operators,

Proc. Int. Conf. Stochastic Diff. Equations, Kyoto 1976,
p. 195-263, N.Y. Wiley (1978).



498
[16] S. MOLCHANQOV : Diffusion processes and Riemann geometry, Russ. Math.
Surveys 30 (1975) p. 1-63.

[17] Séminaire Probabilité Université Paris 7 : Géodésiques et diffusions en
temps petit (1981) Astérisque vol. 84-85.

[18] D. STROOK, S. VARADHAN : Multidimensional diffusion processes, Springer (1979).

[19] S. VARADHAN : Diffusion processes in small time interval, Comm. Pure Appl.
Math. 20 (1967) p. 659-685.

[20] A. VENTSEL, M. FREIDLIN : Small random perturbations of dynamical systems,
Russ. Math. Surveys 25 (1970) p. 1-75.



